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Una de las metas en mi vida profesional es la elaboracion de un libro de un
tema apasionante como lo es el “anélisis de regresion”, con el cual se genera
e innova el conocimiento actual de cualquier disciplina de las ciencias. Por
ello, cuando ingrese a la Universidad Juarez Auténoma de Tabasco con
adscripcion a la Division Académica de Ciencias Econdmico Administrativas
imparti la asignatura de Econometria a estudiantes del Programa Educativo
de Economia, inicié la basqueda y recoleccion de informacion relacionada a
esta tematica y ahora que me encuentro en la Division Académica de Ciencias
Agropecuarias impartiendo Estadistica Aplicada para Médicos Veterinarios y
Estadistica Inferencial para Ingenieros Agrénomos, he dedicado tiempo para
seleccionar, analizar y estructurar dicho material en un manuscrito que facilite
el aprendizaje de estas asignaturas que son muy importante para estudiantes
e investigadores de las diferentes areas de las ciencias.

Por la experiencia del autor y de otros profesores investigadores la
imparticion de esta asignatura se facilita actualmente con la ayuda de un
equipo de computo, no obstante que no se cuenta con literatura en castellano
suficiente para que estudiantes y profesores cuenten con un facil acceso a esta
tematica. Por esto, de las funciones de docencia e investigacion surge la
necesidad de contar con un libro agil y de facil entendimiento que integre los

principios teoricos y metodologicos del analisis de regresion aplicado en las



ciencias agropecuarias en un lenguaje comprensible y familiar que permita al
estudiante y profesor investigador aplicarlos de manera eficiente.

El andlisis de regresion y el ajuste de datos a modelos lineales es una
herramienta fundamental en las actividades de investigacion para la gene-
racion e innovacion del conocimiento, enriqueciendo las ciencias agrope-
cuarias con informacion util y aplicable en la resolucion de problemas y la
generacion de alternativas en los procesos de produccién. Por esto, los
investigadores deben de conocer las técnicas modernas del analisis de
regresion ya que hoy contamos con equipo de computo de alta capacidad en
el procesamiento de grandes volimenes de datos, provenientes de experi-
mentos. El analisis de regresion es una parte fundamental de la estadistica
inferencial, en la cual las conclusiones se basan en contribuciones que una o
mas variables independientes tienen sobre una variable respuesta.

Este libro lo pueden usar los estudiantes y profesores investigadores
de las ciencias agropecuarias, los biélogos, los quimicos, los sociélogos, las
ciencias médicas y en el disefio y mejoramiento de productos de manufactura.
Para el uso de estas técnicas del analisis de regresion el profesor investigador
0 el estudiante solo deben poseer un conocimiento basico de estadistica
descriptiva, ya que los temas han sido tratados con pocos desarrollos
matematicos y estadisticos; lo que lo hace accesible para todo aquel que esté
interesado en este tema.

Por todo lo anterior se considera importante ofrecer a la comunidad
cientifica, académica y estudiantil un documento con la informacion aqui

descrita que contribuya a mejorar el aprendizaje y aplicacién de esta



herramienta, a enriquecer el acervo bibliografico de la Division Académica
de Ciencias Agropecuarias y de otras instituciones de educacion superior y

centros de investigacion con programas educativos y de investigacion afines.

José Isabel Lépez Naranjo






Presentacion

La presente obra es el fruto de los esfuerzos personales de los autores,
familiares y compafieros de que dedican su tiempo a la ensefianza y la
investigacion. Se puede mencionar que es una sintesis de la experiencia
adquirida durante méas de veinticinco afos dedicados a la ensefianza y la
investigacion, participando en cursos especializados sobre estadistica apli-
cada en instituciones de educacion superior en nuestro pais.

Representa una recopilacion y seleccion estricta de la literatura
existente sobre la tematica, incluyendo informacion sobre investigaciones que
se han realizado en instituciones de educacién superior, centros de
investigacion sobre diversas disciplinas de las ciencias aplicadas, por lo que
se considera una fuente de técnicas y principios actualizados y de utilidad en
la solucion de problemas reales.

El propoésito de apoyar la publicacion de este libro se orienta a la gran
utilidad de esta herramienta de ajustar modelos de regresion a conjuntos de
datos de experimentos reales y que contienen fines de prediccion. Asimismo
la de fortalecer la formacion de los estudiantes de licenciatura para que
cuenten con un material accesible y didactico para su uso en sus tareas de
investigacion. De igual manera profesores investigadores de las diferentes
areas de las ciencias podran utilizar esta obra como apoyo en sus
investigaciones y construir modelos estadisticos que les permitan una
interpretacion comprensiva de los fendomenos estudiados. Todo profesional
podra utilizar esta obra ya que solo se requiere de un curso basico de
estadistica para comprender sus alcances y principios que se trataron de
describir de una manera sencilla y familiar sin demostraciones matematicas
complicadas que muchas veces hacen que una obra no sea consultada. Los
ejemplos de aplicacion de esta herramienta se resolvieron con el software



estadistico SAS, muy conocido entre las instituciones que realizan
investigacion cientifica y que forman profesionales competitivos y de calidad.

El analisis de regresion es una herramienta de la inferencia estadistica
aplicada que permite ajustar conjunto de datos proveniente de trabajos de
investigacion con propositos de prediccion. En esta obra se trata una
diversidad de técnicas Utiles en esta tarea y se proporcionan las estrategias
que permiten la seleccion de las variables, el tamafio de muestra y el mejor
modelo; aquél que explique de mejor manera la relacion entre las variables
estudiadas. Esta técnica es aplicable en cualquier area de las ciencias:
agropecuarias, bioldgica, econémica, salud, genética, matematicas, del com-
portamiento humano, etc., donde los objetivos incluyan prediccion de resul-
tados futuros de la variable respuesta (dependiente).

Por lo anterior se considera de gran valor ofrecer a la comunidad
cientifica, académica y estudiantil un libro con la informacion aqui tratada
que contribuye a enriquecer el acervo bibliografico de nuestra universidad y
en especial de la Division Académica de Ciencias Agropecuarias y de igual
forma a otras instituciones de educacién superior y de investigacion que
ofertan programas educativos afines y/o desarrollen actividades de inves-
tigacion y desarrollo.

Dr. Roberto Flores Bello
Director de la Divisién Académica de Ciencias Agropecuarias
Universidad Juarez Autonoma de Tabasco

“Estudio en la duda, accién en la fe”



Un visionario: Sir Francis Galton

Antropologo, gedgrafo, explorador, in-
ventor, meteorologo, estadistico, psicélo-
go Y eugenista britanico, Francis Galton
(1822-1911) es mundialmente reconoci-
do por su aficion a medir y cuantificar
practicamente todo. Curso estudios en el
King's College de la Universidad de Lon-
dres y en el Trinity College de Cambridge,
aunque es notable que no tuvo catedras

universitarias y realizé la mayoria de sus

investigaciones por su cuenta. Sus malti-
ples contribuciones recibieron reconocimiento formal cuando, a la edad de 87
afios, se le concedio el titulo de Sir o Caballero del Reino.

De intereses muy variados, Galton contribuy0 a diferentes areas de la
ciencia. A menudo sus investigaciones fueron continuadas dando lugar a
nuevas disciplinas.

Su obsesidon por medir todo lo medible (y también lo no medible) le
hizo no solamente tener un laboratorio de antropometria que le permitio

recoger una inmensa cantidad de estadisticas sobre la estatura, dimensiones,



fuerzay otras caracteristicas sobre las personas desarrollando nuevas técnicas
para sus diversas mediciones.

En sus busquedas, Galton explicd el fendmeno de la regresion a la
media, usé por primera vez la distribucion normal, describié las propiedades
de la distribucion normal bivariada y su relacion con el analisis de regresion
y también introdujo el concepto de correlacion posteriormente desarrollado
por Pearson y Spearman. Fue a partir de sus aportaciones que la estadistica
comenzo a considerarse una ciencia.

Hoy en dia practicamente todo trabajo cientifico que se precie esta
respaldado por un buen soporte estadistico siendo uno de los culpables, sin
lugar a dudas, Francis Galton, considerado por muchos como uno de los

padres de esta ciencia.



Capitulo 1

Analisis de regresion

1.1. Introduccién

En 1885 Sir Francis Galton introdujo por primera vez la palabra “regresion”
en un estudio; éste demostré que el tamafio entre descendientes (hijos) y
padres no presenta una tendencia directa, pero se acerca bastante al promedio
general. EI método de minimos cuadrados fue descubierto por Carl Friedrich
Gauss, quien uso el procedimiento por primera vez a inicios del siglo XIX.
Sin embargo, existe controversia sobre este hecho, ya que se menciona que
Adrien Marie Legendre fue la primera en publicar un trabajo sobre su uso en
1805.

A finales de 1960, el andlisis de regresiéon y el método de minimos
cuadrados fueron acoplados a la practica y considerados elementos
compatibles. Es conveniente mencionar que en muchas situaciones no
ideales, los minimos cuadrados ordinarios (MCQO) no son lo méas apropiados.
Sin embargo, para el analisis de muchos datos se acepta el sesgo de la
estimacion para abatir la multicolinealidad y lograr una regresion robusta.

Actualmente esta técnica de analisis se aplica a datos diversos: la

relacion probabilistica o funcional de procesos quimicos o biologicos, la
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economia nacional, un grupo de pacientes en un experimento clinico, un
grupo de tipos de metal en un estudio de resistencia a la tension, entre otros.
De esta manera, en algunos casos las variables pertinentes son variables
aleatorias y estan relacionadas en un sentido probabilistico a través de una
distribucion conjunta. En otros casos, las variables son cantidades mate-
maéticas y los supuestos indican que existe una relacion funcional asociativa.
En un conjunto de datos que involucra medidas de variables, el analisis de
regresion se aplica para descifrar ciertos aspectos del mecanismo que las
relaciona. El siguiente ejemplo ilustra qué clase de informacién se puede
obtener con el analisis de regresion de datos.

Considere un estudio en el que se elige al azar un grupo de personas
que recorren una distancia especifica y en cada individuo se cuantifican las

siguientes variables:

X1: edad

X2: peso

Xa: frecuencia cardiaca al inicio de la carrera
Xa: frecuencia cardiaca al final de la carrera
Xs: tiempo de recorrido

Y: consumo de oxigeno

Es razonable pensar que la variable Y representa la respuesta con la cual los
individuos utilizan el oxigeno. Se puede pensar también que desempefia un

papel algo diferente a X1, X2, X3, X4 0 Xs. De hecho, nuestro interés es
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visualizar a la variable X como cantidades que determinan a Y, o mejor aun,
que predicen a Y. Entonces las X son llamadas variables independientes o
variables predictoras y 1a Y es la variable dependiente o la variable respuesta.
Dado los datos, el analista espera generar informacion, considerando el papel
de cada variable X (edad, peso, frecuencia cardiaca y tiempo de recorrido) en
términos de su influencia en la variable Y (consumo de oxigeno). Si alguna
de estas variables X tiene algun efecto sobre el consumo de oxigeno, puede
aportar informacién muy valiosa para describir la variable respuesta Y.
Finalmente, se puede esperar que los datos permitan la estimacion de la

relacion que existe entre estas variables.

1.2. Modelos de regresion

En las siguientes secciones se discutird el uso y desarrollo de modelos
estadisticos. Simplemente se supone que todos los procedimientos usados y
las conclusiones obtenidas del analisis de regresion dependen al menos
indirectamente de los supuestos de un modelo de regresion. Un modelo es lo
que el analista percibe como el mecanismo que genera los datos sobre los
cuales se aplica el andlisis de regresion. Los modelos de regresion se
encuentran por lo general en una forma algebraica. Por ejemplo en la
ilustracion del consumo de oxigeno, si el investigador esta dispuesto a asumir
que la relacion es representada por una estructura lineal en las variables

predictoras, entonces un modelo adecuado es dado por:
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y = Po + BiX1 + P2X2 + BaXs + PaXa + PsXs + € Q)

En donde Po, B1, P2, ..., P5, SON constantes desconocidas llamadas coeficientes
de regresion. Los procedimientos comprendidos en el andlisis de regresion
pueden extraer conclusiones acerca de esos coeficientes. El investigador
puede estar involucrado en un intento laborioso para determinar si un
incremento en la frecuencia cardiaca al final de la carrera (X4) verdaderamente
disminuye o incrementa la eficiencia del consumo de oxigeno (Y). Es un
hecho que el signo y la magnitud de los coeficientes son de gran importancia.
El término € en el modelo es adicionado considerando que el modelo es
probabilistico. Esencialmente describe los errores aleatorios del modelo.
Cuando se aplica la ecuacion (1) a un conjunto de datos se puede determinar
el término & como una ayuda para cuantificar cualquier variacion individual,
adicional a los parametros proporcionados por el modelo.

El modelo de la ecuacion (1) representa al model lineal (lineal en los
parametros ). Cualquier procedimiento de regresion involucra el ajuste del
modelo a un conjunto de datos, que son definidos como lecturas de las
variables en las diferentes unidades experimentales muestreadas. El término
“ajuste a un conjunto de datos” involucra la estimacion de los coeficientes de
regresion y la correspondiente formulacion de un modelo de regresion
ajustado, una estrategia empirica que es la base de cualquier inferencia
estadistica.

El fundamento de un analisis estadistico de regresion se representa por

la calidad del ajuste. Evidentemente, si el modelo de regresion propuesto no
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describe los datos satisfactoriamente, la informacion estadistica calculada no
es representativas. Este texto no esta orientado al tratamiento de modelos no
lineales. Los modelos no lineales son comunes en muchas de las ciencias
naturales o aplicaciones en ingenieria. Un bioquimico puede postular un

modelo de crecimiento del tipo

[04
1+e”

y= +e )

para representar el crecimiento y de un organismo particular como una
funcioén del tiempo t. Aqui los parametros estimados con los datos son a y .
Muchos de los mismos problemas que se intentan resolver por regresion lineal
pueden ser manejados con regresion no lineal o viceversa. Sin embargo, los
aspectos de célculo para construir modelos no lineales son mas complejos y
requieren un tratamiento especial. EI modelo de regresion ajustado es
producto del modelo propuesto como un estimador de la relacion funcional
que describe los datos. El tipo de modelo postulado a menudo depende del
rango de las variables regresoras definidas en los datos. Por ejemplo, un
ingeniero quimico puede tener conocimiento de que su sistema necesita el uso
de términos que indiquen curvatura en el modelo. Suponer que X1 y X2
representan temperatura y concentracion de reactivo, y la respuesta y es el
rendimiento de una reaccion quimica.

Para reflejar la curvatura en el modelo se construye una estructura del

tipo:
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y = Po + P1X1 + P2Xo + Bllxlz + Bzzx22 + BoX1Xo + € 3)

Entonces los rangos de las variables regresoras pueden definir el tipo de
modelo.

Con rangos estrechos en X1 y X2 el ingeniero puede usar el modelo que
no incluye términos cuadraticos. Aun cuando (3) incluye potencias y
productos de orden dos en las variables regresoras, se considera otro ejemplo
de un modelo lineal; ya que los coeficientes son enteramente lineales.
Anteriormente todas las aplicaciones de regresion que describen un conjunto
de datos, la formulacion del modelo es una simplificacion de lo que ocurre en
los datos de procesos observacionales. Areas de las ciencias sociales y del
comportamiento representan ejemplos donde los sistemas de los cuales se
toman los datos son muy complicados para modelos con una estructura
correcta. Los modelos lineales usados son aproximaciones que se espera
funcionen bien en el rango de los datos usados en su construccién. Cuando lo
sofisticado del campo sujeto a estudio no es suficiente para proporcionar un
trabajo teorico, entonces una aproximacion con un modelo lineal empirico y
el sentido comun puede ser muy informativa; particularmente cuando se usa

en conjuncion con un grupo de datos de buena calidad.

26



1.3 Usos formales del analisis de regresion

Este documento trata de cubrir varias categorias que representan clases
especificas de inferencias y distinciones que son extraidas de ellas. Esto es
crucial, puesto que todos los procedimientos de estimacion, o sélo el modelo
que es adoptado, pueden depender del objetivo del estudio. Esto a menudo
parece contrario a la ideologia de ciertos usuarios de la metodologia. Para el
analista inexperto puede parecer que el modelo que aparentemente describe
mejor a los datos sera adoptado para todo propésito. Sin embargo, un modelo
que da una solucion satisfactoria a un problema no necesariamente sirve para
resolver otro. El uso del andlisis de regresion est4 en tres o quizas cuatro

categorias, aunque exista algun traslape. Estas categorias son:

1. Prediccion
2. Variables de desperdicio
3. Especificacion del modelo

4. Estimacion de parametros

Se advierte al analista que debe conocer y llevar en mente cuél es el objetivo
principal en su esfuerzo, o esfuerzos, para hacer andlisis de regresion.
Inicialmente consideremos la tarea (1). Aqui los pardmetros estimados no son
buscados para su propio fin. No se investiga para la especificacion del modelo
verdadero, sino de como el tipo de modelo tiene influencia en la prediccion.

No es importante que se defina el papel de cada regresor en el modelo con

27



estricta precision. Ciertamente, el ejemplo del proceso quimico es un
problema de prediccion. El rendimiento de la reaccion es importante y el
ingeniero necesita predecirla de forma adecuada.

La tarea (2) es relevante en un gran numero de aplicaciones de la vida
real. La formulacion del modelo es secundaria, ya que se usa simplemente
como un instrumento para detectar el grado de importancia de cada variable
en la explicacién de la variacién en la respuesta. Las variables que explican
una cantidad razonable de la variacion en la respuesta quiza se pueden utilizar
para otros estudios; por otro lado, aquellas que sean regresoras parecen jugar
un menor papel y son eliminadas. Esta practica precede a menudo al estudio
extensivo de procesos de construccion de modelos. La especificacion del
modelo se explica por si misma. El analista debe tomar con mucho cuidado
la postulacion del modelo; cualquier analista sabe directa o indirectamente
que hay gran cantidad de modelos candidatos en competencia, en diferentes
formas funcionales. Cada forma funcional define un papel diferente de las
regresoras. Cuando el modelo es lineal, este tipo de ejercicio puede ser
limitado; a menos que la complejidad de cada variable regresora esté bien
definida en los datos. La estimacion de parametros es por lo general el Gnico
proposito al aplicar un andlisis de regresion en ciertos campos cientificos. En
un grupo de datos se muestra que una funcion de produccion agricola es
ajustada a un grupo de variables regresoras que representan gastos. Seis tipos
de regresoras de gasto y una variable de precipitacion son usadas. La unidad
de muestreo es un afo y los datos se colectaron en el estado de Chiapas para

un periodo de 25 afos. Estos 25 datos son ajustados a un modelo lineal y tanto
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la prediccion como la variable de desperdicio, no son importantes. Sin
embargo, los rangos especificos de los coeficientes de regresion justifican una
teoria econémica particular. Los signos y magnitudes de los coeficientes son
cruciales.

Si los datos no reflejan una tendencia que involucre las variables, no
hay éxito en el desarrollo del modelo o en la extraccién de inferencias del
sistema. Si algln tipo de asociacion existe, no implica que los datos lo
revelaran en una figura claramente detectable; los datos pueden provenir de
un experimento, una investigacion planificada, una coleccién y tabulacion
sobre el tiempo, una simulacion, o de otras muchas fuentes. Es claro que el
tamario de muestra es importante; cuando éste es muy pequefio, el analista no
puede calcular medidas adecuadas de error en los resultados de regresion y
no tiene bases suficientes para verificar los supuestos del modelo. Sin
embargo el tamafio del conjunto de datos es de gran consideracion. Por
ejemplo; no podemos desarrollar un modelo para encontrar una amplia
relacion si la muestra de unidades experimentales no representa a la poblacion
que se esta atendiendo con el modelo. No se pueden realizar amplias
generalizaciones en ninguna de las tareas del analisis de regresion si los datos
son muy especificos. Para el ejemplo del consumo de oxigeno, se podria
suponer que todos los individuos usados fueron atletas bien entrenados.
Ambos, el rango de las variables y otras caracteristicas de la inferencia, se
aplican solo a esta poblacion.

En muchas situaciones las dificultades con el anélisis de regresion son

el resultado del fracaso en uno o més de los supuestos. En particular, el
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modelo de regresion lineal multiple de (1) se analiza bajo el supuesto de que
las variables regresoras son medidas sin error. Si existe medida del error
excesivo en la regresion, los estimadores de los coeficientes de regresion
pueden ser afectados severamente; asi como otras inferencias (tales como la
prediccion, las variables de desperdicios, etc.) pueden ser confundidas con
incertidumbre. Quizas las limitaciones méas serias en una regresion de un
conjunto de datos es el fracaso para recolectar datos en todas las variables
regresoras importantes. Esta insuficiencia puede ocurrir debido a que el
analista no fue cuidadoso al seleccionar el total de las variables regresoras;
solo si todas o muchas de estas cantidades son identificadas, las limitaciones
en el proceso de recoleccion de datos pueden prevenirse. Cuando esto ocurre
el modelo puede ser deficientemente sobreespecificado, resultando en pobres
estimadores de los coeficientes de regresion y, en consecuencia, una pobre
prediccion.

De manera basica, la regresion tiene dos significados: uno surge de la
distribucion conjunta de probabilidad de dos variables aleatorias, el otro es
empirico y nace de la necesidad de ajustar alguna funcién a un conjunto de

datos.
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Capitulo 2
Clasificacion de variables

y seleccion del analisis

2.1. Introduccidén

Las variables pueden ser clasificadas en varias formas para determinar qué
método de andlisis de datos se puede usar. Aqui describiremos tres métodos
de clasificacion: a) espaciadas, b) orientacién descriptiva y c) escala de
medida. Asimismo se estableceran diferencias entre los modelos
deterministicos y los modelos estadisticos, enfatizando su utilidad en el

estudio de fendmenos aleatorios.

2.2 Espaciadas

En este esquema de clasificacion llamaremos variables espaciadas a aquellas
en las cuales se puede determinar si hay espacios entre valores sucesivos. Si
entre un valor y otro hay espacios, la variable se denomina discreta; si no
existen, la variable se denomina continua. Para ser mas preciso, una variable
es discreta si entre dos valores observables no existe otro valor posible; por

otro lado, una variable es continua si entre dos valores observables, existe
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otro valor potencialmente observable. Ejemplos de variables continuas son:
edad, presién sanguinea, niveles de colesterol, altura y peso. Algunos
ejemplos de variables discretas son: sexo, nimero de muertos, nimero de
partos de una vaca, numero de sementales en una explotacion ganadera, la
identificacion de grupos y estado de enfermedad, etc.

Cuando se procede con datos, la frecuencia de distribucion de
muestreo para variables continuas es representada de forma diferente que para
variables discretas. Los datos de una variable continua son agrupados por lo
general en intervalos de clases y se determina una distribucién de frecuencia
contando las observaciones en cada intervalo. Tal distribucion por lo general
es representada por un histograma de frecuencias. A su vez, los datos de una
variable discreta generalmente no son agrupados pero son representados por
graficos en segmentos de linea.

Es importante notar que las variables discretas algunas veces pueden
ser tratadas como variables continuas. Esto es util cuando los valores posibles
de cada variable, aunque discreta, no cubren un amplio rango de valores. En
tal caso, los valores posibles, aunque técnicamente espaciados, muestran
pequefios espacios entre valores que una representacion visual aproximada a
un intervalo. Cuando los datos de estas variables son agrupados en clases (11-
15, 16-20, etc.) el histograma de frecuencia resultante es una grafica mas clara
de las caracteristicas de la variable, en relacién a una gréfica de lineas.
Entonces en este caso, tratar las clases sociales como una variable continua

es mas util que hacerlo como si fueran una variable discreta.
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Por lo general, es util tratar una variable discreta como continua. Esto
es porque algunas variables que son continuas pueden ser agrupadas en
categorias y tratadas como variables discretas en un anélisis dado. Por
ejemplo, la variable “edad” puede ser discreta agrupando sus valores en dos
categorias, “jovenes” y “viejos”. De igual manera, “presion sanguinea” s una
variable discreta si es categorizada como “baja”, “media” y “alta”, o en

deciles.

2.3. Descriptivas (orientacion descriptiva)

Un segundo esquema para clasificar variables esta basado en la cualidad que
puede o no tener una variable para describir o ser descrita por otras variables.
Tal clasificacion depende del objetivo de estudio mas que de la estructura
matematica inherente de la misma variable. Si la variable investigada es
descrita en términos de otras variables, la llamaremos respuesta o variable
dependiente. Si podemos usar la variable en conjuncion con otras variables
para describir una variable respuesta dada, la Ilamaremos predictor o variable
independiente. Otras variables pueden afectar las relaciones pero no ser de
interés en un estudio. Tales variables pueden ser referidas como variables de
control o de ruido; o, en algin contexto, también pueden ser nombradas como
covariables o confundidas. Usualmente la distincion entre variables

dependientes e independientes es clara. No obstante, una variable considerada
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como dependiente para evaluar cierto objetivo dentro de un estudio, puede ser

considerada como independiente para evaluar un objetivo diferente.

2.4. Escala de medida

Un tercer esquema de clasificacion se refiere a la precision de medida de la
variable. Se conocen tres: nominal, ordinal y de intervalos. El nivel mas débil
de medida es el nominal. En este nivel los valores asignados a la variable
simplemente indican diferentes categorias. La variable sexo, por ejemplo, es
nominal puesto que asignamos los numeros 1 y 0 para denotar macho y
hembra, respectivamente; de manera que podemos distinguir las dos
categorias de sexo. Una variable que describe grupos de tratamientos también
es nominal, dado que el tratamiento involucrado no puede presentar rangos
de acuerdo a algun criterio (nivel de dosis).

Un nivel un poco mas alto de medida, que permite no solamente
agrupar en categorias separadas sino también ordenarlas, se denomina
ordinal. Los grupos de tratamientos se pueden considerar ordinales, si
diferentes tratamientos difieren por la dosis. En este caso no sélo se dice qué
individuo cae en el grupo de tratamiento, sino a quién se le administré una
dosis alta del mismo. También la clase social es una variable ordinal, ya que
se le da un orden entre las diferentes categorias. Por ejemplo; todos los
miembros de la clase media alta se ubican, en algin sentido, mas arriba en

comparacion con los de la clase media baja. Una limitacion, quizas debatible,
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en la precision de una medida tal como clase social, es la cantidad de
informacion proporcionada dada la magnitud de las diferencias entre
categorias. Entonces, aunque la clase media alta es méas alta, que la clase
media baja, qué tan alta puede ser es debatible. Una variable que puede dar
no solamente un orden sino también una medida significativa de la distancia
entre categorias es llamada variable intervalo. Para ser intervalo una variable
debe tener algun tipo de unidad de medida estandar o fisica aceptada. Altura,
peso, presion sanguinea y numero de muertes satisfacen este requisito;
ademas medidas subjetivas tales como percepcion de prefiez, tipo de
personalidad, prestigio o estrés social, no cumplen.

Una variable intervalo que tiene una escala con un cero verdadero
ocasionalmente se designa como una variable de razon o escala de razén. Un
ejemplo de una variable de escala de razon es la altura de una persona. La
temperatura es cominmente medida en grados Celsius, una escala de
intervalo; por otro lado, las medidas de temperatura en grados Kelvin son
referidas a un cero absoluto y representan una variable de razon. Un ejemplo
comun de variable de razén en estudios de salud es la concentracion de
colesterol en la sangre. Las variables de escala de razén a menudo involucran
errores de medida que tienen una distribucion no normal y son proporcionales
al tamafio de las medidas. Tales errores proporcionales violan un importante
supuesto de regresion lineal denominado igualdad de varianza del error para
todas las observaciones.

De manera similar, para variables de otros esquemas de clasificacion,

la misma variable puede ser considerada al nivel de medida en un anélisis y a
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diferentes niveles en otros estudios. Entonces, edad puede ser considerada
como de intervalo en un andlisis de regresion o, si es agrupada en categorias,
nominal en un andlisis de varianza. Cabe puntualizar que los diferentes
niveles de precision matematica son acumulativos. Una escala ordinal posee
todas las propiedades de una escala nominal mas ordinalidad; a su vez, una
escala de intervalo es también nominal y ordinal. Lo acumulativo de estos
niveles permite al investigador caer en uno o0 méas niveles de medida en el
analisis de datos. Asi, una variable de intervalo puede ser tratada como
nominal u ordinal en un analisis particular; y una variable ordinal puede ser

analizada como nominal.

2.5. Seleccién del analisis

Cualquier investigador se enfrenta con la necesidad de analizar datos de
acuerdo a la seleccion de un método especifico de analisis. En dicha seleccion
se involucran varias consideraciones, mismas que incluyen: (1) el propdsito
de la investigacion, (2) las caracteristicas matematicas de las variables
involucradas, (3) los supuestos estadisticos hechos sobre estas variables y (4)
cdémo se recolectaran los datos (el procedimiento de muestreo). Las primeras
dos consideraciones son generalmente suficientes para determinar un analisis
apropiado. Sin embargo, el investigador debe considerar los Gltimos dos

puntos antes de finalizar las recomendaciones iniciales.
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2.6. Asociacioén versus causalidad

Es importante ser cuidadoso de los resultados obtenidos en un andlisis de
regresion o, en términos generales, de cualquier forma de analisis aplicado
para cuantificar la asociacion entre dos 0 mas variables. Aunque los calculos
estadisticos usados para generar una medida estimada de la asociacién sean
correctos, la misma estimacion puede ser sesgada. Tal sesgo puede ser el
resultado del método usado para seleccionar sujetos del estudio, los errores
de la informacion usada en el analisis estadistico o como consecuencia de la
inclusion de otras variables en la asociacion observada y que no han sido
medidas o apropiadamente consideradas en el analisis.

Por ejemplo, si la presion diastélica sanguinea y el nivel de actividad
fisica fueren medidos sobre una muestra de individuos en cualquier tiempo,
entonces un analisis de regresion puede sugerir, que en promedio, la presion
sanguinea disminuye con el incremento de la actividad fisica. Asi, tal analisis
puede dar evidencias que esta asociacion es de consistencia moderada y es
estadisticamente significativa. Sin embargo, si el estudio involucro solamente
adultos saludables y si el nivel de actividad fisica fue medido
inapropiadamente, o si otros factores tales como; edad, raza y sexo no fueron
correctamente tomados en cuenta, entonces las conclusiones anteriores
pueden ser consideradas invalidas o al menos cuestionables.

Continuando con el ejemplo anterior, si los investigadores estan
satisfechos de que los hallazgos son completamente validos; entonces

¢concluiran que el nivel bajo de actividad fisica es la causa de la alta presion
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sanguinea? La respuesta es un inequivoco no. Los hallazgos de una asociacion
“estadisticamente significativa” en un estudio particular no establece una
relacion causal. Para evaluar la presencia de causalidad, el investigador debe
considerar criterios que son externos a las caracteristicas especificas y
resultados de cualquier estudio.

Muchas de las definiciones estrictas de causalidad, requieren que un
cambio en una de las variables (X) produzca siempre un cambio en otra
variable (). Esto sugiere que para demostrar una relacién causa-efecto entre
XyY, lademostracion experimental requiere que un cambio en Y se traduzca
en un cambio en X. Aunque es necesaria tal evidencia experimental a menudo
es impractico y no ético obtenerla, especialmente cuando se consideran
factores de riesgo que son potencialmente nocivos para humanos.
Consecuentemente, criterios alternativos basados en la informacién que no
involucran directamente evidencia experimental son tipicamente empleados
cuando se intenta hacer una inferencia causal; considerdndolos como
variables relacionadas con poblaciones humanas. Una escuela de
pensamiento considera que la inferencia causal ha producido una coleccién
de procedimientos denominados “analisis de senderos” (Blalock, 1971).
Datos para tales procedimientos se han aplicado primeramente a estudios
sociologicos y ciencias sociales en general. Esencialmente dichos métodos
intentan calcular causalidad indirectamente por eliminacion, realizando una
explicacion causal via el analisis de datos y finalmente llegando a un modelo

causal aceptable que obviamente no es contradictorio con los datos. Entonces,
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estos metodos mas que intentar establecer una teoria causal directa, llega a un
modelo final a través de un proceso de eliminacion.

Una aproximacion mas ampliamente usada para hacer conjeturas
causales, particularmente en ciencias de la salud y sociales, emplea un juicio
de evaluacion de los resultados combinados de varios estudios que usan un
grupo de criterios operacionales generalmente necesarios para justificar una
teoria causal. Esfuerzos para definir un grupo de criterios fueron realizados
en 1950 y al inicio de 1960 por investigadores que revisaban estudios
aleatorios sobre la salud de fumadores.

Una lista de criterios generales para evaluar la gran cantidad de
evidencias disponibles, reportd una relacion causal que fue formalizada por
Hill (1971) y esta lista fue adoptada por muchos investigadores

epidemiologos. La lista contiene siete criterios, que son:

1. La fuerza de la asociacion. La fortaleza de una asociacion
observada se manifiesta en una serie de estudios diferentes, lo
menos probable es que esta asociacidn es espuria debido al sesgo.

2. Efecto dosis-respuesta. El valor de la variable dependiente cambia
en un patron significativo (incrementa) con la dosis (o nivel) del
agente causal sospechado bajo estudio.

3. Falta de ambigledad temporal. La causa hipotética precede la
ocurrencia del efecto. Note que la habilidad para establecer este
patron de tiempo dependera del disefio usado en el estudio.
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. Consistencia de los hallazgos. Muchos o todos, los estudios
relacionados con una hipotesis causal generan resultados similares.
De esta forma, estudios que proceden con una cuestion dada,
pueden tener serios problemas de sesgo; mismos que pueden
disminuir la importancia de la asociacion observada.

. Plausibilidad bioldgica y teorica de las hip6tesis. La relacion causal
hipotética es consistente con el conocimiento bioldgico y tedrico.
Note sin embargo que el estado actual del conocimiento puede ser
insuficiente para explicar ciertos hallazgos.

. Coherencia de la evidencia. Los hallazgos no generan conflictos
con los hechos aceptados acerca de los éxitos de las variables
estudiadas (conocimiento acerca de la historia natural de alguna
enfermedad).

. Especificidad de la asociaciéon. El factor de estudio (la causa
sospechada) es asociado con un efecto (una enfermedad
especifica). Note, sin embargo, que muchos factores de estudio
tienen maltiples efectos y que muchas enfermedades tienen causas

maultiples.

Claramente, aplicando los criterios anteriores para una hipotesis causal dada,

es un objetivo directo. Solo si estos criterios son satisfechos, una relacion

causal no se puede considerar con certidumbre completa. No obstante sin

evidencia experimental solida, el uso de tales criterios puede ser una manera
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I6gica y practica para establecer el tipo de causalidad, especialmente cuando

se atienden estudios sobre poblaciones humanas.

2.7. Modelos estadisticos versus deterministicos

Aunque la causalidad no se establece por el analisis estadistico, las
asociaciones entre variables pueden ser cuantificadas en un sentido
estadistico. Con un disefio estadistico propio y el andlisis pertinente, un
investigador puede explicar, mediante un modelo, los cambios en las
variables independientes que estan relacionados con cambios en la variable
dependiente. Sin embargo, los modelos estadisticos desarrollados usando
regresion u otros métodos multivariables necesitan ser distinguidos de los
modelos deterministicos. La ley de la caida de los cuerpos, en fisica, por
ejemplo, es un modelo deterministico que asume una condicién ideal. La
variable dependiente varia en una manera prescrita completamente de
acuerdo a la funcién matematica perfecta de la variable independiente.

Los modelos estadisticos, por el otro lado, permiten la posibilidad de
error en la descripcion de una relacion. Por ejemplo, relacionando la presion
sanguinea con la edad, personas de la misma edad no tienen la misma presion
sanguinea. No obstante, con métodos estadisticos propios somos capaces de
concluir que sobre el promedio, la presion sanguinea se incrementa con la
edad. Asimismo, la modelacion estadistica apropiada puede permitirnos

predecir la presion sanguinea esperada para una edad dada y asociar una
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medida de variabilidad con la prediccion. A traves del uso de la teoria de
probabilidad y estadistica, tales declaraciones toman en cuenta la
incertidumbre del mundo real por medio de las medidas del error y la
variabilidad individual. De esta forma, aunque tales declaraciones son
necesariamente no deterministicas, requieren una interpretacion cuidadosa.

Desafortunadamente, tales interpretaciones son muy dificiles de hacer.
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Capitulo 3

El modelo de regresion simple

3.1. Introduccidén

La forma mas simple (pero no por eso trivial) del problema general de
regresion inicia con una variable dependiente Y y una variable independiente
X. Este es el caso especial cuando k=1 para establecer una notacion simple y
comprensible. Para esclarecer los conceptos basicos y los supuestos del
analisis de regresion, es util empezar con una sola variable independiente. En
este capitulo pretendemos plantear una discusion detallada sobre una clase
especial de modelos lineales, en la cual la expresion para los valores
esperados de la respuesta depende solamente de una variable medida en una
escala continua. Los conceptos basicos para el ajuste de modelos lineales son
introducidos e ilustrados con ejemplos numéricos. Se mencionan muchas

ideas aqui que seran Utiles en los siguientes capitulos.
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3.2. Descripcién del modelo

El modelo aplicado en la estructura mas simple de regresion es el modelo de
regresion lineal simple. Aqui el término simple implica una sola variable
regresora, X, y el término lineal implica lineal en X. Empezamos con la

descripcion:

y=Bo+Pix+e 1)

donde y es la medida de la variable respuesta, fo y B1 son el intercepto y la
pendiente, respectivamente y € es el error del modelo. Podemos ajustar (1) a
un conjunto de datos, donde los pares de observaciones (X1, y1), (X2, y2), (X3,
y3) ... (Xn, Yn) son tomados de unidades experimentales y se obtienen los

estimadores de o y B1. Entonces el modelo se escribe:

yi:B0+BlXi+8i i:]., 2, 3, || (2)

3.3. Supuestos e interpretacion de los parametros del modelo

El proposito de la formulacién de un modelo en el analisis de varianza es
permitir al investigador conceptualizar como se generan las observaciones.
Esta formulacion de teoria estadistica permite estudiar las propiedades de los

estimadores de los pardmetros. Los supuestos fundamentales del
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procedimiento de minimos cuadrados son importantes y seran detectados por
el lector.

Primero, se asume que las Xi no son aleatorias, observadas con un
error despreciable, mientras que las &i son variables aleatorias con media cero
y varianza constante ¢ (supuesto de homogeneidad de varianzas). En el
futuro, se usara el operador esperanza (E) para denotar una media
poblacional. Entonces se puede establecer que la E (si)) = 0 y E (&) = 62
Ademas, se asume que los & no estan correlacionados de observacion a
observacion; de esta manera, en muchas situaciones practicas las Xi presentan
alguna variacion aleatoria. Aqui se asume que cualquier variacién aleatoria
en X es despreciable comparada con el rango en el cual es medida. Ademas
cualquier error en las medidas de las X se considera muy pequefio comparado
con el rango. El caso donde X y Y son variables aleatorias sera tratado mas
adelante. El modelo de regresion lineal simple de la ecuacion (2) describe una
situacion en la cual a un valor especifico de X, por decir Xi, la media de la

distribucion de las Y;i, esta dado por:

E (Vi) = Bo + BuXi (3)

La varianza de la distribucién o2 es independiente del nivel de X. Entonces,
existe una relacion lineal fundamental implicada por (2) que relaciona la

respuesta media a X. Por esta razon podemos ocasionalmente usar la notacion:

E (y/x) = Bo + P1X 4)
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Con E (Y/X) que se refiere a la media de Y condicional a un valor especifico
de X.

Una tarea importante del analista es estimar el parametro Po, el
intercepto en el modelo de regresion, y Bi1, la pendiente de la linea de
regresion. Estos parametros son llamados coeficientes de regresion y sus
estimadores juegan un papel importante en el procedimiento total de anélisis.
El parametro B1 es el cambio en E (Y) por unidad de incremento en X. Los
valores de o y B1 dependen de las unidades usadas para Y y para X. Entonces,
el analista debe tomar en cuenta esto en cualquier interpretacion dada a los
estimadores.

A menudo el investigador se puede confundir acerca de la
interpretacion de Po 0 su estimador de datos experimentales. Por lo general,
las caracteristicas del modelo que se calcula con los datos son independientes
del rango de X en que los datos fueron tomados. En otras palabras, existe una
presuncion de que el modelo dado por la ecuacion (2) estd limitado a una
region confinada de X. Si esta region cubre a X = 0, entonces el estimador de
Bo puede ser interpretado como la media de Y cuando X = 0. Pero si la
cobertura de los datos esta lejos del origen, entonces Bo €s simplemente un
término de regresion que significa poco en la interpretacion. Por lo general,
el estimador de Po es considerado como un valor sin una interpretacion légica
0 no razonable, e imposible en el contexto del problema. El analista debe tener
en mente que la interpretacion de Bo es equivalente a extrapolar el modelo
fuera del rango en que fue usado. Dos condiciones para una interpretacion

l6gica de Po son las siguientes:
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e Debe de ser posible que la variable independiente X tome el valor
de cero en el conjunto de datos de interes.
e Debe de haber suficientes valores de la variable X alrededor de

Cero.

Considere la figura 3.1 y suponga que el conjunto de datos representa medidas
del rendimiento de una reaccion quimica (Y) a diferentes niveles de
temperatura (X). Se tomaron 15 puntos mostrados en la grafica; obviamente
en el rango de temperatura cubierto por los datos, un modelo lineal es
completamente apropiado para suponer que la curva punteada representa el
verdadero valor esperado del rendimiento que tiene una relacion curvilinea.
Una extension de la porcion de la linea recta (linea remarcada) para un valor
de X = 0 de temperatura produce una y cerca del 17% de rendimiento. Esto
seria un valor razonable de un estimador de 3o para estos datos. Sin embargo,
su interpretacion no se hace en sentido exacto, en este caso, s6lo si no se esta
enterado de la verdadera relacion curvilinea involucrada, €l o ella puede saber
que debajo de los 20°C no hay reaccion. Entonces una proyeccion de
rendimiento a 0°C no es necesario considerarlo. El papel del intercepto, sera
simplemente parte del mecanismo que describe que solo sucede entre los 80°
y los 220°C.
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Figura 3.1. Rendimiento de una reaccién quimica en funcion de la temperatura.

3.4. Supuesto de teoria normal

Claramente nos enfocamos en el supuesto fundamental que se aplica en
cualquier procedimiento de analisis estadistico. Para entender totalmente y
apreciar los supuestos de regresion, se debe reflexionar sobre qué propiedad
0 propiedades de los estimadores dependen de cuales supuestos. Por ejemplo,
el sesgo, la varianza y covarianza de los estimadores seran discutidos mas
adelante y cada una de esas propiedades depende de uno 0 mas supuestos
mencionados aqui. En una siguiente seccion, se discuten las pruebas de
hipdtesis y estos procedimientos inferenciales dependen de un supuesto
adicional denominado en el modelo los &, que Se asume tienen una
distribucion Gaussiana. Este supuesto se denomina como supuesto de teoria
normal.
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3.5. Formulacion de los minimos cuadrados

El método de minimos cuadrados se usa de manera extensiva en otros
procedimientos de estimacion para construir modelos de regresion; antes de

los afios 70 fue usado casi exclusivamente. Este método esta disefiado para

generar los estimadores Bo y B1 de Po y i1, respectivamente, y el valor

ajustado.

§i=Po+Buxi (5)

de la respuesta; de manera tal que la suma de cuadrados de residuales se

minimiza. Esto es:
71'1=1( Yi- }A’i)2 (6)

En la ecuacion anterior se sustituye el valor de §i y se obtienen las derivadas

parciales; y como un resultado de Poy B1 debe satisfacer

:_go X, (i — Bo—B1x;)?1=0

5o [ i — Bo—Bix)? =0
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La minimizacion de Y1, (y; - ¥;)? tiene buena exposicion y en muchos
ejemplos los valores de Boy B1 poseen buenas propiedades. La motivacion es

que los datos estan unidos en la linea de regresion ajustada
Yi=Bo+Buxi (7
si los errores en el ajuste, esto es los residuales, estdn poco separados. La

figura 3.2. ilustra el procedimiento con las desviaciones verticales que

representan a los residuales.

v /P?:Bo"‘BlX

X

Figura 3.2. llustracién de los residuales minimos cuadrados

El desarrollo de los estimadores de minimos cuadrados se obtiene de las

derivadas parciales con respecto a los dos parametros, esto es

211 (yi = Bo—Prx;) =0 (8)
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2%i=1 %i(Vi - Bo—Bx;) =0 )
Simplificando la ecuacion (8) tenemos

Y yi—nfo—p1¥i % =0 (10)
Simplificando la ecuacién (9) tenemos

OIs Xy Po Bl xi- fr Yy x7 1=0 (12)
Estos dos resultados (ecuaciones 10 y 11) reciben el nombre de ecuaciones
normales; de las cuales se obtienen los estimadores de los parametros, esto

es, las sumas de cuadrados (Sxx) de las X y la suma de cuadrados de los

productos cruzados (Sxy).

S = iz &7 — (Xi1 x:)°/n (12)

Sxy = Xiz1 %y — (g %) iz v)n (13)
por lo que

Bo=Y -p1X (14)
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=2 (15)

Sxx

Y tenemos los dos estimadores de los pardmetros del modelo. Entonces la

linea ajustada por minimos cuadrados es

9= Bo+ p1X (16)

En muchas aplicaciones las conclusiones son extraidas directamente del

intercepto y la pendiente.
3.5.1. Propiedades de los estimadores

No es dificil mostrar que bajo el supuesto de que las Xi no son aleatorias y la

E (&) = 0, los estimadores son insesgados. La esperanza de f1 esta dada por

E(B)=E ()= Ti(xi - DE () So

1 _ ~ Syy
= Q i=1('xi - x) (BO + lei)): Bl QZ Bl (17)

Para el intercepto, tenemos

E@B)=EF-pH)= ~E(CL,y)-pr¥= ~(P)=Po  (18)
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Las propiedades de varianza en los estimadores de minimos cuadrados
denotan que Var (yi) = Var (&) = 62, enfatizando que la varianza del error del
modelo es constante para los valores fijos de la variable regresora. Entonces,

podemos tomar la varianza de 1 Yy se obtiene

~ 1
Var(B1) = Sz I 0%(x; — X)* = 6°/Sxx (29)
XX

Var (Bo) = Var (S, yiln) + 2 Var (1) = o (- + ) (20)

SJC X

Por lo anterior es claro que en el desarrollo de la varianza de o y P1 el
supuesto de varianza homogénea fue usado asi como el supuesto de que las &;
no estan correlacionadas. Ademas, los resultados dependen de la condicién
de que las Xi no son aleatorias. La insesgabilidad y las propiedades de
varianza de los estimadores de minimos cuadrados pueden ser desarrollados

usando una aproximacién diferente.

3.5.2. Estimacion de la varianza del error (grados de libertad de

residuales)

En situaciones practicas es necesario obtener un estimador de la varianza del
error o2, El estimador se usa en el calculo de los errores estandar estimados

de los coeficientes para la prueba de hipétesis que, en muchas situaciones,
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juega un papel importante para asignar calidad al ajuste y la capacidad de
prediccion del modelo de regresion $ = fo + f1x. No es dificil visualizar
intuitivamente que el estimador de los residuales es y; - yi, que son los errores
de ajuste observados y claramente su contraparte empirica son los &i, errores
del modelo que no son observados. Entonces, es razonable que la varianza
muestral de los residuales proveera un estimador de 2. Si dividimos la suma
de cuadrados de los residuales ¥, (y; — 9;)? por un denominador apropiado,

n — 2 entonces se produce un estimador insesgado. Esto es, definimos

s2=Y" . (y; — $)*/n—2 como el estimador de c? (21)

La cantidad s? por lo general se denomina cuadrado medio del error. Se
enfatiza que s? es insesgado bajo el supuesto importante de que el modelo es
correcto. ElI denominador por lo general se denomina como los grados de
libertad del error o residual. Se puede visualizar a los grados de libertad del
residual en un contexto de regresién como el niumero de puntos (datos), n, o
pedazos de informacion reducidos por el nimero de parametros estimados
(dos parametros, intercepto y pendiente). Hemos usado aqui la explicacion de
que los grados de libertad de residuales son n - 2, puesto que se pierden dos
grados de libertad debido a los requerimientos de estimacion de dos
parametros. Una explicacion similar puntualiza a s> como una varianza
muestral de los residuales. Los grados de libertad de los residuales pueden ser
vistos como el tamarfio de muestra reducido por el nimero de restricciones de

los residuales. Estas restricciones son inducidas por los requerimientos de la
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estimacion de los parametros. Sabemos que cuando estamos muestreando
variables aleatorias denotadas por yi, Y2, y3 ... ¥n, 10s grados de libertad para
la estimacion de 62 son n — 1. La pérdida de un grado de libertad se debe a la
restricciony™ , (y; — 9;)? = 0 de los residuales que en este caso son i - J;.

Estas restricciones son dadas por:
X1 (i — ¥9)=0 (22)
i=1(yi — 9i)x;=0 (23)
Las cuales son faciles de comprobar al estimar los dos parametros del modelo.
Ejemplo 1. En un estudio clinico se desea definir la relacion entre la presién

sistélica (y) y la edad de 30 pacientes en un hospital de Villahermosa,

Tabasco. Los datos son los siguientes:

Paciente 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
X 39 47 45 47 65 46 47 42 67 56 64 56 59 34 42
Y 144 220 138 145 162 142 170 124 158 154 162 150 140 110 128
Paciente 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
X 48 45 17 20 19 36 50 39 21 44 53 63 29 25 69
Y 130 135 114 116 124 136 142 120 120 160 158 144 130 125 175

Ajustamos un modelo de regresion lineal simple, n = 30.
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Célculos:

y=14253 %=45.13
30 xi = 1354
30 yi= 4276

Y30 xiyi = 199576
30 x2 = 67894

Empleando estos resultados tenemos que:

fo=142.53 — (0.97) (45.13) = 98.71
f1= 6585.87/6783.47 = 0.97

Por lo que la ecuacion de la linea recta ajustada es

y =98.71 + 0.97x (24)

Esta linea quiere decir que la presién sistdlica se incrementa en la medida que
se incrementa la edad de las personas. Note que el punto (47, 220) se observa
completamente fuera de lugar de los otros datos y tal observacion por lo
general se denomina outlier (punto lejano). Este tipo de datos puede afectar
la estimacién de minimos cuadrados y es importante decidir si se eliminan y

quedan fuera del conjunto de datos. Definitivamente esta decision puede ser
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hecha después de una evaluacion de las condiciones experimentales, el
proceso de recoleccion de datos y los datos mismos. Si la decision es dificil,
se puede determinar el efecto que causa en el ajuste al remover los datos.
Entonces se realiza el ajuste de los datos a un nuevo modelo de regresion

lineal y el resultado es la linea dada por

$ = 97.08 + 0.95x (25)

La cual, si observamos la gréfica, parece que ajusta de mejor forma al

conjunto de datos en la figura 3.3.

¥ =98.71 + 0.97X

¥ =97.08 + 0.95X

Presion sistdlica

E{ T T 50 60 10
Edad (afios)
Figura 3.3. Las mejores lineas ajustadas a los datos de edad versus presién sistolica.
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3.5.3. Medida de la calidad de la linea ajustada y el estimador de ¢?

Una vez que la linea de minimos cuadrados ha sido determinada, nos gustaria
evaluar si la linea ajustada puede ser utilizada para predecir valores de Y y su

extension. Una medida que ayuda para responder esta cuestion es dado por

SCerror = 2?:1( Yi- yi)2 (26)

Donde ¥i = Bo + Bix;. Claramente si SCeror = 0, la linea recta ajusta
perfectamente los datos; esto es, Yi = ¥i para cada i y todos los puntos
observados caen sobre la linea ajustada. Ademas cuando el ajuste es bajo, la
SCerror €S grande, ya que las desviaciones de los puntos con la linea de
regresion son grandes.

Dos posibles factores contribuyen a la inflacion de la SCeror. El
primero es que existe una pérdida de variacion en los datos; esto es 62 puede
ser grande. El segundo se refiere a que el supuesto de un modelo de linea recta
puede ser no apropiado. Es importante por lo tanto determinar los efectos
separados de cada uno de esos componentes, puesto que ellos dirigen
decididamente diferentes resultados con respecto al ajuste del modelo. En este
caso asumiremos que el segundo factor no es un resultado. Entonces,
asumiendo que el modelo de linea recta es apropiado, podemos obtener un

2 usando SCeror. Tal estimador es necesario para hacer

estimador de o
inferencias estadisticas de la relacion lineal verdadera entre X y Y. El

estimador de o2 esta dado por
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Sy/X SCerror
Para facilitar su célculo se puede usar la siguiente ecuacion:
n-1 A
Svx= — (52 -P1*S7) (27)
donde

—[Zl yE -, yi)¥n] varianza muestral de y

1
S¢ =—IZk 1 x% — (X1 xi)?/n] varianza muestral de X

En nuestro ejemplo tenemos los valores

S2 =509.91
S2 =233.91

SZ/x = =[509.91 - (0.97)%(233.91)] = 299.77

Si el modelo de la linea recta es apropiado, la respuesta media poblacional
Ly/x cambia con X.
Por ejemplo, usando la linea ajustada a los datos como una

aproximacion a la linea poblacional para los datos de presion sistolica versus
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edad, la media estimada de y cuando x = 40 es aproximadamente 138;

mientras que la y estimada cuando x = 70 es 167.

3.5.4. Inferencia respecto a la pendiente y el intercepto

Para evaluar si la linea ajustada contribuye para predecir y de x y tomando en
cuenta la incertidumbre de usar una muestra, es una practica estandar calcular
intervalos de confianza y/o prueba de hipotesis estadisticas acerca del
parametro desconocido en el modelo de linea recta aceptado. Tales intervalos
de confianza y pruebas de hip6tesis requieren el supuesto de que la variable
aleatoria y tiene una distribucion normal en cada valor fijo de X. Bajo este
supuesto se deduce que los estimadores oy 1 son distribuidos normalmente,
con medias respectivas o y f1 cuando se cumple el supuesto de linealidad y
con varianza facilmente derivable. Estos estimadores, junto con los
estimadores de sus varianzas, pueden ser usados para formar intervalos de
confianza y pruebas estadisticas basadas en la distribucion de t de student.
En este punto se advierte al lector que haga una reflexion formal para
que la informacién en su campo de trabajo se extraiga de la linea de regresion

ajustada. Las posibilidades pueden ser enumeradas como:
1. ¢Tiene x, la variable de regresion, una verdadera influencia sobre

Y la respuesta?

2. ¢Existe un ajuste adecuado de los datos por el modelo?
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3. ¢(Predice adecuadamente la respuesta el modelo (a través de

interpolacion o extrapolacion)?

En el primer caso, por lo general se puede responder la pregunta a través de
una prueba de hipdtesis sobre la pendiente f1. Como hemos indicado, una

hipotesis que siempre se plantea es

Ho: p1=0 versus Hi: B1#0 (28)

Si Ho es verdadera, la implicacion es que el modelo se reduce a E (y) = o,
sugiriendo que verdaderamente la variable regresora no tiene influencia sobre
la respuesta (al menos no a través de una relacion lineal). El rechazo de Ho a
favor de Hi nos permite inferir que x tiene influencia significativamente sobre
la respuesta en un contexto lineal.

Existe un peligro de lectura presente demasiado grande para el rechazo
de Ho en las hipdtesis anteriores. Por esta razon los resultados de la prueba no
poseen la importancia atribuida a ellos. Es completamente posible que se
encuentre que x afecta significativamente a la respuesta, pero el modelo no
provee una solucion exitosa al problema que motivé el andlisis de regresion.
El rechazo de Ho simplemente significa que se detectd una tendencia; nada
esta relacionado con la calidad de ajuste de la linea de regresion, con respecto
a un estandar preconcebido. Ademas, y quizas de mayor importancia, nada
estd implicado con respecto a la capacidad del modelo para predecir de

acuerdo a algin grupo estandar. Como se puede esperar, la prueba de
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hipdtesis hace uso de las propiedades distribucionales de las Sumas de
Cuadrados de regresion (SCregres) Y las Sumas de Cuadrados de residuales
(SCresiduat); Y, como se puede esperar, las conclusiones dependen de las
magnitudes relativas. Las pruebas de hipotesis mas importantes proceden del
parametro del modelo de linea recta; de acuerdo con disyuntiva que nos
indicaria si la pendiente de la linea de regresion es significativamente
diferente a cero, o equivalentemente, si x ayuda a predecir Y usando un
modelo de linea recta. La hipdtesis nula apropiada para este caso es Ho: 1 =
0. Se recomienda tener mucho cuidado al interpretar el resultado de la prueba
de esta hipdtesis.

Si ignoramos la posibilidad siempre presente de cometer el Error Tipo
| (rechazar una Ho verdadera) o un Error Tipo Il (no rechazar una Ho falsa)

podemos hacer las siguientes interpretaciones.

1. Si Ho: B2 = 0 no es rechazada (es aceptada) esto tiene uno de los
dos significados a continuacion:
a. Para un modelo de linea recta verdadero, x permite poco o0 no
ayuda en la prediccion de y; esto es, y es esencialmente tan
buena como 7 - B1 (x — x ) para predecir y (figura 3.4.a).
b. La verdadera relacion entre x y y no es lineal; esto es, el
verdadero modelo puede involucrar términos cuadraticos,

cubicos u otras funciones mas complejas de x (figura 3.4.b).
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Combinando (a) y (b), podemos decir que no rechazar Ho: p1 = 0 implica que
un modelo de linea recta en X no es el mejor modelo y no ayuda mucho para
predecira'.

2. Si Ho: B1 = 0 es rechazada, esto significa que:

a. x provee informacion significativa para predecir y; esto es, el
modelo, definido por ¥ + f1(x — %) es mejor que el modelo
sencillo y para predecir y (Figura 3.4.c).

b. Un mejor modelo puede tener, por ejemplo, un término
curvilineo, aunque existe un componente lineal definido
(figura 3.4.d).

Combinando (a) y (b) podemos decir que rechazar Ho: p1 = 0 implica que un
modelo de linea recta en x es mejor que un modelo que no incluye X; aunque
puede muy bien representar solamente una aproximacion lineal para una
relacion verdaderamente no lineal.

Un punto importante de las interpretaciones anteriores es que si la
hipdtesis nula es 0 no rechazada, un modelo de linea recta no es apropiado.
En su lugar, alguna otra curva puede describir la relacion entre x y y de mejor

manera.
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{a X ib} X

{c} x () X

Figura 3. 4. Interpretacion de la prueba de pendiente cero.

3.6. Prueba para el intercepto cero

Otra hipdtesis que algunas veces es probada se relaciona con el intercepto, si
la linea recta ajustada pasa por el origen; esto es, si la interseccion entre y y
Bo es cero. La hipotesis usual aqui es Ho: Bo = 0. Si esta hipdtesis nula no es
rechazada, puede ser apropiado quitar la constante del modelo de acuerdo a
la experiencia anterior; esto sugiere que la linea pasa a través del origen y que

se tienen observaciones con valores cercanos al origen para mejorar el
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estimador de Bo. En muchos casos la hipdtesis es de poco interés, ya que los
datos no son agrupados alrededor del origen. Por ejemplo, cuando
observamos la edad (x) y presion sanguinea (y) no estamos interesados en
conocer qué pasa cuando x = 0 y raramente se eligen valores de x cercanos a

Cero.

3.7. La Tabla de Analisis de Varianza (ANVA)

Un resumen total de los resultados de cualquier analisis de regresion es la
Tabla de Anélisis de Varianza. Este nombre se deriva principalmente del
hecho de que la informacion béasica en una tabla ANVA contiene varios
estimadores de varianza. Estos estimadores pueden ser usados para responder
la cuestion de la inferencia principal en el analisis de regresion. En el caso de
la linea recta estas cuestiones son: a) ¢la pendiente B1 igual a cero es
verdadera?, b) ¢cual es la fuerza de la relacion de la linea recta?, ¢) ¢es la
linea recta un modelo apropiado?. Precisamente los problemas del analisis de
varianza pueden ser expresados en un contexto de regresion, ya que resumen
todos los resultados obtenidos de los métodos relacionados.

Las propiedades distribucionales de la teoria normal permiten la
prueba facil de hipotesis (20). Una simple prueba de F se puede realizar con
los célculos de la Tabla ANVA. Esto es, la relacion entre las dos sumas de
cuadrados divididas por sus grados de libertad generan la Suma de Cuadrados

Medios de regresion (SCMregresion) dividida entre la varianza muestral (s?).
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S Cregresién

——= SCMregresién (29)

SCerror
n-2

Que tiene una distribucion x2/ (1)/ x2_,/(n — 2) bajo Ho, entonces
SCMuregresion/s® tiene una distribucion F1, -2 bajo Ho y es un candidato a un
buen estadistico de prueba para probar la hipotesis (28).

Por lo anterior tenemos el siguiente modelo matematico:

Variacion total no explicada = variacion debido a la regresion +

variacion residual no explicada
Yy - Y)Y = X (Di- 7)Y+ T (v ) (30)
La ecuacién (22) por lo general se denomina ecuacion fundamental del

analisis de regresion y se ajusta a cualquier situacion general de regresion,
figura 3.5.

Yi— Yi=ala cantidad de Xi no explicada por la regresion

Yi—Y =ala cantidad de X; explicada por la regresion

Yi - Y = a la cantidad total no explicada de X;
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linea ajustada

]
¥i-Yi

==
=

Xi

Figura 3.5. La variacion explicada y no explicada por la linea recta de regresion.

Es importante observar que el término cuadrado medio de residual es el

estimador de S,?/X. Si el modelo verdadero de regresion es una linea recta,
entonces S7 /x €s un estimador de 2. Por otro lado, el término cuadrado medio

de regresion (SCy — SCerror) genera un estimador de o2 solamente si la variable
X no ayuda a predecir la variable dependiente y; esto es, si la hipotesis Ho: B1 =
0 es verdadera. Si en realidad B1 # 0, el término cuadrado medio de regresion
es alterado en proporcion a la magnitud de B1 y por lo tanto sobreestimara a 6°.

Se puede demostrar que los cuadrados medios de residual y los
cuadrados medios de regresion son estadisticamente independientes.
Entonces, si Ho: B1 = 0 es verdadera, la razén de esos términos representan la
razon de dos estimadores independientes de la misma varianza . Bajo el
supuesto de normalidad de las y’s, tal razén tiene una distribucion F y este

estadistico F puede ser usado para probar la hipotesis Ho (de que no existe
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relacion lineal entre x y y). Afortunadamente, esta manera de probar Ho es
equivalente a usar la prueba de dos colas de la prueba de t, debido
principalmente al resultado matematico para v grados de libertad.

Fiv=T? tal que Fiv, 1= 2y, 1-an (31)

Estas expresiones en (31) establecen que el punto de la distribucién F del 100
(1 — o) % con 1y v grados de libertad es exactamente el mismo que el
cuadrado del punto de la distribucion t del 100(1 — a/2) con v grados de
libertad.

Entonces la Tabla del Andlisis de Varianza esta dada por:

Fuente Grados Sumas Cuadrados

de variacién de libertad de cuadrados medios Fo
Regresion 1 SCregresion SCregresion/1 CMiregresion/ CMerror
Residual n-2 SCerror SCerror/N-2
Total n-1 SChotal
Donde:
_ —2

SCrotal = Xfey (v = ¥)? = 2Py —nYy (32)
SCregresion = ﬁ1(2?=1 XiYi — Di=q Xi Nj=q Yil D) (33)
SCerror = SCrotal - SCregresion (34)
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3.8. Estimacion de intervalos de confianza

Las pruebas de hipdtesis separadas para la pendiente y el intercepto pueden
ser acompafiadas utilizando pruebas de t. Ademas podemos construir
intervalos de confianza para los dos pardmetros del modelo estimado, esto es:

Un intervalo de confianza del 100(1- o) % para la pendiente es

CME
(n-2)s%

B1= B1 thz 1-u2 donde $%=—[¥7,x?-nx?]  35)

Donde CME es el cuadrado medio del error en la tabla ANVA. Un intervalo

de confianza del 100(1 — o) % para el intercepto es

~ 1 %2
Bo =Po+ tr21-02 [CME /;+ o] (36)

3.9. Predicciéon de nuevos valores de Y a valores de Xo

En la practica podemos estimar la variable respuesta Y solo en valores basados

en la linea de regresion ajustada; esto es, podemos predecir un valor de Y dado

un X = Xo. Note que el estimador puntual que se usa en este caso es ?XOZ Bo

+ B1Xo. Entonces, ?XO es usada para estimar ambos uy/x, y un valor de la

respuesta Y en Xo. De esta manera es necesario poner algunos limites a los
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estimadores y conocer su variabilidad. Aqui, sin embargo, no se puede asumir
que se esta construyendo un intervalo de confianza para Y, puesto que Y no es
un parametro, no se aplica una prueba de hipotesis por la misma razén. El
término usado para describir los “limites hibridos” que requerimos es el

intervalo de prediccion, y esta dado por:

y + B1(xg — %) £ th2, 102 CME \/1 + % + (xg —X)?%/SZ 37)

Primero se observa que un estimador con una respuesta individual tiene mas
variabilidad que un estimador de un grupo de valores respuestas. Esto es
reflejado por el término extra 1 bajo el signo de raiz cuadrada en la ecuacién
anterior, que no se encuentra en la parte de la raiz cuadrada de la formula de
intervalos de confianza para py/x. Para ser mas especifico, en la prediccién de
una Y observada para un individuo dado, se tienen dos fuentes de operacion

de error: error individual medido por 6 y el error en la estimacion py /. .
p /Xo

3.10. Evaluando la calidad del modelo de linea recta

Se ha puntualizado anteriormente que la estrategia usual para la regresion con
una sola variable independiente es asumir que el modelo de linea recta es
apropiado, este supuesto es rechazado si los datos indican que se ajusta un

modelo mas complejo. Se pueden usar muchos métodos para evaluar si el
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supuesto de linea recta es razonable. La técnica basica incluye pruebas para
la falta de ajuste y se entiende mejor en términos de modelos de regresion
polinomial. Muchas regresiones diagndsticas ayudan a evaluar los supuestos
de la linea recta explicita o implicitamente. Con el modelo lineal, los
supuestos de linealidad, homocedasticidad (la igualdad de varianzas) y
normalidad estan entrejidos y por lo general estan en el modelo o son violados

COmo un conjunto.

3.11. Calidad del modelo

Se puede recordar de secciones anteriores, la nocién de pruebas de hipotesis
de la pendiente, motivados por la necesidad de determinar si existe una
relacion lineal significativa. Sin embargo, también se menciona otra cuestion
que se responde por la regresion ajustada. En muchos problemas de regresion,
la prueba de hipotesis no es la forma de inferencia que resolvera los problemas
de analisis. Por lo general, el éxito del ejercicio analitico depende de la propia
seleccion de criterios cuantitativos, que determinan la calidad del modelo

ajustado. Dos cuestiones aparecen completamente de forma natural.

1. ¢Se ajusta el modelo de forma adecuada a los datos?

2. ¢Predice el modelo bastante bien la respuesta?
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Aqui trataremos especificamente con estos dos problemas para el caso simple
de regresion lineal. Aunque los conceptos se pueden extender para la

regresion lineal multiple.
3.11.1. Coeficiente de determinacion (R?)

El coeficiente de determinacion, referido simbdlicamente como R?, es usado
algunas veces de forma incorrecta y mide el ajuste de la linea de regresion. Si
se considera el modelo dado en ecuaciones anteriores, la definicion es

simplemente

_ SCregresién

SC
= 1 _ error (38)
SCtotal SCeotal

RZ

De la ecuacion anterior se nota que representa la proporcion de la variacion
en los datos de la variable, respuesta que se explica con el modelo. Claramente
0 <R2< 1, y el limite superior es alcanzado cuando el ajuste del modelo en
los datos es perfecto; esto es, cuando todos los residuales son cero. ¢Cual es
un valor de R? aceptable? Esta es una cuestion dificil para responder y, en
verdad, que sea aceptable depende del campo cientifico del que los datos son
tomados. Un quimico puede encontrar un R? que quizas exceda a 0.99,
mientras que un investigador del comportamiento humano solo espera
encontrar un R? tan alto como de 0.70. Claramente algunos fenémenos

cientificos se ajustan mejor a modelos lineales que otros.
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Aunque el coeficiente de determinacion es facil para interpretar y
puede ser comprendido por muchos investigadores, existen algunas trampas
en su uso que son muy notorias. Por ejemplo: es un criterio peligroso, para
comparar modelos candidatos, simplemente porque al adicionar cualquier
término (cuadratico, cubico, etc) se incrementaran los Cuadrados Medios del
Error y por lo tanto se incrementa R2. Esto implica que R? puede ser hecho
artificialmente alto, por una préctica poco prudente del ajuste. Un incremento
en R? no implica que el término adicional en el modelo sea necesario.
Verdaderamente, se observa, que si la prediccion es el propdésito del modelo,
entonces una estructura de un modelo mas complicado con un R? méas alto
que el de un modelo simple, no necesariamente indica que es el mejor.
Entonces no se realizard una seleccion de modelos de un proceso que
solamente involucre las consideraciones de R?. La nocién del sobreajuste y
su papel en la evaluacion de las capacidades de prediccion se discutiran en
los siguientes capitulos.

El coeficiente de determinacion también puede ser artificialmente
alto, debido a que la pendiente de la regresion es grande y por la dispersion
de los datos de las regresoras X1, X2, Xs... Xn, que es grande. Se puede ilustrar
esto, sin mucha dificultad, observando las estructuras del denominador y el

numerador separadamente. Se ha demostrado que

E (SCregresion) = o2 + ﬁlzsag (39)

Yy que
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E (SCerror) = (52(n — 2)
y como un resultado, tenemos que
E (Sctotal) = (Scregresion + SCerror) = 02 (n - 1) + ,81259% (40)

Ahora podemos establecer que E(R?) es simplemente la razon de los valores
esperados.

Entonces comprendemos que R? = variacion explicada por la
regresion / variacion total. Donde la palabra “variacion” esta en la variable
respuesta.

En el caso de la regresion a través del origen, tenemos que el

coeficiente de variacion es dado por

SCregresién
R%g= ———— 41
© SCtotal ( )

Por lo general existe una fuerte tendencia de que R?p) es mas grande que R2.
Pero no significa que la calidad del ajuste sea mejor. Es el resultado del uso

de sumas de cuadrados no corregidos por la media.
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3.11.2. Coeficiente de Variacion

El Coeficiente de Variacion (C.V.) es un criterio razonable para representar
la calidad del ajuste y medida de la dispersion alrededor de la linea de

regresion. EI C.V. se define como,

100 (42)

El C.V. es el estimador residual de las desviaciones del error estandar,
medidas como un porcentaje del valor de la respuesta promedio. Su uso se
debe a que es el estimador de las desviaciones del error estandar (s), por lo
general no es satisfactorio como una medida de calidad de ajuste, ya que no
tiene una escala libre. Por ejemplo, un investigador que tiene un valor de s =
14 partes por millon como una desviacion del error estandar y si encuentra un
C.V. = 5%, entonces el investigador sabe que la dispersion natural alrededor
de la linea es del 5% de la respuesta promedio; lo cual es mas claro que el

solo valor de s.

3.11.3. Factores que alteran la capacidad de prediccion del modelo

La intuicion ciertamente sugiere cuéles factores influyen en la capacidad de
prediccion de un modelo de regresion. Por ejemplo,un incremento en el

tamafio de la muestra obviamente disminuye la varianza de la prediccion,
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asumiendo que las otras cosas son iguales. Ademas, la prediccion mejora por
un incremento en la cantidad S2 implicando que la dispersion mas grande del
rango de los datos de la variable regresora es la mejor capacidad predictora
del modelo. Esto es una importante consideracion en situaciones en donde el
investigador tiene el control en los valores de X. Una nota de cuidado es: la
varianza de prediccion es una medida de la calidad de la prediccion,
asumiendo que el modelo es apropiado. Si el modelo no es apropiado vy si se
incluyen pocos términos en el modelo, el sesgo en la respuesta predicha es un
factor que se debe tomar en cuenta. Claramente, si el investigador usa una
dispersion excesiva en los niveles de X para obtener un sZ mayor, existe el
riesgo de violar los supuestos del modelo. Por ejemplo, un modelo lineal en
X en una region estrecha puede ser agradable, mientras que en un rango mas
grande en X puede requerir un modelo que contenga términos cuadraticos.
Finalmente, otro resultado que es consistente con la intuicion
relacionada a la localizacion de Xo, es el punto en el cual se desea predecir.
Se establece que la prediccion serd mejor cuando Xo se acerque a X, el
promedio de la variable regresora. Por esto se pueden observar resultados

pobres cuando se usa la extrapolacion.

3.11.4. Una mirada a los residuales

En este caso se ilustra una presentacion preliminar del tipo de informacion
que puede ser obtenida de los residuales ordinarios, esto es & = yi - Vi,

denominado los errores del ajuste. No se presentardn muchos detalles ya que
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seran tratados en puntos donde se describa la regresion multiple como una
herramienta del estudio de las propiedades de los residuales. Por eso en
regresion lineal simple se mostrara el andlisis y graficos de residuales. El
lector podra observar los residuales como cantidades a través de los cuales se
determina si las condiciones son o no ideales. Por ideal se refiere a los
supuestos hechos sobre los &i.

Las severas violaciones de los supuestos E (gi) = 0 y E (¢?) = ¢° para
i=1,2,3..n,se pueden por lo general confirmar a través del analisis de
residuales. El investigador usa los residuales como las cantidades que mas se
aproximan a los errores del modelo, los &;. La presentacién de una gréfica de
residuales versus X, la variable regresora, describe valores aleatorios

centrados alrededor de cero (figura 3.6.).

oA
yi-m

Xi

Figura 3.6. Gréfica ideal de (Yi- ¥;) versus X; de una regresion lineal simple.
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3.12. Examen de los datos y el modelo

La discusion en este punto esta basada en la premisa de que el modelo esta
correctamente especificado. El supuesto de que las observaciones son
independientemente distribuidas como N (Bo + Pix; , o2) tiene varias
implicaciones que se pueden verificar. En particular, se pueden examinar las

siguientes cuestiones:

a) ¢Es éste un supuesto razonable para la funcion media, al menos
sobre el rango de los datos disponibles?

b) ¢Es la varianza la misma sobre el rango de los valores de entrada?

c) ¢Fueron todos los datos colectados del mismo modelo?

d) ¢Es aceptable el supuesto de normalidad?

Se consideran varias graficas y procedimientos numéricos para verificar estos
supuestos. Estas técnicas estan comprendidas en lo que se denomina
regresion diagnostica.

Para el modelo de regresiéon lineal simple, una forma obvia de verificar
la correspondencia de la funcion media es la grafica de la linea ajustada sobre
el diagrama de dispersion de los datos observados. Esta grafica puede revelar
puntos o grupos de puntos que no son explicados por el modelo ajustado. El
grafico puede sugerir una funcion de respuesta alternativa, o que la varianza
depende de los valores de entrada. En la figura 3.7. se muestran dos graficos

de dos tipos de datos. En ambos casos se observa que el modelo se ajusta bien
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a los datos y parece ser poco razonable dudar de los incisos (a) y (b) citados

anteriormente.

30 7
28 7
26 7

g S

£ g

a & 24
22

I [ I | | | |
40 50 60 195 200 205 210
Temperatura (°C) Punto de ebullicién (°C)

Figura 3.7. Ecuaciones ajustadas. (a) Particulas de alimento y (b) datos Forbes.

Los modelos ajustados para ambos conjuntos de datos son:

Modelo para las particulas de alimento Modelo para los datos Forbes

Variable Parametro Errorestindar Variable Parametro Error estandar

Intercepto 45.457 2.845 Intercepto  -81.064 2.052
Pendiente 0.517 0.053 Pendiente 0.522 0.010
R? 0.854 R? 0.9944

Un problema potencial en estas graficas es que la magnitud de la respuesta

puede predominar con algunos problemas en desviaciones de los supuestos.
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Para enfatizar algin problema que esté presente podemos considerar una
grafica de los residuales en funcion de la entrada. Estos residuales jugaran un
papel importante en el analisis y en una discusién detallada de sus

propiedades.
3.12.1. Residuales

Si todos los pardmetros fueran conocidos, el analisis consistiria en la
verificacion de que las diferencias &i = yi — Bo — B1Xi sean una muestra N (O,
6%). Hay muchas pruebas para la normalidad basadas en cada una de las
muestras o en la funcion de densidad de la distribucion cumulativa muestral.
Una de tales muestras se discute mas adelante. En la practica, los parametros
no son conocidos y es natural considerar los residuales observados ei. El
vector de residuales es distribuido N [0, o® (I — H)]. Las varianzas y
covarianzas de los residuales son denotados por Var (si)= o2 (I- hii) y la

covarianza Cov (s, &) = -c2hij.
Donde

1 1 : 1, GimD*
H ==JJ7T + — x*x*T, en particular hii = = + Sl (43)
n Sxx n Sxx

Entonces los residuales por lo general estan correlacionados con diferentes

varianzas y no se pueden ver como una muestra aleatoria N(0, 6). A pesar de
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estas observaciones, los residuales son intuitivamente atrayentes; ya que
revelan como nuestro modelo ajusta los datos. Una gréfica de los i contra los
Xi puede revelar aparentes desviaciones de los supuestos. Un problema
comun es que la variabilidad se incrementa con la magnitud de la respuesta,
ya que si 1 es positivo, la variabilidad incrementara con los incrementos de
las entradas. Este comportamiento se puede observar en la figura 3.8 para el

caso de pendiente positiva (a) y pendiente negativa (b).

T 1.
Residual am Residual
4 -
4 e f .1:@ a 38 -
o Y a
f Foo - 7] - n
1 & " -] Bo* a * -
»
a“g 8P - x da ® o n: T &
= a0 LT m - w -
el 3 . a & -
o L E: | - -
4 . N
T T T T T T T T T T
Entrada Entrada )

{a}
Figura 3.8. Gréficas de residuales con incrementos de la varianza y la respuesta

(a) Pendiente positiva  (b) Pendiente negativa

Para el modelo de regresion lineal simple, se grafican los residuales &i contra
las entradas X lo que equivale a graficar los residuales contra los valores
predichos yi; ya que los valores predichos son una funcién lineal de las
entradas. EI comportamiento de las gréaficas de los pares (i, i) estd dado por

el hecho de que los coeficientes de correlacion muestral calculados para estos
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pares es cero. Entonces las graficas de (¥i, i) exhiben una tendencia no lineal;
si el modelo es correcto, no muestran un patron distinto.

En la figura 3.9 se muestran las gréaficas de los residuales contra las
entradas para los datos de los dos modelos anteriores. La gréfica de los datos
de las particulas de alimento no muestran ningan patron pero la grafica de los
datos de Forbes tiene dos rasgos distintos. Esto es, muchos de los residuales
indican un patron fuerte en forma de U, pero una observacion se desvia de
este patrdn. Esta grafica sugiere que (1) puede existir un problema con el dato
lejano (punto 12), que (2) no se puede tener una forma funcional correcta, o
que (3) puede ser mejor modelar alguna funcién de la respuesta. Este patron
no se vio en la figura 3.7, ya que la magnitud de los residuales es mas pequefia
relativamente a la magnitud de la respuesta. EI modelo lineal da un buen

ajuste de los datos, lo que es completamente aceptable para la prediccion.
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{a) Temperatura {b) puntos de ebullicién

Figura 3.9. Graficos de los residuales contra las entradas.

(a) Datos de particulas de alimentos  (B) Datos Forbes
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Un error muy comun en esta etapa del analisis es graficar los residuales contra
los valores observados. Lo cual muestra un patrén distinto que sugiere un
modelo incorrecto. Para saber por qué sucede esto debemos ver que cor (g, y)
=+/1 — R? Con esto se puede observar que la grafica de (y;, €;€) muestra una
tendencia positiva si R?> < 1, sélo cuando los supuestos del modelo se
cumplen. El uso de residuales para indicar patrones o casos inusuales es muy
comun. Se pueden examinar algunas funciones alternativas de los residuales

gue son mas adecuadas para este proposito.

1. Residuales estandarizados y estudentizados. Como se ha dicho
anteriormente, los gréficos de residuales pueden revelar un
problema con el supuesto de varianza homogénea, como se observa
en la figura 3.8. Mientras estas graficas pueden ser alternativas, se
recomienda tener mucho cuidado. Recordamos que la varianza de

un residual en regresion lineal simple esta dada por
Var (ri) = 62[ 1- % - (xi_ f)z ]/ Sxx (44)

Esto significa que los residuales para entradas lejanas de x tendran una
varianza mas pequefia que las que estan cercanas a la media. Entonces, la
gréfica de residuales puede sugerir que los datos son més variables para
valores intermedios y menos variables para valores extremos de las entradas;

s6lo cuando los supuestos del modelo se cumplen. Para hacer comparables
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los residuales, se balancean por sus errores estandares y esto se refiere a los

residuales estandarizados, definidos como

€

(&is)i = Ne=m) (45)
Donde S? es el cuadrado medio del residual del analisis de varianza. Las
graficas de estos residuales contra los valores predichos generalmente son
semejantes a las gréficas usuales de residuales, excepto para casos extremos
cuando se presentan diferencias dramaticas en los elementos de la diagonal
de la matriz H. Estos residuales son usados como una indicacién del hecho de
que una observacién es pobremente ajustada por el modelo. Mientras esta
estandarizacién es razonable, porque no es completamente satisfecha, si un
caso no esta bien ajustado, la suma de cuadrados de residual es inflada por los
grandes residuales. Con estos se reduce la magnitud de los residuales
estandarizados. Un procedimiento alternativo es reajustar el modelo
excluyendo el i-ésimo caso y se usan los cuadrados medios de residual
resultantes denotados por S% con [(N — 1) — 2] grados de libertad como la
medida de variabilidad. La omision de ajustar el i-ésimo caso es la diferencia
entre y; y el valor predicho obtenido de la regresion con N — 1 observaciones,
no incluyendo el caso i. Denotamos por Vi) el valor predicho para el i-esimo
caso de la regresion calculada sin el caso i y usamos yi - Jig como la medida
del ajuste del caso i. Estandarizando estas diferencias se tienen los residuales

estudentizados, definidos por
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ti=yi - Vioy | Jvar [y; — il (46)

Un primer vistazo de los célculos de estos residuales que representan un
esfuerzo importante es el que debemos evaluar N regresiones adicionales,
cada una con n — 1 observaciones, correspondientes a la eliminacion del caso
iparai=1,2,3..n.

Se puede mostrar que

i

ti=— (47)
,/Siz(l—hii)
Ademas, S(Zi) se calcula de informacion disponible como:
2 s? 2
S%) =i [n—p— (&)l (48)

Donde p =2 en el modelo de regresion lineal simple. Si un caso es pobremente
ajustado, vemos que t; > ()i y da una indicacion mas objetiva para el pobre
ajuste de ese caso.

El concepto “estudentizado” fue introducido por Hartley (1959) y ha
sido discutido en muchos trabajos. Por lo general, nos referimos a (46) como

los residuales estandarizados y a (47) como los residuales estudentizados.
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3.12.2. Outliers, puntos extremos e influencia

No es anormal en el analisis de regresion encontrar uno 0 mas casos que se
ven inusuales, en el sentido de que las observaciones difieren del cuerpo
principal del conjunto de datos. Se tienen dos situaciones: primero; el valor
de la variable de entrada puede ser aceptable, pero el valor de la respuesta es
muy grande o muy pequefio. Tales casos son llamados outliers (puntos
lejanos). Segundo, el valor de la variable de entrada es completamente
diferente del resto de los datos (en regresion lineal simple, podemos tener |X;
- X|). Tales observaciones seran llamadas puntos extremos. El término caso
influyente se refiere a cualquiera de los dos casos, un outlier o punto extremo,
cuya inclusién altera sustancialmente los estimadores, las sumas de cuadrados
de los residuales o los valores predichos. Nuestra tarea es identificar tales
casos y valorar la influencia que tienen sobre el analisis. Aqui se discuten
estos conceptos en el contexto de la regresion lineal simple, ya que son féciles
de visualizar. Esto ayuda a la intuicion cuando consideremos la extension al
caso de la regresion lineal multiple. Se utiliza el término de diagnéstico de
casos para referirse a las técnicas, graficas o numéricas que seran usadas para

identificar las observaciones inusuales.

Outliers. Se considera primero el caso de los outlier (puntos lejanos) en una
situacién tipica como en la figura 3.10, se muestra una grafica de residuales
versus la variable de entrada en un anélisis de regresion lineal simple. Muchos

de los datos fueron bien ajustados, pero una observacion tiene un gran
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residual y la respuesta esta arriba de la linea recta. Seguramente la linea recta
se ha movido hacia arriba, generando también residuales negativos en un
intento de acomodar el caso (la observacion). Esto ilustra un problema que es
inherente al método de minimos cuadrados. Esto es, el método intenta ajustar
casos inusuales a costa de no ajustar bien el resto de los datos.

Tales observaciones pueden ser obvias en un diagrama de dispersion
de los datos en una regresion lineal simple. La grafica de residuales puntualiza
la situacion. Con méas de una variable predictora puede ser dificil detectar
outliers en una grafica simple de los datos, pero las graficas de residuales
ayudan a hacerlo. En cualquier caso, es util cuantificar la magnitud del outlier.
Los residuales ordinarios i hacen esto, como se ha visto, pero no se pueden
comparar ya que sus varianzas pueden diferir. Ademas tiene la misma
dimension que las respuestas, en consecuencia aparece la cuestion de
significancia. Los residuales estandarizados definidos anteriormente son
candidatos naturales y podemos observar su distribucion. Usando los
resultados de la distribucion conjunta de formas lineales y cuadréaticas se
puede mostrar que los residuales & no son independientes de s?, en
consecuencia estos residuales no tienen la distribucion de t. Puesto que (&s)i
es N(0, 1) si s? fuera reemplazada por 62, €s com(n usar esta aproximacion
para proveer un indicador de la magnitud de estos residuales. Entonces, una
observacion puede ser identificada como un outlier, si | (&s)i | > 3.0, un valor
que esperariamos exceda el 0.27% de las veces. Si aplicamos este criterio a

todos los residuales, debemos cuidar los efectos simultaneos.
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Figura 3.10. Gréfica de residuales indicando una observacion outlier.

Los residuales estudentizados dan una mejor indicacion de la incapacidad del
modelo para ajustar el caso i y su distribucion se puede obtener facilmente.
También se puede mostrar que ti ~t (v—1-p), donde en el modelo p = 2. Para
una muestra de tamafio razonable , el criterio | tj | > 3 indica un residual

inusualmente grande.

Puntos extremos. El concepto de un punto extremo en regresion lineal simple
es obvio. Esto es, X; es extremo si esta muy lejos del resto de las
observaciones. Las consecuencias de un punto extremo dependeran del valor
asociado a la respuesta y en consecuencia el término influencia potencial es
aplicado por lo general. El término punto de apoyo también se usa para
reflejar esta influencia potencial en el analisis. Esta idea se ilustra en la figura
3.11. Donde se puede ver que el valor de una de las observaciones es mucho

mas grande que las restantes. La figura 3.11(a) ilustra la situacion en la cual
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este caso es influyente ya que la pendiente de la linea ajustada es mucho
menor si este caso esta incluido y mas si es excluido. La figura 3.11(b)
muestra un punto extremo que no tendrd mucho efecto en la linea ajustada
pero extiende el rango de aplicacion del analisis. En cualquier caso se intenta

checar los valores de la entrada y la salida de esta situacion.

Resp | Resp b
I () I (I}
R
T Eol »n £ .
v " v "
i ¥ ' w '
. -1 -1
rm T e I
ntom Rt
- :' *u ¥ E ‘s
- : ]
T T T T T T T T T 1
Entrada Entrada

Figura 3.11. Diagramas de puntos que indican un punto extremo.

(@) un caso influyente  (b) un caso no influyente.

La situacion de la figura 3.11 (a) presenta un dilema. Se puede descartar esta
observacion y hacer una buena descripcion del resto de los datos. Esto se
justifica si se identifica un error, al registrar los valores de la entrada o de la
respuesta. Por el otro lado, si es valida esta observacion, el rango de
aplicacion del modelo es mucho mayor, pero para el modelo de regresion
lineal simple no se considera apropiado. Un modelo que inicialmente se
incrementa y después decrece, es una funcién cuadratica que puede ser mas

apropiada. Desafortunadamente, no se tiene mas informacion para justificar
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este modelo. El punto que se enfatiza es el que las observaciones inusuales
no deben ser tratadas ligeramente. Su inclusion puede tener un efecto
substancial en el analisis, por eso se sugiere eliminarlas. El peligro con esto
es que la observacidn puede ser correcta y que contiene informacién valiosa,
que puede contribuir el entendimiento del sistema bajo estudio. La situacién
de la Figura 3.11 (b), es menos que un problema ya que la linea ajustada no
cambia substancialmente por la eliminacién de estos puntos extremos. Aqui
permanece la cuestion de si se aplica el modelo para intervenir las entradas,
ya que no se tienen datos para justificar esta afirmacion.

Mientras que la identificacion de casos extremos es facil cuando
tenemos una sola variable de entrada, se convierte en un problema cuando
tenemos muchas variables de prediccion. En esta situacion estamos forzados
a confiar en cualquier indicador numérico o en métodos graficos mas
complejos en nuestras investigaciones. Para motivar esta discusion podemos
notar que en regresion lineal simple, una medida natural de la distancia de X;
del resto de los datos es (xi — X)), donde X, es la media obtenida de los n —
1 observaciones restantes. En la practica usamos (X; — x), reconociendo que
esta medida esta influenciada por el hecho de que X se calcula usando el caso
i. Si elevamos al cuadrado esta cantidad y la escala, y la dividimos por la suma
de cuadrados Sxx en base a todos los datos, obtenemos la medida de la

distancia escalada,

2
heii = Gi®) (49)

Sxx
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De esta manera Belsley, Kuh and Welsch (1980) sugirieron que valores de hii > %p

es un indicativo de la presencia de valores outlier en el vector de entrada. Como
otra indicacion del papel de la matriz Hat en la valoracion de la influencia

potencial, recordamos que los valores predichos son dados por ¥ = Hy. Esto es,
Pi = hiy; + X7 hij y; (50)

Se puede demostrar que si un elemento de la diagonal de H esta cercano a
uno, los elementos restantes en esta hilera son pequefios. La influencia del
caso i, es aparente en la ecuacion anterior, ya que hi = 1, entonces i = ;.
Esto es, este caso es influyente que fuerza a la linea de regresion a pasar mas
cerca del punto en cuestion. También es interesante valorar el efecto de un
caso extremo sobre su residual. Como se ha observado, un caso influyente
tendrd yi=y; o equivalentemente, ¢; = 0. Recordando que el i-ésimo residual
es o2 (1 — hi)), se observa que los casos influyentes tendran una varianza
pequefia. Para entender este resultado, hay que recordar que esta varianza
mide la variabilidad en muestreo repetido con la misma matriz de disefio. Un
punto extremo siempre se podra ajustar ya que la varianza de los residuales
sera pequeiia. Los residuales estandarizados y los estudentizados
parcialmente se calculan dividiendo los residuales por su error estandar pero
el escalado de los residuales por lo general no es suficiente para sefialar las

observaciones que son inusuales.
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Influencia. La discusion de outliers y puntos extremos ha sugerido su
potencial para influenciar su andlisis, pero no podemaos ser tan especificos de

la manera en que la influencia sera medida. Hay varias cuestiones obvias:

1. ¢Como estan afectados los estimadores de los parametros o y B1
por la inclusién de los casos sospechosos?
2. ¢Cuél es el efecto sobre el estimador de 62?

3. ¢Cual es el efecto sobre los valores predichos?

Sin muchas preocupaciones de la aparente cantidad de célculos, se sugiere
que se calcule para cada caso, i = 1, 2, 3, ..., N, Boq), L1, S%i) Y V), los
estimadores de los parametros y el vector de los valores predichos basados en

el analisis sin considerar el i-ésimo caso.

Ejemplo 2. Los datos presentados en la siguiente tabla corresponden a 50
refinerias de petréleo y muestra los galones totales de agua usados
mensualmente (H20) y el nimero de barriles de petréleo procesado (PROD),
también muestra la capacidad de las torres refrigerantes (CAP). Ajustar el
modelo lineal de regresion del H>O sobre PROD. Ajustar el modelo
H>O/PROD y CAP/PROD.
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H20 PROD CAP H.O PROD CAP H.O PROD CAP

19.01 13.5 1.77 35.75 20.0 2.40 14.98 16.5 1.34
8.92 11.0 0.79 31.25 21.0 2.89 18.88 17.0 1.73
1421 125 1.28 26.78 23.0 2.37 33.13 19.0 3.11
21.15 12.0 1.98 38.02 22.5 3.58 24.73 17.5 2.33
12.99 11.5 1.49 17.09 27.0 1.43 15.12 18.5 1.32
25.37 14.5 2.36 33.65 26.0 2.94 20.97 19.5 1.91
15.71 10.0 1.5 36.87 28.0 3.52 4531 24.5 4.46
21.43 16.0 2.04 53.81 28.5 5.22 18.26 21.0 1.59
11.7 15.5 1.05 35.65 29.5 3.21 28.06 23.0 2.67
22.54 18.5 2.22 46.74 26.0 4.34 26.32 24.5 2.36
22.74 16.5 2.04 12.35 10.5 1.10 15.83 24.0 1.36
19.95 15.0 1.75 25.52 13.0 2.37 16.84 22.0 1.48
25.65 155 2.45 12.68 14.0 1.16 40.17 23.5 3.97
35.34 23.0 3.27 17.25 12.5 1.58 23.38 27.5 1.93
14.91 20.0 1.40 11.5 10.0 1.00 45.23 28.5 4.21
25.63 245 2.36 17.76 12.0 1.68 24.51 26.5 2.24
21.81 215 1.89 38.28 19.0 3.51

Usando software SAS, tenemos

data regres;

input ho prod cap;

cards;

19.01
8.92

1421
21.15
12.99
25.37
15.71
21.43
11.7

13.5
11.0
12.5
12.0
11.5
145
10.0
16.0
155

1.77
0.79
1.28
1.98
1.49
2.36
1.5

2.04
1.05
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22.54
22.74
19.95
25.65
35.34
14.91
25.63
21.81
35.75
31.25
26.78
38.02
17.09
33.65
36.87
53.81
35.65
46.74
12.35
25.52
12.68
17.25
115

17.76
38.28
14.98
18.88
33.13
24.73
15.12
20.97
45.31
18.26
28.06
26.32

18.5
16.5
15.0
155
23.0
20.0
245
21.5
20.0
21.0
23.0
22.5
27.0
26.0
28.0
28.5
29.5
26.0
10.5
13.0
14.0
125
10.0
12.0
19.0
16.5
17.0
19.0
17.5
185
19.5
24.5
21.0
23.0
24.5

2.22
2.04
1.75
2.45
3.27
1.40
2.36
1.89
2.40
2.89
2.37
3.58
1.43
2.94
3.52
5.22
3.21
4.34
1.10
2.37
1.16
1.58
1.00
1.68
3.51
1.34
1.73
3.11
2.33
1.32
191
4.46
1.59
2.67
2.36
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15.83
16.84
40.17
23.38
45.23
2451

24.0
22.0
23.5
27.5
28.5
26.5

proc glm;

1.36
1.48
3.97
1.93
4.21
2.24

model prod = cap;

proc plot;

plot prod*cap = "Xx";

title "Gréfica de la produccion sobre la capacidad”;

run;

Source
Model

Error

Corrected

Total

DF

48

49

Resultados
El analisis de prod. sobre cap.
The GLM Procedure

Number of observations 50

Dependent Variable: prod
Sum of
Squares Mean Square F Value
645.439609 645.439609 32.60
950.365391 19.799279

1595.805000
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R-Square Coeff Var Root MSE  prod Mean
0.404460 23.01934 4.449638 19.33000

Source DF  Typel SS Mean Square F Value
Cap 1 645.4396094 645.4396094 32.60
Source DF  Type ll SS Mean Square F Value
Cap 1 645.4396094 645.4396094 32.60
Standard
Parameter Estimate Error t Value Pr > |t|
Intercept 11.17168257 1.56131349 7.16
Cap 3.57977948 0.62697923 5.71
Los resultados del analisis de prod versus Hz0
The GLM Procedure
Number of observations 50
Dependent Variable: prod
Sum of Mean

Source DF  Squares Square F Value
Model 1 714.345584 714.345584 38.90
Error 48 881.459416 18.363738
Corrected
Total 49 1595.805000
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R-Square Coeff Var Root MSE  prod Mean

0.447640 22.16913 4.285293 19.33000

Source DF  Typel SS Mean Square F Value Pr>F

Ho 1 714.3455837 714.3455837 38.90 <.0001

Source DF  Type ll SS Mean Square F Value Pr>F

Ho 1 714.3455837 714.3455837 38.90 <.0001

Standard

Parameter Estimate Error t Value Pr > |t|

0.36818521 1.55946024 6.65 <.0001

ho 0.36086004 0.05785823 6.24 <.0001

R-Square Coeff Var Root MSE prod Mean

Modelo 1 (CAP) 0.404460 23.01934 4.449638 19.33000
Modelo 2 (H20) 0.447640 22.16913 4.285293 19.33000

Como podemos ver en el resumen los valores de R? son bajos y el coeficiente
de variacién similar y alto para este tipo de datos, por lo que se puede

considerar la transformacion de las variables, para lograr un mejor ajuste y

capacidad de prediccion del modelo.

Transformando las variables de la siguiente manera: H>Opro

H>O/prod y capro = cap/prod y ajustamos el modelo lineal los resultados son:
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data regres;

input ho prod cap;

hopro = ho/prod,

capro = cap/prod,;

cards;

19.01
8.92

1421
21.15
12.99
25.37
15.71
21.43
11.7

22.54
22.74
19.95
25.65
35.34
1491
25.63
21.81
35.75
31.25
26.78
38.02
17.09
33.65
36.87
53.81
35.65

135
11.0
125
12.0
115
14.5
10.0
16.0
155
18.5
16.5
15.0
155
23.0
20.0
245
21.5
20.0
21.0
23.0
22.5
27.0
26.0
28.0
28.5
29.5

1.77
0.79
1.28
1.98
1.49
2.36
1.5

2.04
1.05
2.22
2.04
1.75
2.45
3.27
1.40
2.36
1.89
2.40
2.89
2.37
3.58
1.43
2.94
3.52
5.22
3.21
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46.74 26.0 4.34
12.35 105 1.10
2552 13.0 237
12.68 14.0 1.16
17.25 125 1.58
115 10.0 1.00
17.76 12.0 1.68
38.28 19.0 351
1498 165 1.34
18.88 17.0 1.73
33.13 19.0 311
2473 175 233
15.12 185 1.32
2097 195 191
4531 245 4.46
18.26 21.0 1.59
28.06 23.0 2.67
26.32 245 2.36
1583 240 1.36
16.84 22.0 1.48
40.17 235 3.97
23.38 275 1.93
4523 285 421
2451 265 224

proc glm;

model hopro= capro;

proc plot;

plot hopro*capro = "x";

title "Grafica de la produccion sobre el Capacidad”;

run;
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Source
Model
Error

Corrected
Total

R-Square
0.947185

Source
Capro

Source

Capro

Los resultados del andlisis son:
The GLM Procedure
Number of observations 50

Dependent Variable: hoopro

Sum of
DF  Squares Mean Square F Value Pr>F
1 6.56223546 6.56223546 860.83 <.0001

48 0.36591054 0.00762314

49 6.92814601

Coeff Var Root MSE  hopro Mean
6.768043 0.087311 1.290042

DF  TypelSS Mean Square F Value Pr>F
1 6.56223546 6.56223546 860.83 <.0001

DF  Typelll SS Mean Square F Value Pr>F
1 6.56223546 6.56223546 860.83 <.0001
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Standard

Parameter Estimate Error t Value Pr > |t|
Intercept 0.114228313 0.04193461 2.72 0.0090
Capro 9.916227678 0.33797722 29.34 <.0001

R-Square Coeff Var Root MSE  hopro Mean
0.947185 6.768043 0.087311 1.290042

Este modelo con las variables transformadas explica de mejor manera la

relacion entre ellas el R? se incrementa considerablemente y el coeficiente de

variacion disminuye.
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3.13. Ejercicios

3.1 Los siguientes datos son de un estudio del peso seco (YY) de embriones de
pollos y la edad de 6 a 16 dias (X). También se proporcionan los datos

transformados de los pesos a logaritmos naturales (Z).

Edad
X)
Peso
seco 0.029 0.052 0.079 0.125 0.181 0.261 0.425 0.738 1.130 1.882 2.812
Q0]
Log
Q)

6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

-1.538 -1.284 -1.102 -0.903 -0.742 -0.583 -0.372 -0.132 0.053 0.275 0.449

a) Construya graficas con la variable Y y otra con la variable Z.

b) Dibuje lineas rectas sobre las dos graficas anteriores y explique cual de las
dos lineas ajusta mejor a los datos.

c) Calcule los estimadores minimos cuadrados de los parametros de la linea
de regresion para cada diagrama y dibuje las lineas de prediccion sobre los
datos.

d) Para cada una de las lineas ajustadas calcular un intervalo de confianza del
95% para la pendiente verdadera de ambas lineas e interpretar los intervalos
en cada caso, con relacion a la hipétesis nula de que la pendiente verdadera
es Cero.

e) Para cada una de las lineas estimadas calcular y grafique las bandas de
confianza y de prediccion al 90%.
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f) En tu opinidn; ¢Cual de las dos lineas de regresion tiene el mejor ajuste?

Explique.

3.2 Un sociodlogo de una institucion correccional realiza un estudio para
determinar la relacion entre inteligencia y delincuencia. Un indice de
delincuencia en el rango (0 a 50) fue establecido para registrar la severidad y
frecuencia de crimenes cometidos y la inteligencia fue medida por el 1Q. Los
datos muestran el indice de delincuencia (ID) y el 1Q de 18 menores

convictos.

ID
()
(I)% 110 89 102 98 110 98 122 119 120
ID
)

(I)% 92 116 85 73 90 104 82 134 114

26.2 33.0 175 2525 203 31.9 21.1 22.7 10.7

22.1 18.6 35.5 38.0 30.0 19.7 41.1 39.6  25.15

a) Construya una gréafica con las dos variables.

b) Dado que f1 =-0.249 y o = 52.273, definir la linea de regresion estimada
y graficarla en el diagrama anterior.

¢) ¢Como interpretas el hecho cuando el 1Q =0, ¥ = 52.273, cuando el indice
de delincuencia no es mayor que 50?

d) Construya un intervalo de confianza del 95% para la verdadera pendiente
considerando que Sy/x = 7.704 y Sx = 16.192.
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e) Interprete este intervalo de confianza con relacién a la prueba de hipotesis
nula de que la pendiente es cero con un nivel de o = 0.05.

f) Pruebe la hipétesis nula de pendiente cero dado que Svy/x = 4.933, Sx =
14693y n=17.

g) Con estos datos ¢ podrias concluir que el indice de delincuencia disminuye

cuando el 1Q aumenta?

3.3 Un grupo de 14 nifios y adolescentes participaron en un estudio para
analizar la relacion entre la edad y el tiempo promedio de suefio. Para obtener
una medida del tiempo promedio de suefio se registraron tres noches

consecutivas los tiempos y se obtuvo un promedio. Los resultados fueron:

TS(min/24 hr) 586 461.75 491.1 565 462 532.1 477.6
Edad 4.4 14 10.1 6.7 11.5 9.6 12.4
TS(min/24 hr) 515.2 493 528.3 575.9 5325 530.5 478.6
Edad 8.9 11.1 7.75 5.5 8.6 7.2 9.7

a) Construya una gréafica de los pares de datos para las dos variables.

b) Calcule los estimadores minimos cuadrados de la pendiente y el intercepto
para la linea recta de regresion y verificar tus resultados con los dados por la
computadora.

c) Grafique la linea de regresion sobre el diagrama del punto (a).

d)¢ Son violados algunos de los supuestos de la regresién de linea recta?

e) Construya un intervalo de confianza del 95% para la pendiente.
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Medias Desviacion estandar

Y =519.30385 40.95056
X =9.05769 2.77518
Corr. Pearson = 0. 9515 Corr. Spearman = 0. 9285
Regresion lineal
Pendiente = -14.04105 1.3681
Intercepto = 646. 4833 12.91773

Estadistico F 11y = 105.33021

f) ¢Rechazaria la hipotesis nula en base al intervalo de confianza del inciso
anterior?
g) Calcule y grafique la banda de confianza del 95% en la grafica de la linea

estimada.

3.4 La prueba de aptitud fisica es un aspecto importante en un entrenamiento
atlético. Es una medida comun de la magnitud de la aptitud cardiovascular que
indica el volumen méximo de ingestion de oxigeno durante un ejercicio
extenuante. Se realizd un estudio con 24 hombres jovenes para determinar la
influencia del tiempo que toma para correr dos millas. La medida de ingestion de
oxigeno fue realizada por métodos estandares de laboratorio, obteniéndose los

siguientes resultados.

Sujetos 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

V°"(yD)e O2 4233 5310 42.08 50.06 4245 42.46 47.82 49.92 36.23 49.66 4149 46.17

Tiempo(x) 918 805 892 962 968 907 770 743 1045 810 927 813
Sujetos 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24

VOI'(:/D)e Oz 48.18 43.21 51.81 53.28 53.29 47.18 56.91 47.80 48.65 53.69 60.60 56.73

Tiempo(x) 858 860 760 747 743 803 683 844 755 700 748 775
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a) Estime los pardmetros de una regresion lineal simple: y; = o + PiXi + ¢;

(i=012,..,24)

b) Pruebe la hipotesis Ho: B1 = 0 vs Hi: B1 # 0. ( Tiene el tiempo una influencia

significativa sobre la ingestion méxima de oxigeno para correr dos millas?

Useun a=0.01.

3.5 Se realiz6 un experimento para determinar la influencia de ciertas medidas

fisicas sobre el rendimiento de pateadores en futbol americano. 14 pateadores

fueron utilizados y se midié la distancia promedio alcanzada en cada tiro.

Ademas se tomaron medidas de la fuerza de las piernas derecha e izquierda

(en Ib alzadas) via una prueba de pesos levantados con cada una de las piernas.

Los datos son:

Sujetos 1 2 3 4 5 6 7
Pierna

izauierda 170 130 170 160 150 150 180
Pierna

derachs 170 140 180 160 170 150 170

Distancia __ 162.6 144.0 1476 1636 1920 1719 1620
Sujetos 8 9 10 11 12 13 14

_Plerna 110 110 120 140 130 150 145

izquierda
Pierna 110 120 130 120 140 160 152
derecha

Distancia __ 104.1 1058 1177 1403 1502 1652 147.6

a) Ajuste una regresion lineal simple con la distancia como la variable

respuesta y la pierna derecha e izquierda como las variables regresoras.
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b) Ajuste una regresion lineal simple con la fuerza de la pierna izquierda como

la variable regresora.

3.6 Se realiz6 un estudio para determinar la relacion entre las horas-hombre
para realizar una actividad y una variable regresora que representa una medida

del esfuerzo para hacer la actividad (en unidades producidas). Los datos son.

Area 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 11
Unidades 15 25 57 67 197 166 162 131 158 241 399
Horas- oo 155 203 203 763 639 673 499 657 939 1546
hombre
Area 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22
Unidades 527 533 563 563 932 986 1021 1643 1985 1640 2143

I‘Toor;absr(; 2158 2182 2302 2202 3678 3894 4034 6622 7890 6610 8522

a) Ajuste un modelo de regresion que contenga el intercepto.

b) Calcule el coeficiente de determinacion (R?) del modelo anterior, R% y
R?)~ para el modelo con intercepto cero.

c) Calcule S? para los modelos con intercepto y con intercepto cero.

d) Calcule los limites de confianza de E (y/x;) para las 22 areas. Aplique los
calculos para ambos modelos (con intercepto y con intercepto cero).

e) Use la informacion de los incisos anteriores para seleccionar el mejor

modelo de los dos.
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3.7 Discuta los célculos de un intervalo de confianza del 100 (1 — a))% de la
pendiente para el caso del modelo con intercepto cero.3.8 Considere los datos
del ejercicio 3.4.

a) Construya intervalos de confianza simultaneos de la media del volumen
méaximo de Oz para los siguientes valores de X el tiempo para correr dos
millas. (i) X =750 (ii) X =775 (iii) X =800 (iv) X =825 (v) X =850.

b) Construya intervalos de confianza conjuntos del 95% para la pendiente y

el intercepto. Use una grafica para ilustrar tus resultados.

3.8 Se desarroll6 un estudio en el instituto politécnico de la Universidad de
Virginia para determinar si cierta medida de resistencia del brazo estatico (X)
tiene influencia sobre las caracteristicas de “levantamiento dinamico” (Y) de
un individuo. Se us6 una muestra de 27 individuos que fueron sometidos a
pruebas de resistencia y se les aplicé una prueba de levantamiento de peso.

Los datos son,

Sujeto 1 2 3 4 5 6 7 8 9
X 17.3 19.3 19.5 19.7 22.9 23.1 26.4  26.8 27.6
Y 714 483  88.3 750 917 100 73.3 65.0 75.0

Sujeto 10 11 12 13 14 15 16 17 18
X 28.1 28.2 28.7 29.0 29.6 29.9 299 303 31.3
Y 88.3 683 967 76.7 78.3 60.0 717 85.0 85.0

Sujeto 19 20 21 22 23 24 25 26 27
X 36,0 395 404 443 446 504 559 379 438
Y 88.3 100 100 100 91.7 100 717 96.8 104.7
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a) Estime, con minimos cuadrados la ecuacién de regresion lineal.

b) Es considerado que fo =0 y que B1 = 2.2. Pruebe la hipétesis apropiada
conjunta. Use una region de confianza conjunta del 95% para Bo y para B1
para ilustrar tus conclusiones.

c) Grafique los residuales estudentizados contra X y comentar como se

pueden utilizar para aplicar otros analisis a los datos.

3.9 Se tomaron las observaciones de una reaccion quimica sometida a varias

temperaturas en un experimento para estudiar su relacion. Los datos son,

X(°C) 150 150 150 200 200 200 250 250 250 300 300 300
Y(%) 774 767 782 841 845 837 889 892 897 948 947 959

a) Ajuste una regresion lineal simple, estimando Po y 1.

b) Construya intervalos de confianza del 95% sobre E (y/x) en los cuatro
niveles de temperatura en los datos. Graficar los limites superiores e inferiores
del intervalo de confianza alrededor de la linea de regresion ajustada.

c) Grafique una region de confianza del 95% en la linea de regresion.

Graficarla en la misma figura del inciso (b). Comentar.

3.10 Se realiz6 un estudio demografico con parejas casadas con un
descendiente para determinar el efecto del ingreso anual del matrimonio sobre
el tiempo (en meses) del nacimiento del primer hijo después de casados. Los

datos de 20 parejas son los siguientes.
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Ingresos 5775 9800 13795 4120 25015 12200 7400 9340 20170 22400
Meses 16.2 35.0 37.2 9.0 244 3675 3175 300 36.0 30.8
Ingresos 4608 24210 19625 18000 13000 5400 6440 9000 18180 15385
Meses 9.7 20.0 382 4125 440 9.2 200 40.2 3320 39.2

a) Construya un diagrama de los puntos de tiempo (Y) y los ingresos (X).

b) Intente construir a 0jo una linea que ajuste los datos de la mejor manera.
c) Qué te dice esta linea acerca de la relacion descrita?

d) Use los siguientes célculos para determinar los estimadores minimos
cuadrados de la pendiente (B1) y el intercepto (o) para una regresion de linea

recta del tiempo sobre los ingresos.

Medias Desviacion estandar
X =13193.150 6824.8780
Y =29.04250 11.31785
Correlaciones
Pearson 0.4304
Spearman 0.42873
Kendall 0.3113
Estimadores
Pendiente 7.1376 x10*
Intercepto 19.62575
S(Y/X) 10.4958
Prueba de F11s 4.09277

e) Defina la linea de regresion sobre el diagrama del inciso anterior.

f) ¢Algunos de los supuestos de la linea recta no son satisfechos claramente
en este ejemplo?

g) Pruebe la hipdtesis nula de que la pendiente verdadera 1 = 0, al nivel de o

= 0.01. Interprete los resultados de esta prueba.
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h) ¢Puedes sugerir otro modelo de linea recta que describa mejor la relacién

entre el tiempo y los ingresos?

3.11 Siguiendo las elecciones de Octubre de 2009, un investigador politico
intenta determinar la relacion entre los gastos de campafia sobre los anuncios
televisivos y subsecuentes votantes. La siguiente tabla presenta el porcentaje
de los gastos totales de campafa relacionados a los anuncios de television (X)
y el porcentaje de votantes registrados (Y) para una muestra de 20 distritos en

Mexico.

Y X Y X
35.4 28.5 40.8 31.3
58.2 48.3 61.9 50.1
46.1 40.2 36.5 31.3
45.5 34.8 32.7 24.8
64.8 50.1 53.8 42.2
52.0 44.0 24.6 23.0
37.6 27.2 31.2 30.1
48.2 37.8 42.6 36.5
41.8 27.2 49.6 40.2
54.0 46.1 56.6 46.1

En un analisis preliminar se obtuvieron los siguientes resultados.
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Medias Desviacion estandar

X =36.990 8.7676
Y =45.710 10.8167
Estimadores
Pendiente = 1.1770 8.718 x10?
Intercepto = 2.174 3.309

Prueba de hipotesis de F115 = 182.2589
Correlaciones
Pearson = 0.9540
Spearman = 0.9551
Kendall = 0.8587

a) Construya un diagrama de puntos de Y y X.

b) Use la tabla de los calculos anteriores para determinar la linea de regresion
de Y sobre X.

c) Dibuje la linea estimada sobre el diagrama del inciso (a).

d) ¢Algunos de los supuestos de la linea recta no son satisfechos claramente
en este ejemplo?

e) Pruebe la hipotesis de que la pendiente B1 = 0 usando un o = 0.01 e
interpreta tus resultados.

f) Pruebe la hipétesis Ho: py/x, = 45 para Xo = X = 36.99 con un nivel de o=
0.05.

g) Calcule un intervalo de confianza del 95% para py/x,=36.99.

3.12 Latabla presenta el primer salario anual (Y) de un grupo de 30 graduados
de licenciatura que recientemente se han integrado al mercado de trabajo con

sus calificaciones promedios obtenidas (X) durante sus estudios.
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Salario Calif. Salario Calif. Salario Calif.
10455 8.58 12500 9.55 13255 9.55
9680 8.31 13310 9.64 13004 9.55
7300 8.47 12105 9.72 8000 8.47
9388 8.52 6200 8.24 8224 8.47
12496 9.22 11522 8.70 10750 8.78
11812 9.37 8000 8.30 11669 8.78
9224 8.43 12548 8.83 12322 8.98
11725 9.08 7700 8.37 11002 8.58
11320 8.78 10028 8.52 10666 8.58
12000 8.98 13176 8.22 10839 8.58

a) Grafique un diagrama de dispersion de los datos para las dos variables.

b) Calcule los estimadores minimos cuadrados para la pendiente y el

intercepto de la linea de regresion de las dos variables. Verificar los resultados

con los de la tabla de abajo.

c) Graficar la linea de regresion ajustada sobre el diagrama de dispersion del

inciso (a).

d) Construya un intervalo de confianza del 95% para la pendiente.

e) ¢Rechazaria la hipotesis nula Ho: B1 = 4000 con un nivel de o= 0.01?

Medias Desviacion estandar
X =2.83833 0.4484
¥ =10740.6667 1967.6524
Estimadores
Pendiente = 3630.56 465.7687
Intercepto = 435.923 1337.857

Prueba de hipotesis de F1 25 = 60.7585

Correlaciones

Pearson = 0.8264

Spearman = 0.933515

Kendall = 0.79921
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f) Calcule una banda de confianza y de prediccién del 95%.

g) Grafique las respectivas bandas de confianza y de prediccién del inciso
anterior.

h) ¢Rechazaria la hipotesis Ho: py/x, = 11500 cuando Xo = 2.75? Use un a. =
0.05.

3.13 Se realizo6 un estudio para determinar la curva de respuesta de dosis de
la vitamina K, en ratas individuales que fueron reducidas en sus reservas de
esta vitamina y alimentadas durante cuatro dias con diferentes dosis de
vitamina K. La respuesta de cada rata fue medida como la concentracion de
un agente coagulante necesario para coagular una muestra de su sangre en
tres minutos. Los resultados del experimento con 12 ratas se dan en la tabla 'y

se expresan como el logaritmo para ambas variables.

Rata Logio (Y) Logio(X) Rata Logio(Y) Log10(X)
1 2.65 0.18 7 1.55 0.83
2 2.25 0.33 8 1.32 0.92
3 2.26 0.42 9 1.13 1.01
4 1.95 0.54 10 1.07 1.04
5 1.72 0.65 11 0.95 1.09
6 1.60 0.75 12 0.88 1.15

a) Construya un diagrama de dispersion de los datos.
b) Determine los estimadores minimos cuadrados para la pendiente y el
intercepto para la linea recta de regresion de Y sobre X.

c) Grafique la linea ajustada sobre el diagrama de dispersion del inciso (a).
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d) Determine y bosqueje la banda de confianza del 99% basada en la linea de
regresion ajustada.

e) Convierta la linea ajustada en una ecuacion con las unidades originales de
Y’ =10"y X’ =10%

Medias Desviacion estandar
X =0.7425 0.3200
¥ =1.6108 0.5736
Estimadores
Pendiente = -1.7850 0.05267
Intercepto = 2.9362 0.04230

S(Y/X) = 0.05589
Prueba de hipotesis de F120=1148.762
Correlaciones
Pearson = -0.9968

f) Para la ecuacién del inciso (e) determinar intervalos de confianza del 99%
para la respuesta media verdadera de las dosis maximas y minimas usadas en
el experimento (Ymaxima = 0.8834, Yminima = 2.6149).

g) Si cada uno de los valores de X y Y fueran convertidos en sus unidades
originales, el modelo ajustado a estos datos es: ¥ = 237.16095 — 21.32117X".
¢ Como evaluarias cuél es el mejor modelo, si se usan los datos en las unidades

originales o los datos transformados?

3.14 Se condujo un experimento para determinar como seria afectado el
impacto en la tasa de crecimiento de cierto hongo por tubos de pruebas que
contienen el mismo medio, la misma temperatura con diferentes gases inertes.

Se condujeron tres experimentos en cada uno de los 6 gases y su tasa de
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crecimiento promedio sobre estas tres pruebas fue usada como las respuestas.
La tabla presenta el peso molecular (X) de cada gas usado y la tasa de
crecimiento promedio (Y) en mililitros por hora para las tres pruebas.

Gas Y X
A 3.85 4.0
B 3.48 20.2
C 3.27 28.2
D 3.08 39.9
E 2.56 83.8
F 2.21 131.3

a) Calcule los estimadores minimos cuadrados de la pendiente, el intercepto
para la ecuacion lineal de Y sobre X y dibujar la linea ajustada en un diagrama
de dispersion de los datos.

b) Pruebe la significancia de la pendiente de la linea ajustada.

c) ¢Qué informacion no se ha usado que puede mejorar la sensibilidad del
analisis?

d) ¢Cual es el intervalo de confianza del 90% para el verdadero promedio de
la tasa de crecimiento cuando el gas usado tiene un peso molecular de 100?
e) ¢Por qué seria inapropiado usar la linea ajustada para estimar la tasa de
crecimiento con un gas que tenga un peso molecular de 200?

f) Basado en la seleccion de los valores de X usados en el estudio; ¢como
criticaria lo adecuado de la prediccién obtenida en este experimento usando

la linea recta ajustada?
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Capitulo 4
El coeficiente de correlacion

y el analisis de regresion lineal

4.1. Introduccioén

En el analisis de datos por lo general se encuentran variables que estan
relacionadas entre si y dicha relacién es de interés para el investigador por lo
que se emplea el analisis de correlacion para determinar la magnitud y la
direccion de dicha relacion. Es importante entender que la relacion puede
mostrar una tendencia positiva y/o negativa, por lo que el coeficiente toma
valores entre — 1 <r < 1. Aunado a esta técnica se puede calcular la magnitud
de la relacion de las dos variables una llamada dependiente y la otra
independiente a través del andlisis de regresion lineal el cual calcula la
pendiente de la relacion como una tasa de cambio de una variable dependiente

al cambiar en una unidad la variable independiente.

4.2. Definicion de r

El coeficiente de correlacion es un estadistico muy usado, que no solamente

provee una medida de como dos variables aleatorias estan asociadas en una
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muestra, sino que tiene propiedades que se relacionan con el anélisis de
regresion de la linea recta. Definimos el coeficiente de correlacion muestral r

para dos variables X y Y por la expresion,

o Zi Xi¥im G KO YOI "

Zn X2 (Z Xl) Zn Yz (Z?=1 Yi)z

Una expresion equivalente para r que ilustra su relacion matematica con los
estimadores minimos cuadrados de la pendiente de una linea de regresion

ajustada es,

=S, @)

Tres importantes propiedades matematicas de r son:

1. Los posibles valores de r estan en el rangode-1a 1

2. El coeficiente de correlacion r es una dimension cuantitativa, es
independiente de las unidades de medidas de X y de Y.

3. Los valores de r pueden ser, positivos, negativos o cero, si f1, es

positivo, negativo o cero y viceversa.
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4.3. r como una medida de asociacion

En los supuestos estadisticos para el analisis de regresion lineal, se considero
anteriormente que la variable X no es aleatoria. No obstante, por lo general se
considera un problema cuando las dos variables X y Y son variables aleatorias.
La medida de r se puede interpretar como un indice de asociacion entre Xy Y
en el siguiente sentido:

1. Lo mas positivo de r es la asociacion mas positiva. Esto significa
que cuando r esta cercano a 1, un individuo con un valor alto para
una variable, tendra un valor alto para la otra y un individuo con un
valor bajo para una variable, tendra un valor bajo para la otra
(Figura 4.1.a).

2. Lo més negativo de r es la asociacién méas negativa; un individuo
con un valor alto de una variable, tendré un valor bajo para la otra,
cuando r esta cercano a -1 e inversamente (Figura 4.1b).

3. Si r esta cercano a cero, existe poca o0 baja asociacion lineal entre
XyY (Figura4.1c).

119



v rcercanoal r| rcercanoa-1 v rcercanoa0

(a) X ) X (<)

Figura 4.1. Coeficientes de correlacion como una medida de asociacién.

Puesto que r es un indice obtenido de una muestra de n observaciones, puede
ser considerado como un estimador de un parametro poblacional
desconocido. Este pardmetro desconocido se denomina coeficiente de
correlacion poblacional y por lo general se denota por pyy 0 simplemente por
p 'Y es claramente entendido que dos variables estan involucradas. Por lo que

aqui solamente usaremos p para evitar confusion.

“El pardmetro pyy Se define como; pxy = ox/oxoy, donde ox y oy
denotan las desviaciones estandares poblacionales de las variables
aleatorias X y Y y donde oxy Se denomina covarianza de Xy Y. La
covarianza oxy €S un pardmetro poblacional que describe la cantidad

promedio que dos variables “covarian”.
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4.4.ry la fuerza de la relacion con la linea recta

Para iniciar y definir qué estamos pensando por la fuerza de la relacion lineal
entre X y Y, primero consideramos que el predictor de Y sera X. EI mejor
predictor en este caso simplemente sera Y la media muestral de la variable Y.
La suma de cuadrados de las desviaciones asociadas con el predictor Y esta

dado por la expresion,

SCy =31, (Yi-Y)? 3)

Ahora si la variable X, toma cualquier valor para predecir la variable Y, la
suma de cuadrados de residuales dado por,

SCerror = 2?:1(Yi - ?i)z (4)

Sera considerablemente menor que SCv. Tal que el modelo de minimos
cuadrados, ¥ = o + f1X ajusta mejor los datos que la linea horizontal ¥ = Y
(Figura 4.2). Una medida cuantitativa del mejoramiento del ajuste obtenido
usando X es dado por el cuadrado del coeficiente de correlacion muestral r,

que es obtenido por,

_ 5Cy—SCg
SCy

R? ()
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La cantidad naturalmente varia entre cero y uno ya que r varia entre -1y 1.

Y

X

Figura 4.2. Prediccion de Y usando y no usando X.

El valor més grande que R? puede tomar es 1, que ocurre cuando f1, no es
cero y cuando la SCerror = 0 (cuando existe una linea perfecta positiva o
negativa entre la relacion de X y Y). Por perfecta, entendemos que todos los
puntos caen sobre la linea recta ajustada. En otras palabras, cuando Y= Y;

para toda i, entonces tenemos (Figura 4.3).
SCerror = Z?zl(yi - Yvi)2
Tal que

_SCy—SCerror _ SCy _
SCy SCy

R? 1 (6)
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¥ r2=1,[§1>0 ¥ r2=_1'[§1<0

M

X X

Figura 4.3. Ejemplos de asociaciones lineales perfectas.

El valor més pequefio que R? puede tomar es cero. Este valor indica que no
existe un poder predictivo apropiado al usar X; esto es, SCerror = SCv. Ademas,
recordando en regresion lineal, vemos que un coeficiente de correlacion de
cero, implica una pendiente de cero y consecuentemente, la ausencia de

cualquier relacion lineal.

4.5. Lo que no mider

Hay dos malas concepciones comunes de r (0 equivalentemente, acerca de
R?) que ocasionalmente permiten al investigador hacer interpretaciones

espurias acerca de la relacion entre X y Y:

A).- R? no es una medida de la magnitud de la pendiente de la linea de

regresion. Esto es, si el valor de R? es alto, no necesariamente significa que
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la magnitud de la pendiente 31 es grande. Esto se ilustra en la Figura 4.3. Note
que R? es igual a 1 en ambas partes, no obstante el hecho de que las pendientes

son diferentes. Otra manera de mirar esto viene del hecho de que,

A, S
B2 = é , cuando R? =1 (7)

Si dos conjuntos de datos diferentes tienen la misma cantidad de variacion X,
pero el primer grupo tiene menos variacion de Y que el segundo grupo, la
magnitud de la pendiente para el primer grupo sera mas pequefio que para el

segundo.

B).- R? no es una medida de lo apropiado del modelo de linea recta. Note que
R%=0 en los incisos a y b de la Figura 4.4. No existe evidencia de ninguna
asociacion entre Xy Y en () y fuerte evidencia de una asociacion no lineal en
(b). También note que R? es alta en los incisos (c) y (d) solo en (c) el modelo

de linea recta es apropiado, pero en (d) es completamente inapropiado.
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a) = ) x

Ejemplos cuando r> =0

(<) x () b

Figura 4.4. Ejemplos mostrando valores de R? altos.

4.6. Prueba de hipdtesis e intervalos de confianza para el coeficiente de

correlaciéon

Investigadores interesados en la asociacion entre dos variables X y Y a

menudo, desean una prueba de la hipotesis nula Ho: p = 0.
4.6.1. Pruebade Ho: p=0

Una prueba de Ho: p = 0 es equivalente matematicamente a probar la hipdtesis

Ho: B1 = 0 para la pendiente de la linea recta. Esta equivalencia es sugerida

., o A rS T . .
por la expresion ;= po—y yp1= S—y , que indica que P1 €s positivo, negativo o
X X

cero, asi como p, es positivo, negativo o cero por lo que existe una relacion
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analoga entre A1y r. El estadistico de prueba para la hipétesis Ho: p =0, puede
ser escrito en términos de r y n, ya que se puede aplicar la prueba sin tener la

linea ajustada. El estadistico de prueba es dado por la expresion, T = (r

Vn —2)/V1 —r2 el cual tiene una distribucion t-student con n — 2 grados de

libertad, cuando la hipétesis nula Ho: p = 0 es verdadera. También se puede

oy . . . A 1 .
utilizar la siguiente expresion. T = [1Sx fn—s—, cualquiera de las dos
y/x

expresiones da el mismo resultado.
4.6.2. Intervalos de confianza para p

Un intervalo de confianza del 100(1 - a) % para p, puede ser obtenido

utilizando la transformacion Z de Fisher. Primero, se calcula un intervalo de
confianza de 100(1 — a) % para el parametro % In[(1 +p)/(1-p)]usando la
siguiente expresion, % In g * Z1.apWn — 3, donde Z: _q» €s asignado por

el investigador.

Por lo anterior denotamos por L. el limite inferior del intervalo de
confianza y por Uz, el limite superior. Entonces para determinar los valores
de L,y U..

Lz=%ln L+L)/(L-L,) y uz=%|n (L+U,) /(1 -Up) ®)

El intervalo de confianza del 100 (1 — o)) % es de la forma,
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Lo<p<Up

Utilizando los datos de la presion y la edad de las personas (Ejemplo 1 del

Capitulo 1) tenemos, que r = 0.66 y n = 30, entonces,

% In (1 +0.66) /(1 — 0.66) + 1.96 / 30 — 3

0.793 +0.377

Entonces el limite inferior L, = 0.416 y el limite superior de U, = 1.170, esto

es,
0.416 < % In (1 +p) (L—p)<1.170

Para transformar esto a un intervalo de confianza para p, determinamos los

valores de L, y U,, que satisfacen,

0.416 = % In(L+Ly)/(1-L)

1.170 = % In(1+U,)/(1-U,)

Usando la Tabla G del anexo, vemos que el valor de 0. 416 corresponde a un

r cercano a 0.394, tal que L, = 0.394. De igual manera vemos que el valor de
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1.170 corresponde a un r cercano a 0.824, tal que U, = 0.824. Por lo que el
intervalo de confianza del 95% para p est& dado por.
0.394 <p<0.824

En donde se considera se encuentra el valor verdadero del parametro p.

4.7. Prueba de hipdtesis para dos Correlaciones

Se tienen dos muestras aleatorias independientes de tamafios n1 y nz que son
seleccionadas de dos poblaciones. Ademas se puede suponer que es de interés
probar Ho: p1= p2 versus Hi: p1 # p2. Una prueba estadistica apropiada puede
ser desarrollada basada en la seccion anterior. También se considera la
situacion donde las correlaciones muestrales que son comparadas son
calculadas utilizando el mismo grupo de datos, en cada caso, estas
correlaciones muestrales estan correlacionadas entre ellas mismas. En cada
poblacién se cumplen los supuestos del analisis de regresion, incluyendo el
de normalidad.

Una prueba aproximada de Ho: p1 = p2, se puede basar en las
transformaciones de Z de Fisher. Sea ry la correlacion calculada usando n:
observaciones de la primera poblacion y sea r» la correlacion muestral de la

segunda poblacion. Entonces sea
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zlzgln @L+r)/ (L-11) 9)

22:%|n (L+r2)/ (1-r2) (10)

Para probar Ho: p1 = p2, podemos calcular el estadistico de prueba

1 1
n1_3 n2—3

Z=(Z1—-2,)1 \/ (11)

Para tamafos de muestras n1 y nz grandes, este estadistico de prueba tiene

aproximadamente una distribucion normal estandar, cuando Ho es verdadera.

Las siguientes regiones criticas para la significancia del nivel o, son usadas.
Z > 714 (prueba de la cola superior para la alternativa Hi: p1 > p2)
Z < -71_q(prueba de la cola inferior para la alternativa Ho: p1 < p2)
|Z > z1-an (prueba de dos colas para la alternativa Hi: p1 # p2)

Un ejemplo para aplicar los procedimientos anteriores.

Deseamos probar la hipotesis Ho: p1 = p2 versus Hi: p1 # p2

Los datos de las dos poblaciones son:

rn=0.22,n1=30yr>=0.342 y n, = 30.
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Entonces.

Zy=21n (1+0.22)/(1-0.22) = 0. 2337

Zp=—In (1 +0.342) /(1-0.342) = 0. 3564

Por lo anterior el estadistico de prueba es,

Z = (0.2237 — 0.3564) / /# + ——=-0.488
30-3 30-3

Paraun o= 0.01, tenemos que el Zo.o0s = 2.576

Por lo que no se rechaza la hip6tesis nula, las dos correlaciones son

aproximadamente iguales.
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4.8. Ejercicios

4.1 Examine los cinco pares de datos en la siguiente tabla.

i 1 2 3 4 5
Xi -2 -1 0 1 2
Yi 4 1 0 1 4

a) ¢Cual es la relacién matematica entre X y Y?

b) Demuestre que para la linea recta de regresion de Y sobre X, $1 = 0.

c) Demuestre que r = 0.

d) ¢Porqué no existe relacion aparentemente entre X y Y, como se demostrd

con los estimadores de B1y p?

4.2 Considere los datos de la tabla.

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Xi 1 1 1 2 2 2 3 3 3 20
Yi 1 2 3 1 2 3 1 2 3 20

a) Calcule el coeficiente de correlacion muestral, r.

b) Use el estadistico T> = r vr — 2 / V1 — r2, para probar Ho: p = 0 versus
Hi: p #0.

c) No obstante, las conclusiones obtenidas en el inciso (b); ¢porqué es
incobmodo que concluyas que las dos variables estan linealmente

relacionadas?
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4.3 Suponga que en un estudio de la variacion geogréafica de una cierta especie
de leopardo, se tomo la media de la longitud de la tibia (U) y la longitud media
del tarso (V) en una muestra de 50 ejemplares de 10 diferentes regiones del

sureste mexicano, obteniéndose los siguientes resultados.

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
U, 7500 7164 7512 8544 7380 7.860 7.836 8.100 7.584 7.344
V;V 1680 1596 1.680 1908 1.632 1.752 1776 1.860 1.692 1.680

a) Calcule el coeficiente de correlacion entre la longitud del tarso y la tibia.

b) Construya un intervalo de confianza del 95% para p.

4.4 En una muestra de 23 adultos hombres la correlacion entre la medida total
de hemoglobina medida de una puncién en uno de los dedos de la mano, fue
de 0.82. Para una muestra de 32 mujeres de edades similares la correlacion
fue de 0.74. Las dos muestras de cada persona fueron recolectadas con una
hora de diferencia. Asumir que los supuestos de regresion lineal se cumplen.

a) Pruebe la hip6tesis de que las dos correlaciones poblacionales son iguales.
Use una prueba de dos colas. ¢Qué puedes concluir?

b) Repita el inciso (a) con una prueba de dos colas para probar si la correlacion
de las mujeres es mas baja que la de los hombres. ;Qué concluye?

c) Asuma que el investigador plane6 conducir una prueba de una cola de la
hipdtesis de que la correlacion para las mujeres es més alta que la de los

hombres. ¢Qué prueba haria? ;Que puedes concluir?
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4.5 El secretario académico de una universidad administré una prueba a todos
los estudiantes de nuevo ingreso. Una nueva version de la prueba es aplicada
por la empresa evaluadora. Para aplicar la nueva prueba el secretario
académico seleccion6 121 estudiantes de nuevo ingreso y aplica las dos
pruebas. Al final del primer afio escolar el secretario correlaciona los dos
puntajes y con el promedio obtenido en el primer periodo, denotando con 1 la
version vieja, con 2 la nueva version y con G el promedio del primer periodo

escolar. Esto es,

riz=0.6969 rig=0.5514 r,c=0.4188

Pruebe la hipotesis de que las dos versiones de la prueba estan igualmente
correlacionadas con el promedio final del primer afio. Use una prueba de dos
colas con un a = 0.01. Asumir que se cumplen todos los supuestos de la

regresion lineal.

4.6 Calcule e interprete el coeficiente de correlacion para las calificaciones

de 8 estudiantes seleccionados al azar de un grupo de ingenieros agronomos.

Calificacion de
matematicas
Calificacion. de
Ecologia

92 72 80 74 65 83 90 88
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4.7 Pruebe la hipotesis de que p = 0 para el ejercicio anterior. Utilice un o =
0.05.

4.8 Los siguientes datos se obtienen de un estudio de la relacion entre el peso

y tamafio del térax de recién nacidos.

Peso(kg) 2.75 2.15 441 5.52 321  4.32 2.31 4.30 3.71

Tamafo 95 o963 322 365 272 277 283 303 287
de torax

a) Calculerr.
b) Pruebe la hipotesis nula de que p =0 con un a = 0.01.
c) ¢Qué porcentaje de la variacion en los tamafios del térax de los recién

nacidos se explica por la diferencia de pesos?

4.9. Las cantidades de so6lidos eliminados de un material quimico, cuando se
expone a periodos diferentes de secado son los siguientes.

Horas(x) 4.4 45 4.8 5.5 5.7 5.9 6.3 6.9 7.5 7.8
Gr(y) 131 9.0 104 138 127 9.9 138 164 176 183

a) Calcule el coeficiente de correlacion muestral.
b) Pruebe la hipotesis de que p = 0.5 contra la alternativa de que p > 0.5.

Utilice el valor de p para la conclusion.
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4.10 El departamento de medicina veterinaria de la universidad de Virginia

analiz6 datos de marmotas normales. Las variables de interés fueron el peso

del cuerpo en gr y el peso del corazon (en gr). Se desea conocer la relacion

entre las dos variables. Los datos son:

CZE?:L 4050 | 2465 [ 3120 [ 5700 | 2595 | 3640 | 2050 | 4235 | 2935 | 4975 | 3690 | 2800 | 2775
P. del 1121124 (105|132 98 | 11.0( 108|104 (122112 |108 | 142|122

corazon

a) Calcule e interprete el coeficiente de correlacién muestral.

b) Pruebe la hipodtesis de que p = 0.75 contra la alternativa de que p > 0.75.

Use un valor de o= 0.01.
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CAPITULO5

El modelo de regresion multiple

5.1. Introduccioén

El analisis de regresion multiple puede ser observado como una extension del
analisis de regresion de linea recta, para las situaciones en dénde se
involucran més de una variable independiente. Aqui se describe el método de
regresion multiple, se establecen los supuestos requeridos y se describen los
procedimientos para la estimacion de los pardmetros importantes, explicando
como hacer e interpretar la inferencia de estos parametros desarrollando
ejemplos que ilustran el uso de la técnica del analisis de regresion mdltiple.
Sin embargo, antes de proceder, es importante mencionar que el modo de
trabajar con varias variables independientes simultaneamente en un analisis
de regresion es considerablemente mas dificil que procediendo con una sola

variable independiente, por las siguientes razones.

1. Es maés dificil seleccionar el mejor modelo, ya que algunas veces
hay varios candidatos razonables,
2. Es mas dificil visualizar lo que se observa en el modelo ajustado

(si hay mas de dos variables independientes), puesto que no es
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posible graficarlo directamente en mas de tres dimensiones cada
uno de los datos o el modelo ajustado.

3. En algunas veces es mas dificil interpretar el significado del mejor
modelo ajustado en términos de veracidad.

4. Los célculos son virtualmente imposibles sin acceso a una
computadora de alta capacidad de procesamiento de datos y un

software confiable.

5.2. Modelos de Regresion Multiple
Un ejemplo de un modelo de regresion multiple es dado por cualquier
polinomio de segundo orden o de mayor orden. La adicidn de términos de alto
orden al modelo puede ser considerado como equivalente a la adicién de
nuevas variables independientes. Entonces si denotamos a X como Xz y a X?
como Xz, el modelo de segundo orden es

Y =Bo+P1X +P2X>+¢ 1)

Puede ser reescrito como

Y =Bo+ PuXs+ P2X2 + € (2)
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De esta forma, en regresion polinomial tenemos una sola variable
independiente base, los otros son simples funciones matematicas de esta
variable basica. En muchos problemas de regresion mdltiple, el nimero de
variables independientes basicas puede ser mayor a una. La forma general de

un modelo de regresion para k variables independientes es dado por

Y =Bo+ B1X1+ PaXo+ PaXz+ ...+ PXk + € (3)
Donde Bo, B1, B2, B3, ... Pk, Son los coeficientes de regresion que deben ser
estimados. Las variables independientes X1, X2, X3, ..., Xk, pueden ser todas

variables béasicas, o algunas pueden ser funciones de unas pocas variables

bésicas y ¢, el término de error.

5.3. Descripcion del Modelo y supuestos

Considerar un experimento en gue los datos generados son del tipo:

y X1 X2 Xk
Y1 X11 X21 Xk1
Y2 X12 X22 Xk2
Yn X1n Xon Xkn

Cada hilera de este arreglo representa un dato-punto. Si el investigador esta

dispuesto a asumir que la region de las x esta definida por los datos, yi esta
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relacionada aproximadamente de forma lineal con las variables regresoras,

entonces la formulacion del modelo esta dado por,

Yi = Bo + PuXai + P2Xoi + BaXzi + ... + PrXki + € (4)

Como en el caso de una regresion simple, €i es un error del modelo, que se
asume que no esta correlacionado de observacion a observacion, con media
cero y varianza constante ¢2. Ademas, las variables x no son aleatorias y son
medidas con un error muy pequefio (despreciable). EI modelo de regresion
lineal maltiple representa una desviacion del modelo de regresion lineal
simple discutido anteriormente. No podemos mostrar los datos facilmente en
una grafica. El significado de los Bj en el modelo anterior (4) requieren de
mayor discusion y una extension grafica del procedimiento de minimos
cuadrados es mas complicado y requiere mas desarrollo. Existe por lo general
confusién en algunos cientificos que realizan modelacion estadistica sobre el

significado del término lineal.

5.4. ¢ Qué es un modelo lineal?

El investigador necesita entender las diferencias entre un modelo lineal y un

modelo que no es lineal.
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Un modelo lineal se define como un modelo que es lineal en los
parametros; esto es, lineal en los coeficientes, los 8’s, en el modelo

anterior.

Aqui trataremos con modelos lineales. Consideramos la situacion en la cual
el investigador desea construir un modelo de la relacién entre Y y X pero la
relacion es por ejemplo polinomial. Este es un ejemplo de un modelo lineal.

Por ejemplo, un modelo cuadratico en X (pero lineal en las B’s) esta dado por,

Y =Bo+ PiX + P2X2+ ¢ )

Otro ejemplo de un modelo lineal es el que contiene interacciones entre un

par de variables regresoras. Esto es,

Y = Bo+ PrX1 + P2Xz + P12Xe1 X+ € (6)
En algunas aplicaciones existe la necesidad de aplicar transformaciones a las
variables regresoras. Por ejemplo, considerar el caso de tres variables
regresoras Xi, X2, Xa. El siguiente es un modelo lineal en el que se hace la

transformacion logaritmica en cada una de las variables.

Y = Bo + BaInXz + PaInXz+ BalnXz + & (7
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En cada uno de los tres ejemplos se puede hacer transformaciones en la
variable regresora pero el modelo continta siendo lineal en los parametros.
La variable respuesta Y, también es susceptible de transformaciones. Por
ejemplo, el investigador puede estar interesado en usar una transformacion
logaritmica para Y, asi como una transformacion del reciproco de X1 y Xo.

Como resultado se tiene el modelo lineal escrito como,
1 1
Iny=Bo+Pi(7) +P2(x) +e (8)
X X5

Todos los modelos descritos aqui, son modelos lineales por definicion. Es
importante notar que el analista de datos ajusta modelos a datos
transformados. Ademéas esperamos dejar claro que el procedimiento de
regresion lineal multiple, se aplica donde las variables involucradas no estan
en su forma natural.

En este punto el lector, puede investigar, qué clase de ejemplos se
pueden considerar en la categoria de modelos no lineales. Dado una respuesta
Y con dos variables regresoras, Xi, Xz, se pueden construir ejemplos de

modelos no lineales, como,

Y =PBo+ BiX;t +PaX)? +g 9)
_ Bo
Y= 14 P1X1tB2X2) T e (10)
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El primer modelo (9) contiene cinco parametros y el segundo (10) contiene
tres pardmetros. En ambos casos, los parametros estan en el modelo de una

manera no lineal.

5.5. Interpretacion del modelo y sus parametros

Una tarea importante del andlisis de regresion es el estimar los B’s del modelo.
Los B’s son por lo general los coeficientes de regresion parcial. Con esto
queremos decir que un modelo de regresion multiple con parametros, B1, B2,
y B3 se puede interpretar que, B1 es el cambio esperado en la respuesta
(positiva o negativa) por unidad de cambio en X1, manteniendo constantes las
otras X’s. Interpretaciones similares son dadas a los otros f’s. Es
completamente simple tratar con la interpretacion del modelo de regresion
lineal simple. En el caso de la regresion lineal multiple, la interpretacion del
modelo es una extension interesante.

Considere la Figura 5.1, que muestra datos de una regresion
verdadera, en un plano de regresion. Los €’s son distancias verticales al plano
y los puntos en el plano representan la respuesta esperada. Los coeficientes
de regresion B1 y B2 son las pendientes del plano de regresion en la direccion
de X1y Xz respectivamente. El intercepto o, Se muestra en la Figura 5.1.
Obviamente el propdsito del analisis de regresion es estimar los tres

parametros y por lo tanto estimar el plano de regresion poblacional.
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Figura 5.1. Regresion lineal maltiple con dos variables independientes.

5.6 El modelo lineal general y el procedimiento de minimos cuadrados
Una vez mas consideramos el procedimiento de minimos cuadrados para la
estimacion de los parametros del modelo. Es conveniente introducir el

modelo general en su notacion matricial. EI modelo puede ser expresado
como,

y=Xp+e (11)
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donde

y=[yuVYz2Ys .. Yn]T B = [Po, Pz, B2, B3, ..., Bk]T e =[e1, €2, €3, ..., &)

1 X11 Xo1 ..., Xk1
1 X12 X22 ..., Xk2
1 X13 X23 ..., Xk3

1 X1in X2n ...,an

La matriz X tiene una dimension de n x p, donde p = k +1 que denota el
numero total de parametros en el modelo. La j-ésima columna de X contiene
lecturas de la variable regresora X; medida con un error despreciable. Esta
matriz es la matriz de los datos, que algunas veces suele Ilamarse matriz
disefio o matriz del modelo. La matriz X muestra los datos de las regresoras y
en los casos del disefio experimental se considera que los niveles de las
variables regresoras son planeados. Sin embargo X es una funcion del modelo.
Para el caso de lectores que no estan familiarizados con el uso de la notacién

matricial en regresion es recomendable una pequefia capacitacion al respecto.
5.6.1. Desarrollo del procedimiento de minimos cuadrados

Los estimadores 8 para los coeficientes de regresion en P, es el vector que

satisface,
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oL
a5 WV- XB)'(y-Xp)]=0 (12)

Tenemos el modelo general Y = Xp + ¢, que de acuerdo al procedimiento de
minimos cuadrados se despeja el vector de los errores se suman y se eleva al

cuadrado, que en notacion matricial se denota por: L = £7¢

L=[(y-XB)" (y-XB)] (13)

oL
55 =~ XB) (y - XB)] =0

Aqui, la expresion (y — XB)" (y — XP), representa la suma de cuadrados de
residual. Donde el superindice T representa a la matriz traspuesta en la suma

de cuadrados. Obteniéndose la derivada parcial anterior, tenemos,
(- 2XTy + 2XTXB) =0

las ecuaciones minimos cuadrados normales son
(X™X)B = X"y

asumiendo que X es de rango completo se tiene la solucion al modelo
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B =(X"X)* Xy (14)

La matriz (X"X) de la ecuacion anterior es simétrica (k + 1) x (k + 1) cuyos
elementos de la diagonal son las sumas de cuadrados de los elementos en la
columna de la matriz X y cuyos elementos de la diagonal superior son las
sumas de productos cruzados de elementos en la misma columna. La
naturaleza de (XTX) juega un papel importante en las propiedades de los
estimadores de B y por lo general son grandes factores en el éxito (o fracaso)

de los cuadrados minimos ordinarios, como un procedimiento de estimacion.

5.6.2. Estimacion de ¢?

Es necesario obtener un buen estimador de o? en la regresion multiple. Este
estimador se usa en la prueba de hip6tesis o en la evaluacion de la calidad del
modelo.

Discutimos el estimador y consideramos la identidad de la particion
de los grados de libertad total en la regresion lineal maltiple. La suma de
cuadrados de regresion SCregresion €xplica la variacion para el modelo de k

términos. Entonces la particion de los grados de libertad totales es,

n-1=k+Mn-k-1) (15)

El estimador insesgado s?, expresa la variacion en los residuales, es decir,

variacion de la regresion y = X con el denominador, ahora sera n — p, donde
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p es el numero de parametros estimados. En la notacion del modelo general,

p =k + 1. Como un resultado tenemos,

1 ~
§ = Din (Y- 1)’ (16)

Donde ¥; es la respuesta predicha o ajustada al i-ésimo dato. Como en la
regresion lineal simple, este estimador del cuadrado medio residual expresa
la variacion natural o la varianza del error experimental y es un estimador
insesgado, asumiendo que el modelo postulado y ajustado es el correcto.
Podemos notar que un cambio en el modelo via eliminacién de términos del
modelo incrementa la SCresiduales Y también incrementa, n — p, los grados de
libertad de los residuales. Entonces el estimador muestral, s?, puede 0 no
aumentar. Adicionando variables regresoras puede reducir o incrementar s2.
Por lo general la suma de cuadrados del residual sirve méas que un simple
estimador de la varianza del error. Muchos analistas de datos lo usan (en un
sentido comparativo) como un criterio de seleccion del modelo, para
discriminar entre modelos en competencia, es decir, se favorece el modelo

con un cuadrado medio residual mas pequefio.

5.6.3. Geometria de los minimos cuadrados

Para los que tienen un amplio campo en geometria vectorial, es practicamente

simple entender la geometria del procedimiento de minimos cuadrados.
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Ademas, la identidad de la suma de cuadrados para regresion lineal multiple
se puede ilustrar. Considere la Figura 5.2, que muestra una situacion de
regresion con n = 3 observaciones y p = 2 parametros. El sistema de ejes
tridimensionales mostrado estd en un espacio y-observaciones. El vector y
representa el vector de observaciones en el espacio. El plano dimensional de
la figura es el espacio de estimacion. Por el espacio de estimacion
entendemos, el espacio que contiene los puntos de la forma x3, donde 3, es
un estimador del vector . Consideramos el punto y*, como un punto
candidato arbitrario en el espacio de estimacion. Ahora, ;cuél punto en el
espacio de estimacion produce una y para la cual la suma de residuales es
minima?

La distancia cuadrada de y* a y es seguramente (y — y*)" (y — y*) 0
sea, y* = xf la distancia cuadrada sera, entonces, (y - x8)" (y - x/3). Entonces
el procedimiento de minimos cuadrados se aplica cuando, seleccionamos el

punto en el espacio de estimacidn que minimiza esta distancia cuadrada.
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y1

Espacio de estimacidn

AED

y2 Y*
Figura 5.2. La geometria del procedimiento de minimos cuadrados.

Es obvio que esto acompaiia al punto y cuando trazamos una perpendicular de
y al espacio de estimacién. Ahora, sabemos que cuando hacemos esto, este

vector mas corto y - y debe ser tal que, X" (y — ) =0 usando la notacion 9 =

Xp, para este punto, €s,
xT(y-xp)=0 (17)
Ahora es muy simple visualizar que este resultado implica que 3 es dado por

(x"™x)B =xTy (18)
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Que representa las ecuaciones normales con las soluciones, con estimadores

minimos cuadrados.

5.7. Propiedades de los estimadores minimos cuadrados bajo condiciones

ideales

Aqui es importante recordar que las condiciones ideales del modelo general

son:

a. Los ¢ tienen media cero (la forma del modelo funcional es
correcta),
b. Los & no estan correlacionados y tienen varianza comin G2

(varianza homogénea)
Seria anticipado realizar pruebas de hipotesis de los B’s, ya que se tiene que
considerar el supuesto de normalidad de los &i. Revisamos este supuesto para
considerarlo en la discusion de las propiedades del vector 3.

5.7.1. Sesgo y propiedades de varianza de los parametros estimados

Bajo la condicion de que la E (&) = 0, entonces 8 es un estimador insesgado

de B. Esto se puede verificar facilmente, ya que E (y) = Xp y X no es aleatoria,
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E (xX)"xTy = (XX XTE () = (x™)'x"xp = B (19)

Es conveniente expresar el vector de estimadores 8, en términos de los

coeficientes verdaderos, los B’s. Podemos escribir,

P

B=B+Re (20)

donde

R=(x"x)tx

Para la varianza o las propiedades de dispersion de £, podemos ver la matriz
de varianza-covarianzas E (8 — B) ( — B)" y considerar el supuesto (b). Por

lo que la matriz de varianza-covarianza de 3 es dada por,

Var (f) = o? (x"x)* (21)

Podemos notar que la varianza de los coeficientes aparece en los elementos
de la diagonal de (x"x)? aparte de la varianza del error 6%. Similarmente la
covarianza entre los 3’s aparecen como los elementos de la diagonal superior
de la misma matriz. Para los casos de las condiciones a y b, pero sin asumir

normalidad de los &i, establecemos una importante propiedad 0ptima para los
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estimadores de minimos cuadrados de B. El resultado es el teorema de Gauss—

Markoff.

En el caso del modelo generaly = xB + ¢, sila E (¢) = 0y la Var (g)
= ¢°l (matriz de varianza-covarianza) entonces los estimadores
obtienen varianza minima de la clase de estimadores lineales

insesgados.

A menudo se establece que los estimadores minimos cuadrados son MELI
(mejor estimador linealmente insesgado). El término “mejor” aqui es usado

en el sentido de minima varianza.

5.8. Supuestos en Regresion Multiple

En secciones anteriores describimos el problema de regresion maltiple con
alguna generalidad y también se mencionan algunos supuestos que estan

involucrados. Ahora se pueden establecer estos supuestos mas formalmente.

e Supuesto 1 Existencia. Para cada combinacion de valores de las
variables independientes Xi, X2, X3, ..., Xk, Y €s una variable
aleatoria con una cierta distribucién de probabilidad con una media

y varianza finita.
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e Supuesto 2 Independencia. Las observaciones Y son estadisticamente
independientes una de otra.
e Supuesto 3 Linearidad. El valor medio de Y para cada combinacién

especifica de X1, X2, X3, ..., Xk es una funcion lineal de X1, X2, X3,

.oy Xk; €StO €5
My /X, XX, = Po+ PiXa+ PaXa + PaXs + ..., + PieXi (22)
o0 también
Y =Bo+ BaXy + PB2Xz + PsXs + ..., + PuXk + € (23)

Donde ¢ es el componente de error que refleja la diferencia entre una
respuesta observada individualmente Y y la respuesta promedio verdadera

My /x, X,.X5...x,.- POdeMOs hacer algunos comentarios adicionales.

a. Lasuperficie descrita en la primera ecuacion es denominada la
ecuacion de regresion (superficie de regresion).

b. Sialguna de las variables independientes son funciones de alto
orden de unas pocas variables independientes basicas (es decir;
X3 = X2, X5 = X1X2), la expresion Po + B1X1 + B2Xo + PaX3 +
... + PXk es realmente no lineal en las variables béasicas (de

aqui el término superficie méas que un plano).
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c. Asi como en la regresion de linea recta, € es la cantidad por la
cual cualquier respuesta observada individualmente se desvia
de la superficie de respuesta. Entonces, € es el componente del
error en el modelo.

e Supuesto 4 Homocedasticidad. La varianza de Y es la misma para

cualquier combinacion fija de Xz, X2, X3 ..., Xk; esto es,
OF 1 %o, OYIX1, X2, X3, Xy = Var (Y] X, Xz, X3, ..., Xi) = 6

a esto se le denomina el supuesto de Homocedasticidad.

Este supuesto se puede ver muy restrictivo. Sin embargo, como mencionamos
antes, en la discusion del supuesto en el analisis de regresion de linea recta,
la heterocedasticidad de varianza debe ser considerada, solamente cuando los
datos muestran desviaciones muy obvias y significativas de la homogeneidad.
En general desviaciones suaves o pequefias no tendran un efecto adverso

sobre los resultados.

Supuesto 5 Normalidad. Para cualquier combinacion fija de X1, X2, X3, ...,

Xk, la variable Y estd normalmente distribuida, en otras palabras,

Y ~ N (Uy/x, X, X5, X1) (24)
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Este supuesto no es necesario para el ajuste de minimos cuadrados del modelo
de regresion, pero se requiere, para hacer la inferencia. En este sentido, las
pruebas paramétricas de hipotesis y de intervalos de confianza del andlisis de
regresion son robustos en el sentido de que solamente desviaciones extremas
de la distribucion de normalidad de Y pueden dar resultados engafiosos. Este

supuesto esté basado en la evidencia tedrica y experimental.

5.9. La Tabla del ANVA en regresion multiple

Como se establecio con laregresion lineal simple, una tabla de ANVA, puede
ser usada para definir un resumen total de un andlisis de regresion multiple.
La forma particular de una tabla de ANVA, puede variar, dependiendo de
cémo las contribuciones de las variables independientes son consideradas (es
decir, individualmente o colectivamente en alguna forma). Una forma simple
refleja la contribucién que todas las variables independientes consideradas
colectivamente hacen para la prediccion.

Como podemos observar en la Tabla 5.1, la suma de cuadrados totales
SCrotales = Y=, (Y; — Y)?, representa la variabilidad total en las observaciones
de Y antes de contar con el efecto conjunto de todas las variables
independientes consideradas. EI término SCerror =Y., ( Y; —¥;)? es la suma de
cuadrados del residual ( o la suma de cuadrados debido al error) y representa
la cantidad de variacion de Y que no es explicada después de que la variable

independiente ha sido usada en la ecuacion de regresion para predecir Y.
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Finalmente SCiotal — SCerror = SCregresion , S€ Ilama la suma de cuadrados de
regresion y representa la variacion explicada (mide la reduccion de la
variacion) debido a las variables independientes en la ecuacion de regresion.

Entonces tenemos la particion,

Suma de Cuadrados Totales = Suma de Cuadrados de regresion +
Suma de Cuadrado de residual

La columna de grados de libertad, da los correspondientes grados de libertad.
Los grados de libertad para la regresion es k (el numero de variables
independientes en el modelo), los grados de libertad del residual esn—k - 1
y los grados de libertad para la suma de cuadrados totales es n - 1. La columna
de cuadrados medios contiene, el término de cuadrados medios, se obtiene,
dividiendo la suma de cuadrados por sus correspondientes valores de grados
de libertad. La razon F es obtenida dividiendo los cuadrados medios de
regresion por los cuadrados medios de residual, la interpretacion de esta razon
de F se discute mas adelante. EI R? en la tabla proporciona una medida
cuantitativa de qué tan bien el modelo ajustado que contiene las variables
independientes, predice la variable dependiente Y; la expresion para su

calculo es

SCresi
R2 = SCyopg  —residual (25)
SCtotal
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La cantidad R? esté entre los valores de 0 y 1. Si el valor es 1, decimos que el
ajuste del modelo es perfecto. Cuando el R? toma el valor de cero, significa
que el modelo ajustado es incapaz de explicar la variabilidad de Y. Siempre
ha sido verdad que R? se incrementa, en la medida que mas variables
independientes se adicionen al modelo. Note sin embargo, que un incremento

muy pequefio en R? puede ser estadisticamente no importante.

Tabla 5.1
La Tabla del analisis de varianza en regresién maltiple
Fuente de Grados de Sumas de Cuadrados o
variacion libertad cuadrados medios
Regresion k SCregresion SCregresion/K CMregresion/ CMerror
Residual n-k-1 SCerror SCerror/n—k -1
Total n-1 SCiotal

5.10. Prueba de hipétesis en regresion maltiple

En muchas areas cientificas tradicionales, la funcion principal de los modelos,
es determinar cual de las variables regresoras, tiene una influencia verdadera
sobre la variable respuesta Y. De igual manera se tiene que hacer una
investigacion preliminar para saber cuales factores, son verdaderamente
relevantes. Mientras que nuestro arsenal estadistico total es abundante para
manejar tal situacion, el analisis de regresion es la técnica seleccionada. Por
esto, es importante determinar cuales variables regresoras son responsables

de una variacion significativa en la respuesta Y.
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Una vez que se tiene un modelo ajustado y los estimadores de los
pardmetros de interés, se pueden responder preguntas acerca de la contribu-
cion de varias variables regresoras para la prediccion de Y. Consideramos tres

tipos basicos de preguntas, que son:

1. Una Prueba total. Tomando colectivamente a todo el conjunto de
variables independientes (o equivalentemente, al mismo modelo
ajustado) contribuye significativamente a la prediccion de Y?

2. Prueba para la adicion de una sola variable. ¢La adicion de una
variable independiente particular de interés adiciona significancia
a la prediccion de Y, que el obtenido, por las otras variables
independientes presentes en el modelo?

3. Prueba para la adicion de un grupo de variables. ¢La adicion de
algin grupo de variables independientes de interés, incrementa
significancia a la prediccion de Y, obtenida con las otras variables

independientes presentes en el modelo?

Estas cuestiones son tipicamente respondidas por la aplicacion de pruebas de
hipdtesis estadisticas. Las hipdtesis nulas para estas pruebas pueden ser
establecidas en términos de los parametros desconocidos (los coeficientes de
regresion) en el modelo. Las formas de estas hipotesis difieren dependiendo
de la cuestion. En las siguientes secciones, describiremos las pruebas
estadisticas apropiadas, para cada una de las tres cuestiones anteriores. Cada

una de estas pruebas puede ser expresada como una prueba F, esto es, la
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prueba estadistica tendra una distribucion F, cuando la hipotesis nula
establecida sea verdadera. En algunos casos, la prueba puede ser expresada
como una prueba t.

Un rasgo clave de la prueba F usado en analisis de regresion, es que

todas involucran una razon de dos estimadores de varianzas independientes,

~2
esto es, F = ;—0 Bajo el supuesto para el analisis de regresion lineal multiple

estandar dado anteriormente, el término 62 estima a 62, si Ho es verdadera; el
término 62 estima a o2, si Ho es verdadera o no. Las formas especificas de
estos estimadores de varianza seran tratados mas adelante. En general, cada
uno sera un término de suma de cuadrados que se puede encontrar en una
tabla de andlisis de varianza apropiado. Si Ho no es verdadera, entonces, &o?,
estima alguna cantidad mas grande que o2. Por lo que esperamos un valor de
F cercano a 1, si Ho es verdadera, pero mas grande que 1 si Ho no es verdadera.
El valor mas grande de F, significa que Ho no es verdadera. Otra caracteristica
general de estas pruebas, es que cada prueba puede ser interpretada como
una comparacion de dos modelos. Uno de estos modelos es el modelo
completo o total, el otro se denomina modelo reducido (esto es, el modelo en
el cual el modelo completo se reduce bajo la hipotesis nula).

Como un simple ejemplo considere los dos modelos,

Y =Bo+ PuXs+ P2X2 + € (26)
Y=ot piXite (@7)
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Bajo Ho: B2 = 0, el modelo completo se reduce al modelo mas pequefio. Una
prueba de Ho: B2 = 0, es esencialmente equivalente a determinar cuél de los
dos modelos es mas apropiado.

El lector puede notar, del ejemplo anterior, que el grupo de variables
independientes, en el modelo reducido (llamado, X1) es un subconjunto de las
variables independientes en el modelo completo (llamado, X1 y X2). Esta es
una caracteristica comun para todos los tipos basicos de prueba, descritas en
esta seccion. Suponga por ejemplo, que tenemos Ho: B1 = B2. Entonces el
modelo reducido se puede escribir como; Y = o+ X +econB=p1=P2y X
= X1 = Xa.

5.10.1. Prueba de significancia para la regresion total

Consideremos la primera cuestion, establecida anteriormente, una prueba

total para un modelo que contiene k variables independientes, es decir,

Y = Bo+ BuX1+ PaXo + PasX3z+ ...+ PXk t+ € (28)

La hipdtesis nula para esta prueba puede ser establecida generalmente como
Ho: “todas las k variables independientes consideradas juntas, no explican una
cantidad significativa de la variacion en Y”. De forma equivalente, podemos
establecer la hipdtesis nula como Ho: “no existe significancia en la regresion

total, usando las k variables independientes en el modelo”, o como, Ho: B1 =
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B2=Ps = ... =P« = 0. Bajo esta Gltima version de Ho, el modelo completo es
reducido a un modelo que contiene solamente el término intercepto Po.

Para aplicar la prueba, hacemos uso de las cantidades de los cuadrados
medios, calculados en la tabla del anélisis de varianza. Entonces, podemos

calcular el estadistico F como,

F= CMyegresion - (SCtotal ~SCresidual) /K (29)
CMyesidual SCresidual/(n—k-1)

Dénde SCrotal = X1 (Y; — ¥)? ¥ SCresiqual = 11 (Y; — ¥,)? son las sumas de
cuadrados totales y las sumas de cuadrados de residuales, respectivamente. El
valor calculado de F, puede ser comparado con el punto critico, Fin-«-1, 1-« CON
un valor de a seleccionado como nivel de significancia. Rechazamos la Ho, si
el valor calculado de F es mayor que el punto critico de la prueba. Asimismo
podemos calcular el valor-p, para esta prueba, como el area bajo la curva de
la distribucion Fk n-k-1, al lado derecho del estadistico F- calculado. También
se puede mostrar una equivalencia de calculo para el estadistico de prueba F,

en términos de R?, esto es,

F = (R¥K) / (1 - R}/ (n-k-1) (30)
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5.10.2. Prueba Parcial de F

Alguna informacion adicional importante, relacionada al modelo de regresion
ajustado puede ser obtenida presentando la tabla del analisis de varianza como

se muestra en la Tabla 5.2.

Tabla 5.2
Anélisis de varianza para el peso (Y) con la altura (X1), edad (X2) y (edad)? = X3
Componentes de Sumas de Cuadrados de regresion

Grados Sumas de Cuadrados 2
Fuente de . Fo R
. Cuadrados Medios
libertad
X1 1 588.92 588.92 19.67 **
Regresion Xal Xy 1 103.90 103.90 4,78 0.7802
XalX1, X 1 0.24 0.24 0.01 '
Residual 8 195.19 24.40
Total 11 888.25

** Altamente significativo

Lo que se ha hecho en esta presentacion es la particion de la suma de
cuadrados de regresion en tres componentes, con un grado de libertad cada

uno:

1. SC (X1) es la suma de cuadrados explicada, usando solamente X1
para predecir Y,
2. SC (X2/X1): la suma de cuadrados extra explicada, usando a Xz en

adicién a Xy para predecir Y.
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3. SC (Xa/X1, X2): la suma de cuadrados extra explicada, usando a X3

en adicion a X1 y Xz para predecir Y.

Podemos usar la informacion extra, en la tabla para responder a las siguientes

cuestiones.

a. ¢Ayuda X significativamente para predecir Y?

b. ¢Laadicion de Xz contribuye significativamente a la prediccion de
Y después de tomar en cuenta la contribucion de X;?

c. ¢La adicién de Xs, contribuye significativamente en la prediccion
de Y, después de tomar en cuenta las contribuciones de X1 y Xo?

Ya sabemos cémo responder la cuestion (a). Esto simplemente involucra el
ajuste de un modelo de regresion de linea recta, usando a X1, cdmo la Unica
variable independiente. El valor de 588.92, es la suma de cuadrados de
regresion para este modelo de regresion de linea recta. La suma de cuadrados
de residual para este modelo puede ser obtenida sumando: 195.19 + 103.90 +
0.24 = 299.33 con 10 grados de libertad. El estadistico F para probar si hay
significancia en la regresion de linea recta, cuando usamos solamente X, se
calcula por F = (588.92/1)/(299.33/10) = 19.67, el cual se compara con el
punto critico y tiene un valor de p < 0.01, esto es, Xi, contribuye
significativamente en la prediccion lineal de Y.

Para responder las cuestiones b y c, podemos usar lo que

denominamos prueba de F —parcial. Esta prueba evalGa si la suma de
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cualquier variable independiente especifica, estando otras ya en el modelo,
contribuye significativamente a la prediccion de Y. Esta prueba, permite la
eliminacién de variables que no son de ayuda para la prediccion de Y,
permitiendo la reduccion del conjunto de variables independientes a un

conjunto economico de predictores importantes.

5.10.3. La Hipdtesis Nula

Asumimos que deseamos probar si la suma de una variable X* mejora
significativamente la prediccion de Y una vez que las variables X1, Xz, Xs, ...,
Xp, Ya estan en el modelo. La hip6tesis nula puede ser establecida como Ho:
“X* no se suma significativamente a la prediccion de Y, dado que X1, Xz, Xs,
..., Xp ya estan en el modelo” o equivalentemente, como Ho: B* = 0 en el
modelo Y = Bo + B1X1 + PaXa + BaXaz + ..+ PpXp + PEX* +&.

Se puede inferir de la segunda declaracion (b), que el procedimiento
de prueba esencialmente compara dos modelos. EI modelo completo contiene
X1, X2, X3, ..., Xp Yy X*, como variables independientes; el modelo reducido
contiene, X1, Xz, X3, ..., Xp, pero no X*(puesto que p* = 0 bajo la hipdtesis
nula). La tarea es determinar cual modelo es mas apropiado basado sobre
cuanta informacion adicional provee X* acerca de Y sobre la que ya esta dada
por Xi, X2, X3 ..., Xp.
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5.10.4. El procedimiento

Para aplicar una prueba F-parcial, a una variable X*, dado que las variables
X1, X2, X3 ..., Xp ya estan en el modelo, se debe primero calcular la suma de
cuadrados extra de sumar X*, dado que X1, Xz, X3, ..., Xp Se pueden colocar

en la tabla del andlisis de varianza, bajo la fuente, el encabezado “regresion

X*/X1, X2, X3, ..., Xp”. Esta suma de cuadrados es calculada por la expresion

Suma de cuadrados extra
de adicionar X* dadas
X1, X2, X3, oy Xp

Sumas de cuadrados de
regresion cuando Xj,
X2, X3, ..., Xpy X* estan
en el modelo

Suma de cuadrado de
regresion cuando Xi, Xz,
X3 ..., Xp estdn en el
modelo

O en forma mas compacta,
SC(X*/ X1, X2, X3, ..., Xp) = SCregresic’m(Xl, X2, X3, ..y Xp, X*) - Scregresién(xl, X2, X3, ..., Xp)
Para el ejemplo anterior tenemos

SC(XZ/X]_) = SCregresio’n(Xl, X2) - SCregresién (Xl) = 69282 - 58892 = 10390

SC(X3/X1, XZ) = SCregresi()n(Xl, X2, X3) - SCregresién(Xl, XZ) = 69306 - 69282 = 024

Para probar la hipotesis nula Ho: “la adicion de X* al modelo que ya contiene

X1, Xo, ..., Xp N0 mejora la significancia para predecir Y”, calculamos,
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FOX*1 X1, X2, X3, ..., Xp) =

sumas de cuadrados extra de adicionar X*,dado X, X, Xz3....... Xp

cuadrados medios de residual para el modelo que contiene todas las variablesX;X,..Xp X*

O de forma mas compacta,

SC(X*/X1X...Xp)
Cuadrados Medios de Residual(X1Xp....... Xp,Xx)

(31)

FOX* Xy, X2, X3, ..., Xp) =

Este estadistico de F tiene una distribucion F con 1y n-p-1 grados de libertad,
bajo Ho, tal que rechazamos Ho si el F-calculado es mayor a F 1, np-2, 1-«. Para
nuestro ejemplo los estadisticos de F- parciales son,

F(X2/X1) = SC (X2/X1) / [Cuadrados medios de residual (X1, X2)] =
103.90/ (195.19 + 0.24) = 4.78

F(Xa/X1, X2) = SC (Xa/ X1, X2)/Cuadrado medio de residual (X1, Xz,
X3) =0.24/24.40 = 0.01

En ninguna de las dos pruebas se rechaza la Ho con un nivel de a = 0.05, sin
embargo para la primera prueba se rechaza Ho con un oo = 0.10. Por lo que se
puede decir que X1 y Xz estdn en el modelo y que la adicion de Xz es

superflua.
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5.10. 5. La prueba alternativade t

Una manera alternativa para aplicar la prueba F — parcial para las Ultimas
variables adicionales, es usar una prueba de t. La prueba de t alternativa,
enfoca la prueba de la hipotesis nula Ho: B* = 0 donde B* es el coeficiente de
X* en la ecuacion de regresion Y = Po + B1Xy + P2Xo + BaXz + ... + BpXp +

B*X* + ¢ . El estadistico equivalente para probar esta hipdtesis nula es,

T = B*/S px (32)

Donde 3* es el coeficiente estimado correspondiente y S« es el estimador del
error estandar de S* ambos son calculados por programas de regresion
estandar.

En la aplicacién de esta prueba, rechazamos Ho: f* = 0 si,

T| > thp2 12 (prueba de dos colas; Ha: B* # 0)
T>thp2ia (prueba de la cola superior Hi: p* > 0)
T<-thp21a (prueba de la cola inferior; Hi: p* < 0)

Se puede demostrar que una prueba de dos colas es equivalente a una prueba
F — parcial descrita anteriormente. Por ejemplo, para probar Ho: 3 = 0 en el
modelo Y = Bo + B1X1 + B2X2 + B3X3 + ¢, ajustado a los datos anteriores, Se

calcula.
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T = f*/Sp- = - 0.0417/0.4224 = - 0.10

Elevando al cuadrado este resultado, obtenemos

T2 =0.01 = a la F parcial F(Xa/X1, X2)

de la Tabla 5.2.
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5.11. Ejercicios

5.1 Se realiz6 un estudio en el cual se desea conocer la relacion entre la
variable dependiente Y y tres variables independientes Xi, Xz, y Xaz. Se
ajustaron tres modelos de regresion y los estimadores y las tablas del analisis

de varianza fueron;

Modelos variables o B B> B3 Sp1 Sp2 Sp3
1 X1 59.092 1.605 0.2387
2 X
X 48.050 1.709 10.294 0.2018 2.7681
X1
3 X2

X3 45.103 1.213 9946 8592 0.3238 2.6561 4.4987

Las tablas de andlisis de varianza son.

Modelo 1 Modelo 2 Modelo 3
Fuente G.L. SC Fuente G.L. SC Fuente G.L. SC
Regres 1 3861.630 Regres 2 4689.684  Regres 3  4889.826
Residual 30 2564.338 Residual 29 1736.285 Residual 28 1536.143

a) Use el modelo 3 ¢ Cual es el valor predicho para Y si X1=50y X, =3.5?
b) ¢Cuél es el valor para Y cuando X1 =50y X3 = 3.5?
¢) Use las tablas de ANVA, calcular y comparar los valores de R? de los tres

modelos.

170



d) Construir las pruebas de F totales para la significancia de las regresiones y
establecer las hipdtesis nulas en términos de los coeficientes de regresion de
los tres modelos.

5.2 Se realiz6 un estudio para evaluar la relacion de los niveles de colesterol
en 25 pacientes antes de su terapia, tomando en cuenta el peso corporal (X1)
y la edad (X2). Se ajustaron los siguientes modelos.

Modelo 1 Modelo 2
Fuente G.L. SC Fuente G.L. SC
Regresion(Xa1) 1 10231.7 Regresion(X») 1 101932.7
Residual 23 135144.3 Residual 23 434443

a) Dado los dos analisis de varianza mencionar cuél de las dos variables es la
predictor mas importante de Y?

b) Los modelos de regresion estimados resultan del ajuste por separado de Y
para X1y X2 asi como de X; y para X2, esto e€s;

Y =77.983 +0.417X;1 + 5.217X>
Y =199.2975 + 1.622X,
Y =102.5751 + 5.321X>

Para cada uno de estos modelos, determinar el valor del nivel (YY) de colesterol
predicho para el paciente 4 (con Y =263, X1 = 70, X2 = 30) y comparar los

valores con el valor observado. Comente su hallazgo.
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c) Dada la siguiente tabla de ANVA, de la regresion usando las dos variables
independientes, definir la prueba de F para el modelo de las dos variables y
la prueba de F parcial, para la adicion de X1 al modelo, dado que X> ya forma

parte del modelo.

Fuente G.L. SC
Regresion(X1,X2) 2 102570.80
Residual 22 42806.20

d) Calcule y compare los valores de R? para cada uno de los tres modelos
considerados en el inciso (b).

e) Basado en los resultados obtenidos de los incisos (a — d) ¢cudl considera
que es el mejor modelo de prediccion considerando una o las dos variables

independientes?

5.3 Un panel de educacion de una comunidad tabasquefia esta interesada en
evaluar el efecto de los recursos educativos en el aprovechamiento de sus
estudiantes. Evaluaron la relacién entre los registros promedios de un examen
(Y) y las siguientes variables independientes, en una muestra de 25
estudiantes de nivel secundaria: X1 = gastos por alumnos, X. = porcentaje de
profesores con maestrias o doctorado y Xz = proporcién alumnos/profesor.
La tabla del ANVA de los datos proporciona el ajuste del modelo de regresion
de Y sobre X1, X2 y Xas.
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Fuente G.L. SC

Regresion (X1, Xz, Xs) 3 25974.00
Residual 21 2248.23
Total 24 28222.23

a) Realice la prueba de F total para el modelo

b) Calcule el valor de R2.

5.4 Se midio la supervivencia porcentual de los espermatozoides en semen de
cerdos después de almacenarlo en varias combinaciones de concentraciones

de tres materiales usados para aumentar la posibilidad de supervivencia. Los

datos son:
sup\e(rs)ﬁ;e?qecia) X1 (peso %) X2 (peso %) X3 (peso %)
25.5 1.74 5.30 10.80
31.2 6.32 5.42 9.40
25.9 6.22 8.41 7.20
38.4 10.52 4.63 8.50
18.4 1.19 11.60 9.40
26.7 1.22 5.85 9.90
26.4 4.10 6.62 8.00
25.9 6.32 8.72 9.10
32.0 4.08 4.42 8.70
25.2 4.15 7.60 9.20
39.7 10.15 4.83 9.40
35.7 1.72 3.12 7.60
26.5 1.70 5.30 8.20

a) Calcule el modelo de regresion completo que explique la relacion.

Explicar.

173



b) Calcule el coeficiente de determinacion e interprete.

5.5 Se realiz6 un estudio para determinar la posibilidad de pronosticar el peso
de un animal después de un periodo de tiempo determinado sobre la base de
su peso inicial y la cantidad de alimento que recibe. Se obtuvieron los

siguientes datos:

Pes?y‘;'“a' 95 77 80 100 97 70 50 80 92 84
Pes‘z):?)'c'a' 42 33 33 45 39 36 32 41 40 38
Alimento

consumido 272 226 259 292 311 183 173 236 230 235
(X2)

a) Ajuste una ecuacion de regresion maltiple de la forma py /x, x,= Bo +B1X1 +
Baxo.

b) Calcule el coeficiente de determinacion e interprete.

c) Pronostique el peso final de un animal que tiene un peso inicial de 35 kg y

que recibe 250 g de alimento.

5.6 Los siguientes datos resultaron de quince eventos experimentales

realizados acerca de cuatro variables independientes y una dependiente (y).
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y X1 X2 X3 X4
14.8 7.8 4.3 115 6.3
12.1 6.9 3.9 14.3 7.4
19.0 9.3 8.4 9.4 5.9
14.5 6.8 10.3 15.2 8.7
16.6 11.7 6.4 8.8 9.1
17.2 8.5 5.7 9.8 5.6
17.5 12.6 6.8 11.2 6.8
14.1 7.5 4.2 10.9 7.4
13.8 8.4 7.3 14.7 8.2
14.7 11.3 8.8 15.1 9.2
17.7 10.7 3.6 8.7 4.7
17.0 7.3 4.9 8.6 5.5
17.6 8.4 7.3 9.3 6.6
16.3 6.7 9.7 10.8 8.7
18.2 9.6 8.4 11.9 5.4

a) Ajuste el modelo de regresion de y con las cuatro variables.
b) Ajuste el modelo de regresion de y con X1, xZ, X2, X3, X2, Xa.

c) Calcule el coeficiente de determinacién de los dos modelos y compare.

5.7 Un estudio socioldgico mostrd que recientemente se ha incrementado la
incidencia de homicidios en México, ya que la tasa de homicidios por cada
100 mil habitantes (Y) esta relacionado con el tamafio de la poblacion (X1),
el porcentaje de familias con ingresos anuales menores a $10,000 (X2), y la
tasa de desempleo (X3). Los datos de 20 estados del pais se muestran en la

siguiente tabla.
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Estado Y X1 X2 X3 Estado Y X1 X2 X3

1 11.2 587 16.5 6.2 11 145 7895 18.1 6.0
13.4 643 20.5 6.4 12 26.9 762 23.1 7.4
40.7 635 26.3 9.3 13 15.7 2793 19.1 5.8
5.3 692 16.5 5.3 14 36.2 741 24.7 8.6
24.8 1248 19.2 7.3 15 18.1 625 18.6 6.5
12.7 643 16.5 5.9 16 28.9 854 24.9 8.3
20.9 1964  20.2 6.4 17 14.9 716 17.9 6.7
35.7 1531  21.3 7.6 18 25.8 921 22.4 8.6
8.7 713 17.2 4.9 19 21.7 595 20.2 8.4
10 9.6 749 14.3 6.4 20 25.7 3353 16.9 6.7

Olo|N|oO|O|B|WwWIN

a) Dadas las siguientes tablas ANVA, de las regresiones calculadas, calcule

las pruebas de F para cada modelo de regresion de dos variables.

Fuente G.L SC Fuente G.L. SC
Regresion Regresion
2 1317. 2 1 4
(X1, Xo) 317.80 (X1, X3) 395.49
Residual 17 537.40 Residual 17 459.71
Fuente G.L SC
Regresion (X, X3) 2 1477.37
Residual 17 377.82

b) Basandose en los resultados del inciso (a), responda ¢ cuél modelo con
dos variables recomendaria?

¢) Calcule los valores de R? para cada modelo de dos variables anteriores y
establezca los resultados de acuerdo al inciso (b).

d) Dada la siguiente tabla de la regresion con tres variables, realice la prueba
de F para la regresion total.
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Fuente G.L SC
Regresion (X1, Xz, X3) 3 1507.18
Residual 67 348.03

e) Determine y comente sobre el incremento de R?, tomando en cuenta el
modelo que incluye X> y X3 y el modelo que incluye las tres variables
independientes.

f) La tabla del ANVA que resulta de la regresion con las variables
independientes Xz, X3y Xs = X2X3 es la siguiente. Use esta tabla para hacer

la prueba de la regresion total.

Fuente G.L SC
Regresion (Xa, Xs, Xa) 3 1480.46
Residual 16 377.73

5.8 Un equipo de ambientalistas us6 datos de 23 ciudades para investigar la
relacion entre la tasa de mortalidad por cancer () para el 2005 vy las
siguientes variables independientes: X: = indice de polucion del aire en la
ciudad, X2 = edad media (mas de 21) en la ciudad, X3 = porcentaje de la fuerza
de trabajo en la ciudad empleada en cierta industria. La tabla del ANVA se

muestra resumiendo los resultados de la regresion.

Fuente G.L SC
Regresion (X1, Xz, X3) 3 1835.93
Residual 19 551.723
Total 22 2387.653
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a) Realice la prueba de F para el modelo de regresion de las tres variables.

b) Determine R? para el modelo e interprete.

5.9 Se realiz6 un experimento para evaluar el efecto de ciertas variables sobre
la erosion del suelo y se aplico en parcelas de 10 ft? con pendiente, sujetas a
2 pulgadas de lluvia artificial aplicada por periodos de 20 minutos. Los datos

y los andlisis son:

Parcela 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
Y 271 356 314 378 402 398 555 436 521 438 357
X1 043 047 044 048 048 049 053 050 055 051 048
) 195 513 398 625 7.12 650 10.67 7.08 9.88 872 496
X3 034 032 029 030 025 026 010 0.16 0.19 0.18 0.28

Fuente G.L SC
Regresion 3 680.4913
Residual 7 16.0943

Total 696.5856

a) El modelo ajustado con las tres variables independientes esta dado por

Y =-1.879 + 77.326X1 + 1.559X>5 - 23.904X3

Calcule y compare los valores observados y estimados de Y para las parcelas
1,5y7.
b) Haga la prueba de significancia de la regresion para el modelo con las tres

variables independientes.
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5.10 En un estudio de Yoshida (1961) se midi6 el consumo de oxigeno de un
grupo de larvas del 6xido del alambre a cinco temperaturas. La tasa del
consumo de oxigeno por el grupo de larvas en mililitros por hora, variable
dependiente, fue transformada a 0.5 menos el logaritmo comun. Otra variable
independiente de importancia fue el peso del grupo de larvas transformado a

logaritmo comun. Las tablas del ANVA son las siguientes:

Fuente G.L SC Fuente G.L SC
Re%;f;'on 1 0.0661 Regresion (X2) 1 2.7742
Residual 45 3.3399 Residual 45 0.6318
Fuente G.L SC
Regresion (X1, X») 2 3.2112
Residual 4 0.1948

a) El modelo de regresion multiple con las dos variables independientes es

Y =-0.6835 + 0.5917X1 + 0.0393X>

Usando este modelo ajustado, ¢cuanto cambiaria el consumo de oxigeno
predicho para un grupo de larvas con el peso X; fijo, si la temperatura cambia
de X2 =20a X, =25?

b) Para una temperatura de 20°C, calcular y comparar los valores predichos
de ¥ para pesos de 0.250 y 0.500.

c) ¢Cudl es el R? de cada uno de los tres modelos anteriores?
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5.11 Un psiquiatra examind la relacion entre niveles de ansiedad (YY) medida
en una escala de 1 a 50 como el promedio de tres puntos en un periodo de 2
semanas Y las siguientes variables independientes; X1 = presion sistolica, X
= 1Q y Xs = satisfaccion en el trabajo (medido en una escala de 1 a 25). La
tabla del ANVA resume los resultados obtenidos en un analisis de regresion
de una variable adicionada en orden de 22 pacientes bajo terapia en una

clinica.

Fuente G.L SC
Regresion X; 1 981.326
Xal X1 1 190.232
XalX1, X 1 129.431
Residual 18 442.292

a) Pruebe la significancia de cada variable independiente de acuerdo a su
entrada al modelo. Establezca las hipotesis nulas para cada prueba en
términos de los coeficientes de regresion.

b) Pruebe la significancia de la adicion de ambas variables X, y X3 al modelo
cuando ya contiene a Xi. Establezca la hip6tesis nula en términos de los
coeficientes de regresion y en términos de coeficientes de correlacién
(parcial-maltiples).

c) En términos de sumas de cuadrados, cual prueba corresponde para
comparar los dos modelos; Y = Bo + f1X1 +P2X2 + B3X3 + e y el modelo Y =
Bo+ BaXs + €. ¢ Porqué esta prueba debe ser hecha usando la tabla del ANVA?

Describa el procedimiento apropiado.
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d) Basados en las pruebas anteriores, ¢cual recomienda como el modelo

estadistico més apropiado? Use un o = 0.01.

5.12 Las siguientes tablas proveen informacion adicional de los datos del

ejercicio 5.7.
Fuente G.L SC Fuente G.L. SC
X2 1 1308.34 X2 1 1360.14
X1/ X 1 9.46 X1/ X3 1 35.35
Residual 17 537.40 Residual 17 459.71
Fuente G.L SC Fuente G:L. SC
X3 1 1360.14 Regresion (X1, Xz,
Xal X3 1 117.23 X3) 3 1507.18
Residual 17 377.82 Residual 16 348.03

Responda las siguientes cuestiones usado las tablas de ANV A anteriores y las

del ejercicio 5.7.

a) Haga la prueba de la variable afiadida en orden para el orden Xz, X1y Xa.

b) Haga las pruebas de las variables afiadidas en orden para el orden Xz, X1y
Xo.

c) Enliste todos los d6rdenes que pueden ser probados usando la tabla del
ANVA anteriores y las del ejercicio 5.7. Enliste todos los érdenes que no
puedan ser calculados.

d) Haga las pruebas de las Gltimas variables afiadidas para X1, X2 y Xas.
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e) La tabla de ANVA que resulta del ajuste de un modelo con las variables
X2, X3y X4 = X2X3, es dada en la tabla.

Fuente G.L SC SCM
Regresion X3 1 1360.14 1360.14
Xol X3 1 117.23 117.23

XalXa, X3 1 0.09 0.09

Residual 16 377.73 23.61

Use esta tabla para probar si X4 mejora significativamente la predicciéon de Y
dado que Xz y X3 ya estan en el modelo.

5.13 La siguiente tabla de ANVA esta basada en los datos del ejercicio 5.3.

Fuente G.L SC
Regresion X; 1 48953.04
XalXy 1 7010.03
Xaf X1, X3 1 10.93
Residual 21 2248.23
Total 24 28222.23

a) Haga una prueba para comparar los siguientes dos modelos.

Y =Bo + PX1 + P2X2 + P3X3 + €
Y=Bo+PXa+e

b) Haga una prueba para comparar los siguientes dos modelos
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Y =Bo+ PuX1+PsXsz+e
Y=Bo+e

c) Establezca cual de los dos modelos se compara cuando se calcula

£ - (18953.04+7010.03+1093)/3
- 2248.23/21
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5.12 Ejemplo usando SAS

Estos datos provienen de un estudio realizado sobre el tiempo de vida de
organismos y cinco variables independientes. Los datos provienen de una
muestra de 54 pacientes que esperan una cirugia de higado. Es un estudio
observacional en el cual la variable respuesta es el tiempo de sobrevivencia
del paciente. El objetivo del estudio fue obtener una ecuacion usando la
informacidn obtenida en el diagnostico pre-operatorio. Antes de la operacion,
los datos fueron obtenidos de cuatro variables que son posibles predictoras.

Estas variables son:

CLOT = Registro del indice de coagulacién de la sangre.
PROG = indice de pronéstico que incluye la edad del paciente.
ENZ = Prueba de la funcion enzimética

LIV = Registro de la prueba funcional del higado.

TIEM = Tiempo de supervivencia del paciente.

VITIEM = Logaritmo de la variable TIEM.

El modelo puede ser: TIEM = & + B1CLOT + B2PROG + B3ENZ + B4LIV + g

La variable respuesta es el tiempo (TIEM), que equivale al nimero de dias

que vivira después de la operacion.
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CLOT PROG ENZ LIV TIEM VITIEM CLOT PROG ENZ LIV TIEM VITIEM

6.7 62 81 259 200 23010 11.2 76 90 5.59 574 2.7589

Sl 59 66 1.70 101 2.0043 5.2 54 56 2.71 72 1.8573

7.4 57 83 216 204 2.3096 5.8 76 59 258 178 2.2504

6.5 73 41 2.01 101 2.0043 3.2 64 65 0.78 71 1.8513

7.8 65 115 4.30 509 2.7067 8.7 45 23  2.52 58 1.7634

5.8 38 72 142 80 1.9031 5.0 59 73 350 116 2.0645

5.7 46 63 191 80 1.9031 5.8 72 93 3.30 295 2.4698

3.7 68 81 257 127 21038 5.4 58 70 2.64 115 2.0607

6.0 67 93 250 202 2.3054 5.3 51 99 2.60 184 2.2648

3.7 76 94 240 203 23075 2.6 74 86 2.05 118 2.0719

6.3 84 83 413 329 25172 4.3 8 119 2.85 120 2.0792

6.7 51 43  1.86 65 1.8129 4.8 61 76 245 151 2.1790

5.8 96 114 3.95 830 29191 5.4 52 88 1.81 148 2.1703

5.8 83 88 3.95 330 25185 5.2 49 72 184 95 1.9777

7.7 62 67 340 168 2.2253 3.6 28 99 130 75 1.8751

7.4 74 68 240 217 23365 8.8 86 88 6.40 483 2.6840

6.0 85 28  2.98 87 1.9395 6.5 56 77 285 153  2.1847

3.7 51 41 155 34 15315 34 77 93 148 191 2.2810

7.3 68 74 356 215 2.3324 6.5 40 84 3.00 123 2.0899

5.6 57 87 3.02 172 22355 4.5 73 106 3.05 311 2.4928

5.2 52 76 285 109 2.0374 4.8 86 101 4.10 398 2.5999

3.4 83 53 112 136 2.1335 5.1 67 77 286 158 2.1987

6.7 26 68 2.10 70 1.8451 3.9 82 103 4.55 310 2.4914

5.8 67 86 340 220 2.3424 6.6 77 46 195 124 2.0934

6.3 59 100 2.95 276 24409 6.4 85 40 1.21 125 2.0969

5.8 61 73 350 144 21584 6.4 59 85 2.33 198 2.2967

5.2 52 86 245 181 2.2577 8.8 78 72 3.20 313  2.4955

El programa de analisis de SAS.
data regres;

input clot prog enz liv tiem vitiem;

cards;
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6.7
51,
7.4
6.5
7.8
5.8
5.7
3.7
6.0
3.7
6.3
6.7
5.8
5.8
7.7
7.4
6.0
3.7
7.3
5.6
5.2
3.4
6.7
5.8
6.3
5.8
5.2
11.2
5.2
5.8
3.2
8.7
5.0
5.8
5.4

62
59
57
73
65
38
46
68
67
76
84
51
96
83
62
74
85
51
68
57
52
83
26
67
59
61
52
76
54
76
64
45
59
72
58

81
66
83
41
115
72
63
81
93
94
83
43
114
88
67
68
28
41
74
87
76
53
68
86
100
73
86
90
56
59
65
23
73
93
70

2.59
1.70
2.16
2.01
4.30
1.42
191
2.57
2.50
2.40
4.13
1.86
3.95
3.95
3.40
2.40
2.98
1.55
3.56
3.02
2.85
1.12
2.10
3.40
2.95
3.50
2.45
5.59
2.71
2.58
0.78
2.52
3.50
3.30
2.64

200
101
204
101
509
80

80

127
202
203
329
65

830
330
168
217
87

34

215
172
109
136
70

220
276
144
181
574
72

178
71

58

116
295
115

2.3010
2.0043
2.3096
2.0043
2.7067
1.9031
1.9031
2.1038
2.3054
2.3075
2.5172
1.8129
2.9191
2.5185
2.2253
2.3365
1.9395
1.5315
2.3324
2.2355
2.0374
2.1335
1.8451
2.3424
2.4409
2.1584
2.2577
2.7589
1.8573
2.2504
1.8513
1.7634
2.0645
2.4698
2.0607
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53 51 99

26 74 86
43 8 119
48 61 76
54 52 88
52 49 72
36 28 99
88 86 88
6.5 56 77
34 77 93
6.5 40 84

45 73 106
48 86 101

51 67 77
39 82 103
6.6 77 46
6.4 85 40
6.4 59 85
88 78 72
proc glm;

2.60
2.05
2.85
2.45
1.81
1.84
1.30
6.40
2.85
1.48
3.00
3.05
4.10
2.86
4.55
1.95
1.21
2.33
3.20

184
118
120
151
148
95

75

483
153
191
123
311
398
158
310
124
125
198
313

2.2648
2.0719
2.0792
2.1790
2.1703
1.9777
1.8751
2.6840
2.1847
2.2810
2.0899
2.4928
2.5999
2.1987
2.4914
2.0934
2.0969
2.2967
2.4955

model tiem vitiem= clot prog enz liv;

run;
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Source
Model

Error

Corrected
Total

R-Square
0.765771

Source
Clot
Prog
Enz
Liv

Source
Clot
Prog
Enz
Liv

Los resultados
The GLM Procedure

Dependent Variable: tiem

Sum of
DF  Squares Mean Square F Value
4 856844.878 214211.219 40.05
49 262086.622 5348.707
53 1118931.500
Coeff Var Root MSE  tiem Mean
37.09291 73.13485 197.1667
DF  TypelSS Mean Square F Value
1 15.9145 15.9145 0.00
1 343486.8479 343486.8479 64.22
1 400367.1510 400367.1510 74.85
1 112974.9644 112974.9644 21.12
DF  Typelll SS Mean Square F Value
1 3796.0734  3796.0734  0.71
1 164715.0695 164715.0695 30.80
1 165662.9490 165662.9490 30.97
1 112974.9644 112974.9644 21.12

188

Pr>F
<.0001

Pr>F

0.9567
<.0001
<.0001
<.0001

Pr>F

0.4036
<.0001
<.0001
<.0001



Parameter
Intercept
Clot

Prog

Enz

Liv

Standard

Estimate Error t Value
-415.1200629 56.26556738 -7.38
1.3415201 159240774 0.84
3.6328013 0.65463522 5.55
2.9817386 0.53577354 5.57
52.3576536 11.39235359 4.60

Pr> [t
<.0001
0.4036
<.0001
<.0001
<.0001

Ahora, usando la variable dependiente logaritmo del tiempo tenemos:

Source
Model
Error

Corrected
Total

R-Square
0.885655

Number of observations 54
The GLM Procedure

Dependent Variable: vitiem

Sum of
DF  Squares Mean Square F Value
4 3.51850708 0.87962677 94.88
49 0.45426517 0.00927072

53 3.97277225

Coeff Var Root MSE vitiem Mean
4.364382 0.096285 2.206144
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Source DF  Typel SS Mean Square F Value Pr>F
Clot 1 0.00068034 0.00068034 0.07 0.7876
Prog 1 1.39597474 1.39597474 150.58 <.0001
Enz 1 1.85166411 1.85166411 199.73 <.0001
Liv 1 0.27018790 0.27018790 29.14 <.0001

Source DF  Type lll SS Mean Square F Value Pr>F
Clot 1 0.01168738 0.01168738 1.26 0.2670
Prog 1 0.78526474 0.78526474 84.70 <.0001
Enz 1 0.93852717 0.93852717 101.24 <.0001
Liv 1 0.27018790 0.27018790 29.14 <.0001

Standard
Parameter Estimate Error t Value Pr > |t|
Intercept 0.9193782589 0.07407557 12.41 <.0001
Clot 0.0023539030 0.00209646 1.12 0.2670
Prog 0.0079320058 0.00086185 9.20 <.0001
Enz 0.0070970897 0.00070536 10.06 <.0001
Liv 0.0809696037 0.01499843 5.40 <.0001
Variables R-Square  Coeff Var  Root MSE \'(/ilteigrr:w
Modelo 1 Tiempo 0.765771  37.09291  73.13485  197.1667
Modelo2  Log. 0.885655  4.364382  0.006285  2.206144
tiempo
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Como podemos observar, la variacion de los R? con sélo transformar la
variable tiempo en el logaritmo del tiempo es bastante importante pues
permite obtener un modelo con mayor capacidad de prediccion. Asimismo, la
gran variacion del coeficiente de variacion en ambos modelos es de 37.0929%
del modelo 1 hasta de 4.3633% con el modelo 2. En los modelos 1y 2 la
variable CLOT no es significativa. Se puede considerar que el R? del modelo
2 se incrementa si adicionamos los cuadrados de las ultimas tres variables

predictoras.
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Capitulo 6
Correlaciones: Multiple, Parcial

y Parcial maltiple

6.1. Introduccioén

Los rasgos esenciales de la regresion de linea recta, excepto para la prediccion
cuantitativa proporcionada por la ecuacion de regresion ajustada, pueden ser
descritos en términos de los coeficientes de correlacion (r). Estos rasgos se

expresan como:

1. Los coeficientes de correlacion al cuadrado (r?) miden la fuerza de
la relacion lineal entre la variable dependiente Y y la variable
independiente X. La cercania de r? a 1, es la relacion lineal mas
fuerte; lo mas cercano de r? a cero, es la relacion lineal méas débil.

2. La r? = (SCiotales — SCresiduat)/SCrotales €S la reduccion proporcional
en la suma de cuadrados totales obtenidos usando un modelo de

linea recta en X para predecir Y.

3. Lar= ,[?12—" donde B1 es la pendiente estimada de la linea de
y

regresion.
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4. Lar (0 rxy) es un estimador del parametro poblacional p (o pxy) que
describe la correlacion entre X y Y, considerando ambas variables
aleatorias.

5. Asumiendo que X y Y tienen una distribucion bivariada, con

parametros |ix, [y, 0y Y 0 y pxv, la distribucién condicional de Y

dado X es N (uv/x, 07 ), donde
tyix = py + p(ov/ox)(X — ux) Y oy x =o*v(1—p?) 1)
Aqui r? estima a p?, que puede ser expresado como
p?=(of —oy)x) | 0% (2)

6. Lar puede ser usada como un indice general de la asociacion lineal
entre dos variables aleatorias en el siguiente sentido:

a. El valor positivo méas alto de r es la asociacion lineal mas
“positiva”; esto es, un individuo con un valor alto de una
variable parece tener un valor alto del otro y un individuo con
un valor bajo de una variable probablemente tendra un valor
bajo de la otra.

b. El valor negativo mas alto de r es la asociacion lineal mas
“negativa”; esto es, un individuo con un valor alto de una

variable, tiene un valor bajo de la otra y viceversa.
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c. Si r estd cercana a cero, existe una pequefia evidencia de una
asociacion lineal, que indica que existe una asociacion no lineal

0 que no hay asociacion.

Esta conexidn entre regresion y correlacion puede ser generalizada como el
caso de regresion multiple. Sin embargo, cuando varias variables
independientes estan involucradas, los rasgos esenciales de regresion son
descritos no por un solo coeficiente de correlacion como en el caso de la linea
recta, sino por varios. Estos incluyen un conjunto de correlaciones tal como
r, mas un grupo total de indices adicionales (de alto orden) Ilamados
correlaciones multiples, correlaciones parciales y correlaciones parcial-
maultiples. Estos coeficientes de correlacion de alto orden nos permiten
responder a muchas de las mismas cuestiones que pueden ser respondidas
ajustando un modelo de regresion multiple. Ademas, la correlacion analoga
es encontrada y usada particularmente en relaciones espurias no protegidas
entre variables, identificando variables de intervencién y haciendo ciertos

tipos de inferencias causales.

6.2. Matriz de correlacion

Cuando se procede con mas de una variable independiente, la coleccion de
todos los coeficientes de correlacion de orden cero puede ser representada de

manera compacta en una forma de matriz de correlacién. Por ejemplo, cuando
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k = 3 variables independientes X1, X2 y X3 y una variable dependiente Y, hay

(3)= 6 correlaciones de orden cero y la matriz de correlacion tiene la forma

general
Y X1 X2 X3 3)
Y 1 'yi  Iy2  Ivi
X1 1 Iv2 (A% K]
X2 1 rv23
X3 1

Aqui ryj(j =1, 2, 3) es la correlacion entre Y y Xj y rij (i,j = 1, 2, 3) es la
correlacion entre Xi y Xj. De un ejemplo se toman los resultados de la matriz

de correlacion,

Y X1 X2 Xs 4)
Y (1 814 770 767 )
X1 1 614 615
Xz 1 994
Xs | 1

Cada una de estas correlaciones tomadas de forma separada describen la
fuerza de la relacion lineal entre las dos variables involucradas. En particular,

las correlaciones ry, = 0.814, 1y, = 0.770 y ry,= 0.767 miden la fuerza de la
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asociacion lineal con la variable dependiente Y para cada una de las variables
independientes tomadas separadamente. Como podemos ver, X1 es la variable
independiente con la relacion lineal més fuerte con Y, seguida de X2 y Xs. Sin

embargo, estas correlaciones de orden cero tampoco describen:

1. la relacion total de la variable dependiente Y con las variables
independientes X1, X2 y X3, consideradas en conjunto;

2. no describen la relacion entre Y y Xz después de controlar Xi; y

3. no describen la relacion entre Y y los efectos combinados de Xz y

X3, después de controlar a Xi.

La medida que describe (1) es llamada coeficiente de correlacion multiple de
Y sobre X1, X2 y Xs. La medida que describe (2) es llamada coeficiente de
correlacion parcial entre Y y X, controlando Xi. Finalmente, la medida que
describe (3) es llamada coeficiente de correlacion parcial multiple entre Y y
los efectos combinados de X2 y X3 controlando X.

Puede ser observado que sélo Xz y X3 estan altamente correlacionados
en el ejemplo, esto es posible si la relacion general de X2 y Y no es lineal,
puesto que Xz esta significativamente correlacionada con Y después de que
X2 ha sido controlada. En realidad, esto es lo que pasa en general, cuando la
adicion de un término de segundo orden en regresién polinomial mejora

significativamente la prediccion de la variable dependiente.
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6.3. Coeficiente de correlacién multiple

El coeficiente de correlacion multiple, denotado por Ry x, x, x, €S una

medida de la asociacion lineal total de una variable dependiente Y con varias

variables independientes, X1, X2, X3, ..., Xk.

“Por asociacion lineal entendemos que Ry x, x, x,Mide la fuerza de
la asociacion entre Y y la combinacion lineal mejor ajustada de las X’s,
que es la solucién minimos cuadrados ¥ = o + f1X1 + f2Xo + ... +
BkXk. En realidad ninguna otra combinacion lineal de las X’s tendra
una correlacion tan grande con Y. También se puede mostrar que

Ry/x,x, x, SI€MPre es no-negativo”.

Entonces, el coeficiente de correlacion multiple es una generalizacion directa
del coeficiente de correlacion simple (r) para el caso de varias variables
independientes. Hemos mencionado esta medida con el nombre de R?, que es
el cuadrado del coeficiente de correlacion multiple. Dos expresiones
computacionales proveen las interpretaciones utiles del coeficiente de

correlacion maltiple Ry x, »,. x, Y Su cuadrado. Estas son:

Ry /s xpixs e = L 2t (Y = V(¥ - VY HZIL(Yi- V)2 B, (Y - 7)%”
(®)
RY/,xsz,x3 . ¢% :{ Z?:l Yi?_nyz}/{ ( Z?:l YiZ_m?Z)(Z?zl }’}iZ_nYZ)}l/z
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Y la expresion
RZY/,xl’xz,x3 ,Xk: ?:1( YI._Y)Z_ ?:1( Yl_?l)zl Z‘{L=1( Y'l_y)z (6)

La expresion (6) es mas usada para evaluar el ajuste del modelo de regresion.
También puede observarse que de la expresion (5) se deriva Ry /x, x, x, =
r(Y,Y), la correlacion lineal simple entre el valor observado Y y los valores

predichos Y.

Ejemplo: sean X1 y Xo dos variables independientes y Y la variable
dependiente. El modelo de regresion para estas variables es ¥ = 6.553 +

0.722X + 2.050X3, entonces se tienen los datos predichos:

Nifios Yi Yi
1 64 64.11
2 71 69.65
3 53 54.23
4 67 73.87
5 55 59.78
6 58 57.01
7 77 55.77
8 57 59.66
9 56 57.38
10 51 49.18
11 76 75.20
12 68 66.16

Se tiene que Y = 62.75 utilizando la expresion (5) resulta
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Ry /x,x,= (47,943.60 - 12(62.75)2/ {[48,139 — 12(62.75)2][47,943.544
—12(62.72)2]}* = 0.8832

Otros dos coeficientes de correlacion calculados con este conjunto de datos,

que corresponden a otros modelos de regresion, son:
Ry /x,x,x, = 0.8833

Donde X3z = (X2)?
Ryx,x, = 0.8811

Se puede observar que si se aumenta una variable al modelo de regresion el
coeficiente de correlacion no muestra un incremento importante (Ry/x, x,x, =
0.8833), asimismo cuando se elimina una variable Xz y se adiciona X3 la
correlacion tiende a disminuir (Ry x, x, =0.8811). Por lo que el mejor modelo

de acuerdo al coeficiente de correlacion maltiple es el que tiene un R =
0.8832.
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6.4. Coeficiente de correlacion parcial

El coeficiente de correlacion parcial es una medida de la fuerza de la relacion
lineal entre dos variables después de controlar los efectos de otras variables
en el modelo. Si las dos variables de interés son Y y X, y las variables control
son Z1, Z», Z3 ... Zp, entonces se denotan los correspondientes coeficientes de

correlacion parcial por ryy,z, z, o El orden de las correlaciones parciales

Z3 z
depende del nimero de variables que se estan controlando. Entonces, las
parciales de primer orden tienen la forma de ryx/z, las parciales de segundo
orden 7yx,z,z.; Y en general las parciales de orden p tienen la forma
TWX/212,25 zp

En el ejemplo anterior de Y con Xi, X2, X3, el parcial de mayor orden
es el de segundo orden. Los valores de las demés correlaciones parciales se
pueden calcular de los datos y se muestran en la tabla 6.1.

Si observamos la matriz de correlaciones anterior (4), se puede ver
que la variable altamente correlacionada es Y con X1 (ry, = 0.814). Entonces,
para las tres variables independientes se considera a X1 como la mas

importante de acuerdo a la fuerza de su relacion lineal con Y.
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Tabla 6.1
Correlaciones parciales para Y con X1, Xz, Xs.

Orden Variables Forma L Valor calculado
controladas de correlacion
1 X1 Ty X, /X, 0.589
1 X1 Ty x3/%, 0.580
1 X1 I'x2,X3/X1 0.988
1 X2 Ty X1/X2 0.678
1 X2 Ty X3/, 0.015
1 Xz I'x1,X3/X2 0.060
1 X3 Ty X1/X3 0.677
1 X3 Ty, X,/X3 0.111
1 X3 I'X1,X2/X3 0.022
2 Xy, X2 Iy, X3/X1.X2 -0.015
2 Xy, X3 Iy, X2/X1.X3 0.131
2 Xz, X3 Iy, X1/X2.X3 0.679

De lo anterior surge la pregunta: después de X1, ¢cuél es la siguiente variable
mas importante para la prediccion lineal de Y? Puesto que el parcial de primer
orden ryy, /x,= 0.589 es mas grande que el de 7y x, /x, = 0.580, se determina
que Xz es la siguiente mas importante después de que tomamos en cuenta a
X1. Si solamente se considera a la variable X3 a la izquierda, se puede
preguntar: una vez que se ha tomado en cuenta a X1 y X, entonces, ¢X3 no
contribuye en nada para conocer a Y? Para responder esto se pueden observar
las correlaciones parciales de segundo orden, ry x. /x, x,= - 0.015. Note que la
magnitud de esta correlacion parcial es muy pequefia. Entonces nos
inclinamos a concluir que X3 no provee informacién esencial adicional acerca
de Y, una vez que X1 y Xz han sido usadas como predictores.

El procedimiento para seleccionar variables se inicia con la variable

maés importante y se continla adicionando variables en orden de importancia;
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mientras se controlan las variables que ya han sido seleccionadas. A este
procedimiento se le ha denominado seleccion forward o seleccion hacia
adelante. Alternativamente, se tiene controlado el problema de seleccion de
las variables trabajando hacia atras. Por esto, iniciamos con todas las variables
y se eliminan (paso a paso) variables que no contribuyen a la descripcion de

la variable dependiente.
6.4.1. Pruebas de significancia para correlaciones parciales

Independientemente del procedimiento usado para seleccionar variables, es
necesario decidir en cada paso si un coeficiente de correlacion parcial
particular es significativamente diferente de cero o no. Se ha descrito como
probar tal significancia en un contexto ligeramente diferente cuando se
consideran los distintos usos de la tabla de andlisis de varianza en un analisis
de regresion. Cuando se desea probar si el adicionar una variable al modelo
de regresion fue valioso, dado que otras variables ya estan en el modelo, se
utiliza una prueba parcial de F. Se puede mostrar que la prueba parcial de F
es exactamente equivalente a una prueba de significancia para los
correspondientes coeficientes de correlacion parcial. Entonces, para probar si

vX/2,2,25 7, €S significativamente diferente de cero, se calcula la

correspondiente F parcial Fix,z,z,. 7, Y S& puede rechazar la hipotesis nula

Zp)
si el estadistico de F es mayor a un valor critico apropiado de la distribucion

Fl, n-p-2.
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La hipdtesis nula para esta prueba puede ser establecida con mayor
formalidad considerando la poblacion analoga del coeficiente de correlacion

parcial muestral ryy,z, 7, Este pardmetro poblacional, usualmente

Z3 zp*

denotado por pyx,z,z, se denomina el coeficiente de correlacion

ZS Zp"
parcial poblacional. Entonces, la hipdtesis nula puede ser establecida como

Ho: pyx/z,2,2, o 0 y la hipdtesis alternativa asociada como Hi:

PYx/z,12,Z5 zp, 7 0.

6.4.2. Relacionando la prueba para la correlacion parcial y la prueba

parcial de F

La estructura de la correlacion parcial poblacional contribuye a relacionar las
correlaciones de alto orden y la regresion. Por simplicidad se considera esta
relacion para el caso especial de dos variables independientes. La expresién

para el cuadrado de pyy, /x, € puede escribir

,0}2’)(1/)(2 = (Uig/x2 - Ug/xlxz)/ U;%/X1 (7)

Entonces, el cuadrado de la correlacion parcial muestral 7yx, /x, € un

estimador de la reduccién proporcional en la varianza condicional de Y dado

X2 debido a condiciones de ambos X1 y Xo.
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“La correlacion parcial pyy, ,x, también se puede describir como una
correlacion de orden cero para una distribucion condicional bivariada.
Si la distribucion conjunta de Y y X; dado Xz es una distribucion
bivariada. La correlacion de orden cero entre Y y X; para esta
distribucion condicional es la que llamamos, pyy,/x,; €sto es

exactamente la correlacion parcial entre X1 y Y controlando a X>”.

Entonces podemos definir una expresioén para calcular el coeficiente de

correlacion parcial cuadrado muestral como la

2 _
Tyx,/x, =

SCresidugi(usando solo a X1 y X, en el modelo)— SCresiqual (Usando solo a X1 en el modelo)

SCresiduai(usando solo a X,en el modelo)

_ SCoxtrq debido a la adicién de X, al modelo, dado que X, ya esta en el modelo

SCresidual (usando solo a x, en el modelo)

(8)

Dada la estructura de la expresion anterior y la discusion del estadistico de F

parcial, es claro el por qué la prueba de la Ho: pyx,/x, = 0 se aplica usando

F(X1/X2) como el estadistico de prueba.

6.4.3. Otra manera de describir las correlaciones parciales

Para calcular correlaciones parciales de primer orden se usa la formula:
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Mvxiz = fyx — vz Ixz) I (1 — 15) (1 — 1) 9)

Por ejemplo, para calcular rv xzix1, de acuerdo a los valores de la matriz de

correlaciones (4) se tiene

TyX, /X, = (ryx, —Trx, rxz_xl) /\/(1 - ryle)(l - szle)

=[0.770 — 0.814(0.614)] / /(1 — 0.812) (1 — 0.614%) = 0.589

Note que la primera correlacion en el numerador es la correlacién de orden
cero entre Y y Xo. La variable controlada X1 aparece en la segunda expresion
en el numerador (donde es correlacionado separadamente con cada una de las
variables Y y Xz) y en ambos términos en el denominador. Por el uso de la
expresion anterior, se pueden interpretar los coeficientes de correlacion
parciales como un ajuste de los coeficientes de correlacidn simples para tomar
en cuenta el efecto de las variables controladas. En particular, si ryz y rxz
tienen el mismo signo y si se controla Z se reduce (esto es, hace menos
positivo 0 mas negativo, segun sea el caso) la correlacion de orden cero ryx
entre Y y X. Por el otro lado, si rvz y rxz tienen signos opuestos, controlando
Z, se incrementa ryx. Para calcular correlaciones de alto orden, simplemente
repetimos esta expresion usando las parciales apropiadamente siguiendo el
orden mas bajo. Por ejemplo, la correlacion de segundo orden es un ajuste del

parcial de primer orden; que, en este caso, es un ajuste de la correlacion
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simple de orden cero. En particular, la expresion para calcular correlaciones

parciales de segundo orden es la

ryxizw = ( Pyxiz— Pywiz xwiz) / \/ (1-72, /z)(l — iy /z)

= (ryxow— 'yziw xziw) /J(l - rYZZ/W)(l - r)?Z/W) (20)

Entonces, se puede calcular ryy, /x, x,, esto es, de la tabla 6.1.

Ty s /XX, =Ty X3 /%, T X5 /X, TV X3/ %,%0)] \/ (1 =12, x ) (=725 /x,)

= [0.580 — (0.589)(0.988)] / {[1-(0.589)?][1 — (0.988)?]}" = -0.015
De lo anterior se concluye que:

1. La correlacion parcial 1yy,z, 7,7, Zp mide la fuerza de la relacion
lineal entre dos variables X y Y mientras se controlan las variables Z;,
23,723, ..., Zp.

2. El cuadrado de la correlacion parcial ryy/z 7,2, Zp mide la
proporcion de la suma de cuadrados del residual que es tomado en
cuenta por la adicion de X a un modelo de regresion que ya

involucra a Z, Z», Z3, ..., Zp, esto es
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r2 _
YX/Z1Z2Z3..Zp —

SC extra debido a la adicién de X al modelo,que ya contiene Z,,Z,,7Z3,Zp (11)
SC residual (usando solo a Z1,Z3,Z3,......Zp en el modelo)

3. El coeficiente de correlacion parcial Tvx/2,2,..2, €5 UN estimador
del parametro poblacional Pyx/z,2,..2,0U€ €S la correlacion entre Y

y X en la distribucion conjunta de Y y X dado Zi, Z», Zs, ..., Zp.
Tambieén, el cuadrado de este coeficiente de correlacion parcial

poblacional est4 dado por la expresion equivalente
2 — 2 2 2
Pyx/z,2,25..2, = (Uy/zlzzzg...zp - Uy/x,zlzzz3...zp) / 0Y/2,2,25..2, (12)

Donde

2
0Y/212523..2,
es la varianza de la distribucién condicional de Y dado Z1, Z», Za... Z,.

4. El estadistico parcial F; F(X/ Z1, Z2, Zs, ..., Zp) Se usa para probar
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5. El coeficiente de correlacion parcial (de primer orden) ryx/z €s un
ajuste de la correlacion de orden cero ryx que toma en cuenta el

efecto de la variable control Z. Esto se puede ver en la expresion

vxiz= (fyx — vz Ixz) 1 /(1 = 5%) (1 — 1i%,) (13)

Las correlaciones parciales de alto orden son calculadas aplicando esta

expresion usando parciales de orden més bajos.

6. La correlacion parcial ryx;z puede ser definida como la correlacion
de los residuales de la regresion de la linea recta de Y sobre X y de
X sobre Z.

6.5. Correlacion parcial — multiple

El coeficiente de correlacion parcial — mdltiple se usa para describir la
relacion total entre una variable dependiente Y y dos o mas variables
independientes, mientras éste esta controlado para las otras variables. Por
ejemplo, suponga que se tiene dos variables independientes X1 y Xz, pero nos
interesan los términos al cuadrado de (X1)? y (X2)2,; entonces se tendria un

modelo como

Y= BO + B1X1 + BZXZ + B]_]_XZ]_ + B22X22 + B]_leXz + ¢ (14)
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Denominaremos a tal modelo como modelo completo de segundo orden, ya
que incluye todas las posibles variables en términos de segundo orden. Para
tal modelo completo, frecuentemente se pregunta si cualquiera de los
términos de segundo orden es importante; en otras palabras, si un modelo de
primer orden involucrando solamente a X1 y Xz es el adecuado. Existen dos
formas equivalentes para representar esta cuestion como un problema de
prueba de hipotesis. Una manera es probar Ho: B11 = B22 = B12 = 0. La otra es
probar la hipotesis Ho: py yz x2 x, x,)/x,,x,= 0, donde py(x2 xz x. x,)/x, x, €S 12
correlacion parcial multiple poblacional de Y con las variables de segundo
orden, controlando los efectos de las variables de primer orden. Este
parametro es estimado por la correlacion parcial mdaltiple muestral

TY(X2,x2,%,%,)/%,.%,)- ESta medida describe la contribucion maltiple total de

adicionar los términos de segundo orden al modelo, luego de los efectos de

los términos de primer orden que son parcializados o controlados.
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6.6. Ejercicios

6.1 La matriz de correlaciones obtenidas para las variables Y, X1, X2, y X3 son:

Y X X X3 "\

Y 1 1752 2473 .7420
X1 7752 1 -0.1395  .8028
X2 2473 -0.1395 1 -0.714

X3 Q420 .8028 -0.0714 1/

a) Basandose en esta matriz, responda: ¢cuél de las variables independientes
explica la mayor proporcion de la variacion total en la variable dependiente Y?
b) Determine las correlaciones parciales ryy, /x,Y Tyx, /x, -
¢) Pruebe la significancia de ryy, x, usando los resultados del ANVA de la
tabla del ejercicio 1 del capitulo 5. Exprese la hip6tesis nula en términos de
un coeficiente de correlacion parcial poblacional.
d) Determine la parcial de segundo orden 7y, x, x,Y Pruebe su significancia.
e) Basandose en los resultados de los incisos a — d, responda: ¢cémo ordena
las variables independientes por importancia para predecir Y? ¢Cudles de
estas variables no son relativamente importantes?

-y - ’, - 2
f) Calcule la correlacion parcial — multiple cuadrada ryy. x, /x, usando la tabla

de ANVA. Pruebe la significancia de esta correlacion. ¢Altera este resultado
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su seleccion anterior en (e) de las variables que son incluidas en el modelo de

regresion?

Modelo 1 Modelo 2 Modelo 3
Fuente G.L. SC Fuente G. L. SC Fuente G.L. SC
Regres(X;) 1 3861.630 Regres(Xi,X2) 2 4689.684 Regres 3  4889.826
Residual 30 2564.338  Residual 29 1736.285 Residual 28 1536.143

6.2. Usando los resultados del ANVA, que define la regresion entre los
resultados del examen de adolescentes de secundaria (Y) con los gastos por
alumnos (X1), porcentaje de profesores con grados de maestrias y doctorados

(X2), y la proporcién alumnos/profesor (X3), pruebe lo siguiente:

a)Ho: pyx,/x, =0 b) Ho: pyx,x,/x, = 0 ¢) Ho: pyx,x,/x, =0
b) Basado en estos resultados, y asumiendo que X es un predictor importante

de Y, ¢cudl variable incluird en el modelo de regresion?

Fuente G.L SC
Regresion (X1) 1 18953.08
(XalX1) 1 7010.03
(Xaf X1, X3) 1 10.93
Residual 21 2248.23
Total 24 28222.23

6.3. Usando el ANVA del ejercicio 5.7 que define la regresion entre la tasa
de mortalidad por cancer (YY) con el indice de polucién del aire (X1), la edad

(X2) y la fuerza de trabajo empleada en una industria (X3): pruebe lo siguiente:

a) Ho: pyx,/x,= 0

212



b)Ho:pyx,x, x,=0

€) Ho: “La adiciéon de X2 y X3 al modelo que contiene X: ¢no mejora
significativamente la prediccion de Y7

d) Basandose en estos resultados, ¢qué variables considera importantes como
predictores de Y? Use un a = 0.01.

e) Establezca el inciso “@” en términos de pruebas equivalentes de

correlaciones semiparciales.

Fuente G.L. SC
X1 1 1523.658
Xal X1 1 181.743
XalX1, Xz 1 130.529
Residual 19 551.723
Total 22 2387.653

6.4. Usando la tabla del ANVA dada en el ejercicio 5.8, que considera la
regresion entre la erosion del suelo y tres variables independientes, responda

las siguientes cuestiones relacionadas con estos factores.

Stepwise * Ajustando primero X1 despues X2 y X3
Fuente G.L SC Fuente G.L. SC
Regresion (X2) 1 667.728 Regresion (X1) 1 640.425
XalX2 1 5.8228 Xal X1 1 32.7819
Xu/Xs, X2 1 6.9405 XalX1, X2 1 7.2844
Residual 7 16.0943 Residual 7 16.0943

*El orden de importancia relativo.

Y X1 X2 X3
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~ N
Y 1 0.959 .979 -0.904

R X 1 0951 -0.819
X2 1 -0.879
X3 \ 1 /

a) Usando la matriz de correlacion calcule ryy, /x, Y Tyx. /x,-
b) Basandose en los resultados obtenidos en el inciso anterior, ¢qué variables
seguiran integrandose al modelo de regresion que ya contiene a X1?

¢) Pruebe Ho: pyx, /x, = 0 usando la prueba de t.

d) Determine la correlacién cuadrada parcial multiple rf(XZJXﬁ/le pruebe Ho:

Py (x;.x3)/x, = O
6.5. Usando los resultados del analisis en el ejercicio 5.9 realice:

a) Pruebe Ho: pyx, =0y Ho: pyx, = 0.

b) Pruebe Ho: pyx,/x, =0y Ho: pyx,/x, = 0.

c) Basandose en los resultados de los incisos anteriores, ¢qué variables son
incluidas en el modelo de regresion?, y ¢cudl es el orden relativo de

importancia?

6.6. Para los datos del ejercicio 6.3, calcule los estimadores de lo siguiente:
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a) 7’13)(1

b) RY x, x,
c) R}Z'/Xlxzx3
d) r13X3 /X1X>

e) T&XZ/Xl
6.7. Considerando los resultados del ejercicio 6.4 responda lo siguiente:

a) Calcule un estimador de ¢y /x.x, -

b) ¢Cuales son los dos modelos que son comparados en la prueba si la
correlacion en el inciso (a) es cero en la poblacion?

c) Calcule un estimador para ryy, .

d) ¢Cual es la diferencia entre el inciso (a) y el (c) acerca de la relacién entre
las tres variables de prediccion?

e) ¢Cuales son los dos modelos que son comparados en una prueba si la

correlacion entre (a) y (c) difiere en la poblacion?
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Capitulo 7
Confusion e interaccion

en regresion

7.1. Introduccioén

El analisis de regresion tiene dos tareas importantes que son: (1) predecir la
variable dependiente usando un conjunto de variables independientes y (2)
cuantificar la relacion de una o més variables independientes con una variable
dependiente. Estas tareas difieren porque la primera se orienta a encontrar un
modelo que ajusta los datos observados y predice datos futuros tanto como
sea posible; mientras que la segunda se refiere a generar un estimador
adecuado de uno o mas coeficientes de regresion en el modelo. La segunda
tarea también es de interés cuando las cuestiones de investigacién estan
relacionadas con la etiologia de las enfermedades, lo cual resulta muy
complejo para identificar una o mas causas determinantes en una enfermedad
u otro evento relacionado con la salud.

La confusion e interaccion son dos conceptos metodoldgicos
relevantes para alcanzar la segunda tarea; en este capitulo ambos se describen
usando terminologia de regresion. Se inicia con una revision general de dichas
nociones y después se discuten las formulaciones de regresion para cada uno.

Asimismo, se describe un procedimiento popular de regresion, el analisis de
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Covarianza (ANCOVA), que puede ser usado para ajustar o corregir los
problemas de confusién. Ademas, se describe ampliamente una estrategia
para obtener un mejor modelo de regresion que incorpora la evaluacion de

ambos conceptos, la confusion y la interaccion.

7.2. Confusion e interaccion

La confusion e interaccion, alin cuando son dos conceptos diferentes,
involucran la evaluacion de una asociacion entre dos 0 méas variables y toma
en cuenta los efectos de variables adicionales que pueden afectar tal
asociacion. La medida de asociacion que es seleccionada depende de las
caracteristicas de las variables de interés. Por ejemplo: si ambas variables son
continuas, como en el contexto cléasico de regresion, la medida de asociacion
tipica es un coeficiente de regresion. Las variables adicionales son referidas
como variables extrafas, variables control o covariables. La cuestion esencial
relacionada con estas variables es el como son incorporadas en el modelo, con
el cual la asociacion de interés pueda ser estimada.

En términos practicos, se considera un estudio para evaluar si el nivel
de actividad fisica esta asociado con la presion sistolica sanguinea tomando
en cuenta la edad. La variable extrafia es la edad. Se requiere determinar si se
puede ignorar la edad en este andlisis y calcular de forma correcta la
asociacion entre las dos variables. En particular, es necesario preguntar las

siguientes cuestiones: (1) ¢es el estimador de la asociacion entre las dos
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variables significativamente diferente si ignoramos la edad?, y (2) ¢es el
estimador de la asociacion entre las dos variables significativamente diferente
para distintos valores de edad? La primera cuestion esta relacionada con la
confusion, la segunda con la interaccion.

En general, existe la discusion acerca de si diferentes interpretaciones
de la relacion de interés resultan significativas cuando una variable extrafia es
ignorada o incluida en el anélisis de datos. En la practica, para valorar una
confusion es necesario comparar un estimador crudo de una asociacién (que
ignora las variables extrafias de interés) y un estimador ajustado de la misma
asociacion (que toma en cuenta de alguna manera las variables extrafias). Si
los estimadores crudo y ajustado son significativamente diferentes, entonces
se dice que la confusion esta presente y una o mas variables extrafias deben
ser incluidas en nuestro analisis de datos. Se puede observar que esta
definicion no requiere de una prueba estadistica.

Por ejemplo, usando la ilustracion anterior, un estimador crudo de la
relacién entre las dos variables (ignorando la edad) es dado por el coeficiente
de regresion S, de la variable independiente (nivel de actividad fisica) en un
modelo de linea recta que predice la variable dependiente (presion sistélica
sanguinea) usando la variable independiente. En contraste, un estimador
ajustado esta dado por el coeficiente de regresion f1* de la variable
independiente, en el modelo de regresion multiple que predice a la variable
dependiente, usando las dos variables (nivel de actividad fisica y edad). En
particular, si el nivel de actividad fisica se define como una variable

dicotémica (de 1 o O para alto y bajo nivel de actividad fisica respec-
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tivamente); entonces el estimador crudo es simplemente la diferencia entre la
media de la presion sistolica sanguinea en cada grupo de actividad fisica y el
estimador ajustado que representa una diferencia ajustada en estas dos medias
de presion sistolica sanguinea que controlan la edad. En general, la confusion
esta presente si existe cualquier diferencia significativa entre los estimadores
crudo y el ajustado. La interaccion es la condicion donde la relacion de interés
es distinta a diferentes niveles de las variables extrafias. En contraste con la
confusion, al valorar la interaccion no se considera a cada uno como
estimador crudo o estimador ajustado; en su lugar se enfoca a describir la
relacion de interés en diferentes valores de las variables extrafias. Por
ejemplo, valorando la interaccion cuando se describe la relacién (niveles de
actividad fisica y presion sistolica sanguinea), se decide si alguna descripcidn
varia segun los diferentes valores de edad (si la relacién es fuerte en adultos
y débil en jovenes). Si la relacion entre ambas variables varia con la edad,
entonces se dice que existe una interaccion entre edad y el nivel de actividad
fisica de las personas. Para valorar la interaccion, se puede emplear una
prueba estadistica; ademas de evaluar subjetivamente la significancia de un
efecto de interaccion estimado. Cuando la confusion e interaccion se
consideran para el mismo conjunto de datos, el uso de un estimador total
(ajustado) tiende a disfrazar cualquier efecto de interaccion que pueda estar
presente. Por ejemplo, si la asociacion entre las dos variables anteriores
difiere significativamente de los diferentes valores de edad, el uso de un solo
estimador total, tal como lo seria el coeficiente de regresion de la variable

independiente en un modelo de regresién multiple que contenga edad y nivel
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de actividad fisica, oculta esta interaccion. Esto ilustra el siguiente principio
bésico: la interaccion es valorada antes que la confusion, el uso de un
estimador (ajustado) que controla la confusion se recomienda solamente
cuando no existe una interaccion significativa. En general la confusion y la
interaccion son dos fendmenos diferentes. Una variable puede manifestar
ambos, ninguna de las dos o solamente una de las dos. No obstante, si se
encuentra una fuerte interaccion, el ajuste para la confusion puede ser

inapropiado.

7.3. Interaccion en regresion

Es posible describir como dos variables independientes pueden interactuar y
afectar a una variable dependiente y como tal interaccion se representa por un
modelo de regresion. Para ilustrar el concepto de interaccién, considere el
siguiente ejemplo: suponga que se desea determinar como las variables
independientes, temperatura (T) y concentracion de catélisis (C), afectan
conjuntamente la tasa de crecimiento (YY) de organismos en cierto sistema
bioldgico. Ademas, suponga que dos niveles de temperatura (To, T1) y dos
niveles de concentracion de catélisis (Co, C1) son estudiados en un
experimento en el cual se obtienen observaciones de Y para las cuatro
combinaciones de temperatura — concentracion de catélisis, estos son (To, Co),
(To, C1), (T1, Co) y (T4, Ca).
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“En términos estadisticos este experimento se llama experimento
factorial completo, ya que las observaciones de Y se obtienen de las
cuatro combinaciones. La ventaja de un experimento factorial, es que
cualquier efecto de interaccion que exista puede ser detectado y

medido de forma eficiente”.

Ahora, considere dos tipos de gréficas que se basan en dos grupos de datos
hipotéticos para el experimento establecido anteriormente. La figura 7.1a,
sugiere que la tasa de cambio en la tasa de crecimiento, como una funcion de
la temperatura, es la misma observada del nivel de concentracion de catélisis;
en otras palabras, la relacion entre Y y T no dependen de ninguna manera de
C. Es importante puntualizar que no estamos diciendo que Y y C no estan
relacionadas, sino que la relacién entre Y y T no varia como una funcion de
C; cuando éste es el caso, decimos que T y C no tienen interaccion, no existe
el efecto de la interaccion T x C. Esto significa que estamos investigando los
efectos de T y C sobre Y independientemente una de otra, y que estamos
legitimamente hablando de separar los efectos de T y C sobre Y. Una manera
de cuantificar la relacion mostrada en la figura 7.1a es con un modelo de

regresion de la forma

pyr, c=Po+ P T + B2C 1)

Aqui, el cambio en la media de Y para un cambio en una unidad de T es igual

a B1, del nivel de C, en realidad, cambiando los niveles de C en el modelo se

222



tiene solamente el efecto de mover la linea recta relacionando a py/rc y T Sin
afectar el valor de la pendiente 1, como vemos en la figura 7.1a, en particular
ty/r,co = (Bo+ B2Co) + BT Y sy 7, = (Bo + B2Ca) + BaT. En general, cuando
se dice que no hay interaccién es sinbnimo de paralelismo en el sentido de la
curva de respuesta Y versus T para los valores fijos de C que son paralelos;
en otras palabras, estas curvas de respuesta tienen la misma forma general,
difiriendo una de otra solamente por las constantes aditivas independientes de
T (figura 7.2).

En contraste, la figura 7.1b muestra la situacién donde la relacion
entre Y y T, dependen de C; en particular, parece que Y se incrementa con
aumentos en T cuando C = Co pero disminuye con incrementos en T cuando
C = Cu. En otras palabras, el comportamiento de Y como una funcién de la
temperatura no puede ser considerado independiente de la concentracion de
la catélisis. Cuando éste es el caso, decimos que T y C interactdan, o que
existe un efecto de interaccion T x C.

Préacticamente hablando, esto significa que no tiene mucho sentido
hablar de los efectos separados de Ty C sobre Y, ya que T y C no operan de

forma independiente una de otra en sus efectos sobre Y.
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C
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| | I |
To T1 To T
Figura 7.1. (a) No interaccion, (b) interaccion.

Otra manera de representar matematicamente un efecto de interaccion es

considerar un modelo de regresién de la forma

Hyr,c = PBo+ BiT + B2C + P12 TC )
Aqui el cambio en el valor medio de Y para un cambio en una unidad en T es
igual a B1 + P2TC, que claramente depende de los niveles de C. En otras
palabras, introduciendo un término de producto, tal como, B12TC, en un
modelo de regresion, es una manera de contar el hecho de que los dos factores

Ty C no operan de forma independiente uno de otro. En este ejemplo, se tiene

que cuando C = Co el modelo es

by r,c = (Bo + B2Co) + (B + P12Co) T 3)

Cuando C = C4, entonces,
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ty ¢ = (Bo + B2C1) + (B1 + P12C1) T (4)

En particular, la figura 7.1b sugiere que el efecto de interaccion P12 €S
negativo, con el efecto lineal (B1 + B12Co) de T en Co siendo positivo vy el
efecto lineal (B1 + PB12C1) de T en Ci, negativo. Un efecto de interaccion
negativo es esperado aqui en el ejemplo, ya que la figura 7.1b sugiere que la
pendiente de la relacién lineal entre Y y T decrece (va de positivo a negativo),
C cambia de Cp a C1. De esta manera, es posible que P12 Sea positivo; en este
caso el efecto de interaccion se manifesta con un gran valor positivo para la

pendiente cuando C = C; més que cuando C = Co.

Co

C1

K\Q

Figura 7.2. No hay efecto de interaccidn.

7.3.1. Modelando la interaccion

Como en la ilustracion de la figura 7.1b, que sugiere una interaccion entre

variables independientes, se puede escribir en forma general en términos de
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un modelo de regresion que involucra téerminos de productos. Desafortu-
nadamente, no hay reglas precisas para especificar tales términos. Por ejem-
plo; la interaccion que involucra tres variables X1, Xz y X3, el modelo seria

Y = Bo + BX1 + P2Xo + PaX3 + PaX1 X2 + PsX1 X3 + PeXoX3 +
B7rX1X2X3 + ¢ (5)

En este modelo los productos de dos factores de la forma XiXj se denominan
interacciones de primer orden; de la misma manera, los productos de los
factores X1X2X3 se denominan interacciones de tercer orden y productos de
mayor orden. Las interacciones de mayor orden son dificiles de interpretar.
El modelo anterior (5) no es el modelo més general posible, cuando se
consideran las tres variables Xi, X2 y Xs. Los términos de productos
adicionales tales como XiX?j, XiX3j, X%X? se pueden incluir. Sin embargo,
hay un limite del nimero total de términos. El modelo no puede contener mas
de n — 1 variables independientes cuando n es el nimero de observaciones en
los datos. No puede ser posible ajustar de forma confiable un modelo con mas
de n — 1 variables; si alguna de las variables (productos de alto orden) esta
ligeramente correlacionada con otras variables en el modelo, éste es el caso,
cuando el modelo contenga varios términos de interaccién. Este problema se
denomina colinealidad.

El modelo anterior puede, por otro lado, ser considerado muy general
si se enfoca a las interacciones de interés. Por ejemplo, si el propdsito de un

estudio es describir la relacion entre X1 y Y controlando las posibles
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confusiones y/o efectos de interaccion de Xz y Xz, el siguiente modelo puede

ser mas eficiente que el modelo anterior

Y = Bo + P1Xa + B2Xz + BaXsz + PaX1 X2 + PsXa X3 + € (6)

Los términos XiX2 y XiX3 describen la interaccion entre Xo y Xa
respectivamente, con Xi. En contraste, el término X2X3 que no esta incluido
en el modelo anterior no mantiene interaccion con Xi. Usando pruebas
estadisticas para evaluar las interacciones en un modelo de regresion dado, se
dispone de un nimero de opciones. Una aproximacion es probar globalmente
la presencia de cualquier clase de interaccion y si la interaccion es
significante, identificar los términos de interaccion importante usando otras
pruebas. Una segunda manera para evaluar interacciones es probar la
interaccion en una secuencia jerarquica, iniciando con los términos de alto
orden procediendo secuencialmente a términos de bajo orden si los términos

de mayor orden no son significativos.

7.4. Confusion en regresion
Se ha enfatizado anteriormente que la valoracién de la confusion es

cuestionable en la presencia de interaccion. Entonces, en esta discusion de

confusion se asume que no existe interaccion.
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Se asume el interés por describir la relacion entre una variable
independiente T y una variable aleatoria dependiente Y, tomando en cuenta el
posible efecto de confusion de una tercer variable C. Para valorar la confusion
se requiere comparar un estimador crudo de la relacion T — Y, que ignora el
efecto de la variable control C, con un estimador de la relacion que toma en
cuenta esta variable. Esta comparacién se puede mostrar en términos de dos

modelos, esto es

Y=Bo+PT +P2C+e (7
Y=Bo+ BT +¢ (8)

El supuesto de no interaccion de T x C precisa la necesidad de considerar el
término producto de la forma TC en este modelo. En el primer modelo la
relacion entre T y Y ajustada por la variable C que se expresa en términos del
coeficiente de regresion (parcial) B1 de la variable T. El estimador de B1 puede
ser denotado por Bic obtenido en el ajuste del modelo por minimos
cuadrados, como una medida del efecto ajustado, en el sentido que da un
cambio estimado en Y por unidad de cambio en T tomando en cuenta a C (esto
es con C en el modelo). Un estimador crudo de la relacién T - Y es el
coeficiente estimado de T, (81) basado en el segundo modelo (8), un modelo
que no involucra a la variable C. Entonces se obtiene la siguiente regla general
para evaluar la presencia de confusidn, cuando solamente una variable esta
controlada. La confusion esta presente si el estimador del coeficiente (B1) de

la variable de estudio T cambia significativamente, cuando la variable C es
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removida del modelo (primer modelo), esto es si, f1c # 1 donde fc denota
el estimador ajustado de B1 usando el primer modelo y 31 denota el estimador
crudo de B1 usando el segundo modelo.

El signo # (diferente) en la expresion anterior indica que se requiere
una decision subjetiva como si los dos estimadores fueran significativamente
diferentes; esto es, se necesita determinar subjetivamente si los dos
estimadores describen una interpretacion diferente de la asociacion T — Y.
Como un ejemplo, considere que Y denota la presion sistélica sanguinea, T
denota el nivel de actividad fisica y C denota la edad. Para un conjunto de

datos, suponer que se encontré que

fuc=41 y p1=159

Entonces, se puede concluir que un cambio de una unidad en T, produce un
cambio de 15.9 unidades en Y, cuando se ignora C (la edad), mientras, que
cuando C es controlada, un cambio de una unidad en T, produce solamente
un cambio de 4.1 unidades en Y; esto es la asociacion entre T y Y es mucho
mas débil después de controlar C (la edad). Por estos resultados se puede decir
que C (la edad) es un factor de confusion en el analisis. Como otro ejemplo,

suponga que

fuc=62 y pf1=6.1
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En este caso, nos inclinariamos a decir que C (la edad) no es factor de
confusion porque no existe diferencia significativa entre los estimadores 6.2
y 6.1. Desafortunadamente, un investigador puede hacer comparaciones tales
como fuc = 4.1 versus f1 = 5.5. Cuando se comparan numéricamente tales
estimadores, se puede considerar la importancia clinica de la diferencia
numerica entre estimadores basados en el conocimiento de las variables
involucradas. Por ejemplo, los coeficientes estimados de 4.1 y 5.5,
respectivamente, corresponden a las diferencias ajustadas y crudas en
presiones sanguineas medias, entre grupos de alta y baja actividad fisica; es
importante decidir si una diferencia de medias de 5.5 es clinicamente mas
importante que una diferencia de medias de 4.1. Una aproximacion a este
problema es controlar cualquier variable (como un factor de confusion) que
cambia el efecto del estimador crudo, por alguna cantidad preespecificada por
un juicio clinico.

Antes de definir criterios para la confusion, involucrando varias
variables, se puede comentar el problema practico de decidir qué tipo de
variables seran consideradas como factores potenciales de confusién. Aunque
la respuesta aqui puede ser debatible, se toma la posicion de que una lista
elegible de variables debe ser construida en base a conocimiento previo y/o
investigacion, acerca de la relacion de la variable dependiente en cada
covariable bajo consideracion. En particular, se recomienda que solamente
las variables conocidas que sean razonablemente predictivas de la variable
dependiente sean consideradas como factores potenciales de confusion y/o

modificadoras de efectos. En términos epidemioldgicos, tales variables son
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denominadas como factores de riesgo (Kleinbaum et al, 1982). La idea aqui
es restringir la atencion al control de las variables extrafias, que el
investigador anticipa pueden influenciar la relacion hipotéticaentre Ty 'Y, que
son estudiadas. Para desarrollar la lista, los investigadores tienen que hacer

una decision subjetiva.

7.5. Conclusiones

La confusidn e interaccidn son dos conceptos metodoldgicos pertinentes a la
valoracién de una relacion entre variables dependientes e independientes. La
interaccion que antecede a la confusion, existe cuando la relacion de interés
es diferente a diferentes niveles de variables extrafias. En regresion lineal, la
interaccion se evalUa usando pruebas estadisticas del término producto
involucrando variables independientes basicas en el modelo. La confusién no
se evalUa con pruebas estadisticas, esta presente cuando el efecto de interés
difiere, dependiendo de si una variable extrafia es ignorada o retenida en el
analisis. En términos de regresion, la confusion se evalla comparando
coeficientes de regresion crudos y ajustados de diferentes modelos.

Cuando varios factores potenciales de confusion se consideran, puede
ser apreciable identificar factores que no producen confusién, que pueden ser
permitidos en el modelo para tener precision, esto no puede ser posible en
algunas situaciones. Cuando existe una fuerte interaccion que involucra a

ciertas variables extrafias, valorar la confusidn para estas variables extrafias
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es irrelevante. También, en tal situacién, la valoracién de la confusion
involucra otras variables extrafias, aunque posiblemente, esto es complejo
subjetivo. Por lo que la valoracion de la confusion no se recomienda cuando

se han identificados efectos importantes de interaccion.
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7.6. Ejercicios

7.1 Considere los resultados del analisis que describen la regresién que
involucra dos variables independientes X1 y X2 y una variable dependiente Y.
Considere que se desea evaluar la relacion de X1 con Y controlando los

posibles efectos confundidos de Xa.

Fuente G.L. SCM Parametro  Estimador T para Ho
Regresion (X1) 1 121.000 Intercepto 6.750 5.60(p =.0001)
Residual 14 11.643 B1 5.500 3.22(p =.0061)
Regresion (X1, X)) 2 134.00 Intercepto 5.00 11.80(p =.0001)
Residual 13 1.231 B1 2.00 3.12(p=.0081)
B2 7.00 10.93(p=.0001)

a) Usando un coeficiente de regresién apropiado, como una medida de
asociacion, determine si existe confusion. Explique.

b) Suponga que la confusién ha sido determinada, haga una comparacién de
coeficientes de correlacion (parcial) crudo y ajustado. ¢(Qué conclusiones
obtiene?

c) ¢Cuél es el mensaje de este ejemplo?
7.2. Considere los resultados del analisis que describe la regresién que

involucra dos variables independientes X1 y X2 y una variable dependiente Y

(usando diferente conjunto de datos). Los resultados son:
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Y X1 X2
Y 1 .26491 .92717
X1 1 0.000
X2 1

Matriz de correlaciones

Tyx,/x, = 0.7107

Tablas de ANVA vy estimador de los parametros

Fuente G.L SCM R? Parametro  Estimador Ve(leg:es
Regresion(X1) 1 8.000 0.0702 Intercepto 8.500 4.04
Residual 6 17.667 B1 2.000 0.67
Regre;'z‘;“(xl' 2 53000 0.9298 Intercepto 5.000 6.45
Residual 5 1.600 B1 2.000 2.24
B2 7.000 7.83

a) Responda las mismas preguntas del ejercicio 1 del inciso a al c.
b) ¢Qué ilustra este ejemplo en relacion al uso de la prueba de hipétesis Ho:

B2 = 0, para valorar la confusion?

7.3 Se condujo un experimento para analizar cuantitativamente los factores
encontrados en una lipoproteina de alta densidad dentro del suero sanguineo
humano. Se asociaron tres variables predictoras con la variable respuesta Y;
el colesterol total (X1) y los triglicéridos totales (X2) concentrados en la
muestra, mas la presencia o ausencia de un cierto componente prebeta o SPB
(X3) que fue codificado como 0 en su ausencia y como 1 si estaba presente.
Los analisis son mostrados en las siguientes tablas de ANVA.
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Fuente G.L SC Fuente G.L. SC

Regresion (X1) 1 43.2653 Regresion (X2) 1 21.3397
Residual 40 4567.3835 Residual 40 4592.2793
Fuente G.L SC Fuente G.L. SC
Regresion (Xs) 1 735.2054 Regresion (X1, X») 2 135.3820
Residual 40 3878.4136 Residual 39 4478.2369
Fuente G.L SC Fuente G.L. SC
Regresion (X1, X3) 2 783.1691 Regresion (Xaz, X3) 2 737.8069
Residual 39 3830.450 Residual 39 3875.8122
Fuente G.L SC Fuente G.L SC
Regresion .
Regresion (X1, Xs) 2 783.1691
(X1, X2, X3) 3  819.7473
X1, XalX1, X3 1 62.4247
X1, Xa, XofX1, X2, Xz 2 74.7443
Residual 36 3719.0517 Residual 38 3768.0252

a) Pruebe si X1, X2 0 X3 ayudan significativamente en la prediccion de Y.

b) Pruebe si X1, X2 y X3 ayudan significativamente para predecir Y.

c) Pruebe si los coeficientes verdaderos de los términos productos X1 Xz y X2Xs3
son simultadneamente cero en el modelo que contiene a X1, X2 y X3, mas estos
términos productos. Establezca la hipotesis nula en términos de un coeficiente
de correlacion maultiple parcial. Si esta prueba no se rechaza, ;qué se puede
concluir acerca de la relacion de Y con X1 y X2 cuando X3 = 1 comparado
cuando Xz = 0?

d) Basado en la informacion anterior, ¢se puede valorar la confusion de X1 o

X2 cuando se evalla la relacion de X3y Y? Explique.
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Capitulo 8

Transformacion de los datos

8.1. Introduccioén

En muchas aplicaciones es apropiado desarrollar el modelo lineal en términos
de funciones de los datos observados. En este capitulo se discuten los métodos
para determinar la forma funcional de la transformacion y el subsecuente
analisis. Se tratan los procedimientos mas comunes para mejorar las unidades
de medidas de los datos y asi obtener los mejores modelos ajustados para la

prediccion de nuevas observaciones de la variable independiente.

8.2. Necesidades de la transformacion

El examen de gréaficos de residuales, graficos g ~ q y otros procedimientos
diagnosticos pueden sugerir que los supuestos del modelo no se cumplen. Las

violaciones mas comunes son:

a. La expresion de los valores esperados de la respuesta no es

correcta.
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b. La varianza no es constante en el rango de los datos.
c. Los datos no estdn normalmente distribuidos.
d. Puede ser mejor desarrollar el modelo en términos de alguna

funcidn de las respuestas.

La determinacion de la forma correcta de la funcidn de respuesta requiere que
se tengan observados todos los predictores relevantes y que sean usados en la
forma funcional correcta. En general, la determinacion de la funcion correcta
de los insumos requiere mucha experiencia y esfuerzo. La falta de
homogeneidad de varianza es una de las violaciones mas comunes. Esto
puede ser detectado en las graficas de residuales, donde la variabilidad se
incrementa con la magnitud de la respuesta. Alternativamente, la variabilidad
puede depender de una o mas variables de insumos (entradas) o alguna
funcidon de ellas; y la violacion puede ser més dificil de detectar. Las
violaciones en el supuesto de distribucidn se encuentran a veces y el examen
de gréaficos g ~ q de los residuales puede revelar la naturaleza de la
distribucion.

El hecho de que nuestras medidas tracen registros de respuestas en una
escala no significa que ésta es la mejor escala para la modelacion. Por
ejemplo, en un estudio de los factores que afectan el kilometraje del gas en
automoviles Henderson y Velleman (1981), encontraron que era mejor
utilizar la respuesta de galones por milla que las millas por galon de
combustible; esto es, el modelo se desarrolla en términos del reciproco de la

respuesta. En un ejemplo mas detallado, en secciones posteriores veremos
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que el uso de un logaritmo de los rendimientos de respuesta mejora el modelo
que tiene alguna justificacion tedrica. Esta y otras transformaciones se usan a
menudo para generar un mejor analisis. Frecuentemente las transformaciones
son sugeridas por el andlisis diagnodstico. Algunos analistas recomiendan
aplicar logaritmos si el rango de los datos tiene diferentes Ordenes de
magnitud. Las transformaciones lineales son convenientes, porque no
cambian el ajuste de los datos. Las transformaciones recomendadas en esta
seccion son no lineales y disefiadas para obtener satisfaccion de los supuestos
del modelo lineal. De esta forma, no existe garantia de que se pueda hacer
esto y se pueden construir otras formas alternativas del modelo.

La transformacion de los datos ha sido, por lo general, una alternativa
que produce un mejor ajuste o quizas un mejor modelo de prediccion. Las
transformaciones o reexpresiones de datos se usan para hacer un supuesto mas
razonable. Se puede tratar de transformaciones para estabilizar varianza y
eliminar el problema de la autocorrelacion en los datos para una regresion.
Aqui se resuelve otro supuesto, que es la forma del modelo. En esta seccion,
se discuten algunos procedimientos para determinar formas alternativas de
modelos o transformaciones y situaciones bajo las cuales el uso de esas
transformaciones puede tener éxito. En algunos casos la necesidad de algun
tipo de transformacion puede ser obvia. Las graficas de los datos en regresion

lineal simple pueden definir una aproximacién curvilinea.
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8.3. Transformacion en el caso de regresion simple

Considere el caso de la regresion lineal simple. Una transformacion para
cambiar la estructura del modelo se requiere normalmente cuando los datos

reflejan curvatura. Una desviacion ordinaria del modelo de linea recta es

Y=PBo+P1X+e 1)

Puede ser detectada en las graficas de residuales, o en una simple grafica de los
datos. Si una grafica de los datos refleja una tendencia que tiene semejanza
curvilinea especifica, se puede alterar el modelo para ajustar la tendencia
(figura 8.1).

(a) Residuales Ideales (b) Curvatura del modelo  (c) Varianza heterogénea

Yi Yi Yi
Figura 8.1. Residuales que indican la violacion de supuestos.
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8.3.1. La parabola

La alteracion del primer modelo se considera més que simplemente una

transformacion, la adicion de un término cuadratico al modelo. EI modelo es
Y = Bo+ X + PoX* + ¢ 2
La naturaleza de la gréfica que se produce, y los datos generados por el

modelo de la parabola, dependen de los signos y magnitud de los coeficientes

Bo, B1 y P2. Los ejemplos tipicos son (figura 8.2).

y ¥

/_\

X X

Figura 8.2. (a) Pardbola con Bo, B1 Y p2 >0 (b) Parabola con o >0, 1 >0y <0

8.3.2. La hipérbola

Aplicaciones en las areas de biologia, economia y otros campos, permiten el
uso de una funcion hiperbdlica que se puede obtener transformando ambas

variables; la variable respuesta (Y) y la variable regresora (X). Graficas
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tipicas que sugieren el uso de la funcion de la hipérbola se pueden observar
el la figura 8.3. La forma funcional verdadera de la hipérbola es no lineal en
los coeficientes del modelo. La ecuacién es dada por y = x/(a + Bx). La forma

linearizada involucra la transformacién inversa de ambas variables; esto es,

-, 1 1 P
una regresion de ~ contra -, adoptando asi la estructura del modelo

yiiZBoJfﬁl(x%)ﬁLS 3

Es facil verificar que Bo= oy que B1 = . La asintota que puede ser de interés
para el analista se indica por la linea punteada en la figura 8.3. Las curvaturas

positivas y negativas se obtienen cuando f1 >0y B1 <0.

Figura 8.3. (a) Hipérbola con curvatura negativa. (b) Hipérbola con curvatura positiva.
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8.3.3. La funcidn exponencial: transformacion de logaritmo natural de Y

En la primera seccion se discutio la transformacion logaritmica de la
respuesta como un mecanismo que puede ser usado para lograr varianzas
homogéneas en ciertas situaciones. La transformacion puede ser usada
también para producir un supuesto para el modelo cuando los datos sugieren
una curvatura de un cierto tipo. Si la figura no es una linea recta, pero se
parece a las mostradas en la figura 8.4, la estructura verdadera puede ser de

la forma y = aeP*. Entonces un modelo ajustado del tipo

In (yi) = Bo + Baxi+ & (4)

puede ser apropiado. Aqui Bo=Inoay p1=p

Y

X X

Figura 8.4. (a) Funcién exponencial en donde p> 0. (b) Funcién exponencial en donde 3 <O0.
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8.3.4. La funcion potencia (transformaciones de logaritmo natural de Y y X)

A veces, la curvatura que ve el analista en la gréfica de Y sobre X sugiere un
procedimiento del tipo y = axP, una funciéon de potencia que puede ser
linearizada usando la transformacién logaritmo de ambas variables. Entonces

el modelo ajustado esta dado por

In (¥;) =Bo+ Pr(InX;) +¢ (%)

con los coeficientes Bo y B1 estimados por el procedimiento estandar de
minimos cuadrados. La gréafica de la funcion de potencia depende del signo y
la magnitud de la constante 1, y se puede observar en la figura 8.5 de los

diferentes conjuntos de funciones.

¥ bl -1
bl =1
bl - 1 bl =0
0<bl <1
[
X X
Figura 8.5. (a) Funci6n de potencia. (b) Funcion de potencia B1 negativo.
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8.3.5. La exponencial inversa la transformacion de logaritmo natural de

y; transformacion inversa de x.

Hay muchos fendmenos cientificos que son exponenciales por naturaleza,
pero no estdn contemplados en la familia discutida anteriormente. Por lo
general, la porcion exponencial del mecanismo es proporcional a la inversa
de X en lugar de X; esto resulta en figuras no parecidas a las presentadas en la
figura 8.4. El mecanismo es y = ae®*. El modelo ajustado que refleja la

transformacion es
1
In (y) = Bo + Bl(x_i) + & (6)

En la figura 8.6 se muestra el tipo de figura del modelo anterior. El proposito
de esta seccion es proporcionar modelos alternativos que permitan tener mas
éxito en el ajuste de modelos de prediccion que con la regresion lineal simple.
En el caso de una sola variable regresora, si la curvatura en una gréafica revela
una apariencia similar a la graficada aqui, el usuario empleara la
transformacion indicada y podra determinar si los resultados son mejores. El
mejoramiento puede tomar la forma de (1) un patron mas atractivo de los
residuales, (2) un mejor ajuste y prediccion estadistica en las variables
naturales. En el caso (2), el analista formara residuales en el original de y-

unidades por lo que produce un cuadrado medio del error.
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bL1-0 e o

bl <0

(a) X (b) X

Figura 8.6. (a) Exponencial inversa: uso de la transformacion de logaritmo natural de y e
inversa de x. (b) Exponencial inversa: uso de transformacién de logaritmo natural de y,

transformacién inversa de x.

8.4. Qué pasa con la estructura del modelo transformado

Las transformaciones son parte integral del analisis estadistico de datos. Se
intenta formalizarlos aqui para que el usuario entienda su propoésito. Sin
embargo, el analista de datos debe conocer cudl es la estructura total del
modelo, una vez que se ha tomado la decision de una transformacion de los
datos. Una transformacion puede ser vista como una simple pincelada de lapiz
0 un cambio en una declaracién del modelo de un paquete de cémputo, con
la motivacion de que los datos son descritos por un nuevo modelo mas
aproximado. Sin embargo, hay mas detalles y el analista debe ser prudente.

Se puede ilustrar mejor con un ejemplo: suponga una grafica de Y contra X,
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que revela una curvatura que se parece a la figura 8.5a, se asume que una

funcion de potencia del tipo y = axP, gener6 los datos y el modelo es

INY;=Po+PrInX; +¢ @)

Verdaderamente, todas las indicaciones del ajuste resultante puntualizan
evidencia de un mejoramiento. Pero, ;donde va verdaderamente la
transformacion y qué hace el analista? La transformacion trabaja porque el
verdadero mecanismo es la funcion de potencia y = axP. Si ignoramos los
errores en el modelo, aplicamos el logaritmo natural a la funcién de potencia;
esto es, Iny = Bo + B1 In X;; sin embargo, si colocamos el término de error
aditivo a las dos relaciones, una transformacién log del modelo de la funcion
de potencia, no produce la ecuacién anterior. El resultado de este desarrollo
es que la transformacion de los datos altera la estructura de los errores.
Mientras la transformacién pueda ser estructuralmente ventajosa, es
completamente posible que pueda producir una violacion del supuesto de
varianzas homogéneas o del supuesto de normalidad.

Las desventajas de las transformaciones expuestas aqui no desaniman
su uso. Sin embargo, es aconsejable poner mucha atencion para hacer rutinas
cuidadosas de inspeccién de residuales estudentizados cuando se ha hecho
una transformacion. La estimacion de los pardmetros en modelos no lineales
por minimos cuadrados es mas complejo. En ciertas circunstancias, que
ocurren regularmente, puede ser preferible no transformar los datos, pero si

asumir un modelo aditivo y aplicar regresion no lineal.
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8.5. Ejercicios

8.1 Se realiz6 un estudio para relacionar el peso y la longitud de peces
capturados en una laguna costera del estado de Tabasco. Los pesos y longitud

fueron medidos a 24 peces y los datos son:

Observaciones  Log. del Log. de Observaciones  Log. del Log. de

peso longitud peso longitud
1 1.973 2.338 13 2.405 2.496
2 1.973 2.367 14 2.626 2.558
3 2.064 2.398 15 2.713 2.559
4 2.152 2.401 16 2.665 2.582
5 2.158 2412 17 2.737 2.585
6 2.326 2.459 18 2.746 2.600
7 2.262 2.465 19 2.825 2.615
8 2.299 2.473 20 2.892 2.631
9 2.362 2.474 21 2.975 2.639
10 2.338 2.484 22 2.940 2.646
11 2.449 2.484 23 3.025 2.670
12 2.384 2.493 24 2.985 2.781

Podemos conjeturar que el peso del pescado varia con la longitud y se puede
aproximar por la siguiente relacion: Y = ax®. Donde Y es el peso y X es la

longitud.
a) Ajuste una regresion lineal simple a los datos: Y; = o + p1X1 + &i.

b) Ajuste el modelo: log Y; = & + & (log X;) + &i.

¢) Compare los dos modelos.
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8.2. Se realiz6 un estudio para determinar las caracteristicas del crecimiento
de las raices de trigo en presencia de un herbicida, aplicado al suelo. Los datos
fueron recolectados del porcentaje de control midiendo el porcentaje del

crecimiento observado sin el herbicida, como la variable respuesta.

Concentracion
de herbicida (X)
% de control

)

0.5 1.0 2.0 8.0 32.0 128.0

95.8467 91.6561 81.5142 71.7477 68.7061  35.9895

a) Ajuste un modelo del tipo: Y; = Po + Pix; + Pux? + . Calcule s?, los
residuales PRESS, los residuales ordinarios y la suma de residuales absolutos
ordinarios PRESS.

b) Ajuste el modelo In (Y;) = Bo + B1X; + ¢;. Calcule la misma informacion
que para el inciso (a) para las unidades de respuesta originales.

c) Haga una comparacion entre los dos modelos anteriores. ¢ Cuél prefiere?

8.3. En un estudio de ingenieria ambiental de una cierta reaccion quimica, la
concentracion de 18 soluciones preparadas separadamente fueron registradas
en diferentes tiempos (tres medidas para cada una de los seis tiempos). El
logaritmo natural de la concentracion se calculd y se obtuvieron los siguientes

resultados:
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Soluciéon  Tiempo  Concentrac Ln(concentrac) Solucién Tiempo Concentrac Ln(concentrac)
1 6 0.029 -3.54 10 12 0.425 -0.856
2 6 0.032 -3.442 11 12 .0384 -0.957
3 6 0.027 -3.612 12 12 0.472 -0.751
4 8 0.079 -2.538 13 14 1.130 0.122
5 8 0.072 -2.631 14 14 1.020 0.020
6 8 0.088 -2.430 15 14 1.249 0.222
7 10 0.181 -1.709 16 16 2.812 1.034
8 10 0.165 -1.802 17 16 2.465 0.902
9 10 0.201 -1.604 18 16 3.099 1.131

a) Grafique en hojas separadas la dispersion de los datos de:

1) La concentracion (YY) versus el tiempo (X).

2) El logaritmo natural de la concentracion (In Y) versus el tiempo (X).

b) Calcule por medio de computadora lo siguiente:

1) La ecuacién estimada de la linea recta de la regresién (grado 1) de
Y sobre X.

2) La ecuacién estimada de la regresion cuadrética (grado 2) de Y
sobre X.

3) La ecuacion estimada de la regresion de linea recta (grado 1) de In
Y sobre X.

4) La grafica de cada una de estas ecuaciones ajustadas en sus

respectivos diagramas de dispersion.

c) Basado en los resultados del analisis, complete la siguiente tabla.
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Fuente G.L. SC SCM Fo

Regresion 1
Residual

Falta de ajuste 4
Error puro 12
Total 17

d) Basado en los resultados del andlisis, complete la tabla del ANVA.

Fuente G.L. SC SCM Fo
Regresion

Grado 1 (X) 1

Grado2 (X?/X) 1

Residual

Falta de ajuste 3

Error puro 12

Total 17

e) Determine y compare las proporciones de variacion total en Y explicadas
por la regresion de linea recta sobre X y por la regresion cuadratica sobre X.
f) Realice las pruebas de F para la significancia de la regresién de la linea
recta de Y sobre X y para la adecuacia de ajuste de la linea de regresion
estimada.

g) Realice la prueba de F total para la significancia de la regresion cuadréatica
de Y sobre X, una prueba para la significancia de la adicion de X2 al modelo y
una prueba de F para lo adecuado del ajuste del modelo cuadratico estimado.
h) Para la regresion de linea recta de InY sobre X, realice las pruebas de F para
la significancia de la regresion completa y para la adecuacia de ajuste del

modelo de linea recta estimado.
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i) ¢Qué proporcion de la variacion de InY es explicada por la linea recta de
regresion de InY sobre X? Compare este resultado con los obtenidos en el
inciso (e) para la regresion cuadrética de Y sobre X.

Concentracion de Y sobre el tiempo

Ajuste de Grado 1 Ajuste de Grado 2
RZ -multiple 0.732 R? -multiple 0.957
Regresion Coeficientes Regresion Coeficientes
0 -1.9318 0 3.1721
1 0.2459 1 -0.78102
2 0.046682
Andlisis de Varianza
Fuente G. L. SC SCM
Grado 1 1 12.705 12.705
Grado 2 1 3.9053 3.9053
Falta de ajuste 3 0.51446 0.17149
Error puro 12 0.23248 0.01937
Total 17 17.357 1.021
Concentracion de In Y sobre el tiempo (X)
RZ -m0ltiple 0.996
Regresion Coeficientes
0 -6.2096
1 0.45117
Fuente G.L. SC SCM Fo
Grado 1 1 42,746  42.746
Falta de ajuste 4 0.02783 0.006959
Error puro 12 0.12247 0.010206
Total 17 42,896  2.5233

J) Un supuesto fundamental del analisis es la homocedasticidad.
1) Examine los diagramas de dispersion construidos en el inciso (a) y
establezca por qué el tomar el logaritmo natural de la concentracién

ayuda a cumplir con el supuesto de homogeneidad de varianza.
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2) ¢Piensa que la linea de regresion de InY sobre X es mejor para
describir este conjunto de datos y mejor que la regresion cuadratica de
Y sobre X? Explique.
k) ¢ Cual supuesto clave de los datos esta en duda si, en lugar de 18 soluciones
diferentes, fueran tres; cada una de las cuales fue analizada en seis diferentes

tiempos?
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Capitulo 9

Regresion polinomial

9.1. Introduccién

Esta seccion se enfoca a un caso especial de los modelos de regresion
multiple, el modelo polinomial, que por lo general es de interés si existe
solamente una variable independiente (X) en la relacion. Se considera
un modelo de linea recta para esta situacion, sin embargo, se puede
determinar si se logra mejorar significativamente la prediccion
incrementando la complejidad del modelo ajustado de linea recta. La
extension mas simple del modelo de linea recta es el polinomio de
segundo orden o parabola, que involucra un término X? adicional a X.
La adicion de un término de alto orden X2, X3, etc., es una simple
funcién de una variable simple basica; que puede ser considerado
equivalente a adicionar nuevas variables independientes. Entonces, si

se denota a X como X1, a X2 como Xz, el modelo de segundo orden

Y =PBo+ PuX+ PoXP+e 6y
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se convierte en
Y =Po+PuXe+P2Xo + € (2)

En general, los modelos polinomiales son casos especiales del modelo
general de regresion mdltiple. Sin embargo, puesto que se considera
solamente una de las variables independientes, cualquier modelo
polinomial puede ser representado por una grafica curvilinea o una
gréfica de dos dimensiones. Cuando existe una sola variable
independiente X, la tarea fundamental es encontrar una curva que ajuste
mejor los datos y que la relacion entre X y Y sea explicada
apropiadamente. Porque una curva de alto orden puede ser mas
apropiada que una linea recta, y por lo general se considera importante
ajustar tales curvas.

Primero, se consideran métodos para ajustar y evaluar el modelo
de segundo orden (parabdlico); después se consideran modelos de
mayor orden. Puesto que estos modelos son casos especiales del modelo
general de regresion multiple, el ajuste de estos modelos y los métodos
de inferencia son esencialmente los mismos que fueron descritos
anteriormente; ya que las variables independientes en un modelo
polinomial son funciones de la misma variable basica (X) y estan
inherentemente correlacionadas. Esto genera dificultades de computo
debido a la colinealidad. Afortunadamente, estas técnicas disponibles,

como el uso de polinomios ortogonales y el centrado, que nos ayudan a
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remediar tales problemas y estos procedimientos se discuten mas
adelante. El uso de polinomios ortogonales nos ayuda a simplificar las

pruebas de hipotesis.

9.2. Modelos polinomiales

La clase mas general de curvas consideradas para describir la relacion
entre una sola variable independiente X y una respuesta llamada Y, se
denomina como polinomio. Matematicamente, un polinomio de orden

k en X es una expresion de la forma

Y =Co+ X+ CX2 + CX3 + .+ ¢ x (3)

En el cual los ¢’s y k son constantes. Hemos considerado el polinomio
mas simple correspondiente a k = 1 (esto es, la linea recta que tiene la
forma'Y = co + c1x). El polinomio de segundo orden que corresponde a
k = 2 (esto es la parabola) tiene la forma general Y = co + C1X + C2X°.
Pasando de un modelo mateméatico a un modelo estadistico,
como se hizo con el modelo de la linea recta, podemos escribir un

modelo parabolico en cada una de las siguientes formas

ty/x = Po + P1X + P2X? (4)
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o el modelo

y=Bo+ X +pX?+e

En estas ecuaciones, las letras mayusculas (Y’s, X’s) denotan variables
estadisticas; Po, p1 y B2 denotan los parametros desconocidos llamados
coeficientes de regresion; py/x denota la media de Y a una X dada, y €
denota el componente del error que representa la diferencia entre la
respuesta observada Y en X y la verdadera respuesta promedio py/x en
X. Si tentativamente asumimos que un modelo parabodlico, que es dado
por los modelos anteriores (4), es apropiado para describir la relacién
entre X y Y, debemos determinar una parabola estimada que ajuste
mejor los datos. Como en el caso de linea recta, esta parabola de mejor
ajuste puede ser determinada empleando el método conocido de

minimos cuadrados.

9.3. Procedimiento de minimos cuadrados para el ajuste de una

parabola

Los estimadores minimos cuadrados de los parametros Bo, B1y B2 €n un
modelo parabdlico son seleccionados para minimizar la suma de

cuadrados de desviaciones de puntos observados que corresponden a la
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parabola ajustada (figura 9.1), y sea ¥ quien denota el valor de respuesta

predicha en X, se puede escribir la parabola estimada como:

Y =fo +F1X+ X ®)

La minima suma de cuadrados obtenida usando esta pardbola de

minimos cuadrados es

SCerror = Zgl:l(Yi - if'i)2 = ?=1(Yi - BO - lei - BZXZi)2 (6)

Como en el modelo general de regresion, se supone que no es necesario
presentar las expresiones precisas para calcular los estimadores de
minimos cuadrados de fo, f1 y [ Estas expresiones son
completamente complejas y se daran sélo para polinomios de mayor
orden. Los investigadores parecen no emplear tales modelos de
regresion polinomial sin el uso de software estadistico apropiado, que
puede desarrollar los céalculos necesarios e imprimir los resultados
nUMEricos.

Para el ejemplo 1 (pag 23) los datos de presion sistélica
sanguinea y nivel de actividad fisica, con la eliminacion de un dato
lejano (47, 220), los estimadores minimos cuadrados para los

coeficientes de regresion parabolica calculados son:
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0.010

o))

Bo=113.41 f1=0.088 2

Entonces, el modelo ajustado es

Y =113.41 + 0.088X + 0.010X?

Esta ecuacion puede ser comparada con la ecuacion de la linea recta

para estos mismos datos, con la eliminacion del dato lejano (outlier).

Y =97.08 + 0.95X

Cuando se comparan los dos modelos ajustados es importante notar que
los estimadores de o y B1 son diferentes en los dos modelos, indicando
que la estimacion de B2 afecta la estimacion de o y B1 en el modelo

cuadratico.

Paribola de
minimos
anadrados

Figura 9.1. Desviaciones de puntos observados de la parabola de minimos

cuadrados.
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9.4. Tabla de Andlisis de varianza (ANVA) para regresion
polinomial de segundo orden

Como se mostro en el caso de regresion lineal simple, los resultados del
andlisis de un modelo polinomial de segundo orden pueden ser
presentados en una tabla. La tabla de ANVA para un ajuste parabélico
de los datos de presion sistdlica sanguinea y edad se tienen en la tabla
9.1. Los comentarios sobre esta tabla son: primero se realizan pruebas
para variables en orden de adicion. El orden de las variables naturales
sugiere que se haga de la potencia més grande a la mas pequefia del
predictor o viceversa. De forma consecuente, una prueba para la tltima
variable adicionada en cada término se puede evitar en modelos
polinomiales. Usando las pruebas de variables en orden de adicion,
favorecen la seleccion del mas parsimonioso y relevante modelo
posible. Ademas, todas estas pruebas utilizan el residual del modelo

mas grande.

Tabla 9.1
Tabla de ANVA para los datos de presion sistdlica sanguinea y edad
Gradosde  Sumas de Cuadrados

Fuente libertad cuadrados medios Fo
Regresion X 1 6110.10 6110.10 68.89
X2/X 1 163.30 163.30 1.84
Residual 26 2306.05 88.69
Total 28 8579.45 R2=0.731
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9.5. Inferencias asociadas con la regresion polinomial de segundo

orden

Hay tres cuestiones de inferencia basica asociadas con la regresion

polinomial de segundo orden; que son

a) ¢Es significativa la regresién completa?; es decir, ;es mayor
la variacion explicada en Y por el modelo de segundo orden
que por ignorar X completamente?

b) ¢Provee el modelo de segundo orden un mayor poder
predictivo que el dado por el modelo de linea recta?

c) Dado que un modelo de segundo orden es mas apropiado que
uno de linea recta, ¢adicionaremos términos de mas alto

orden (esto es, X3, X4, etc.) al modelo de segundo orden?

9.5.1. Prueba para la regresion total y la fuerza de la relacion

parabdlica total

Para determinar si la regresion total es significativa y probar si en la
hipotesis nula Ho: “no existe significancia de la regresion total usando
Xy X?” (esto es; B1 = B2 = 0). El procedimiento de prueba usado para
esta hipdtesis nula involucra la prueba de F total, como
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F= CMregresion (7)
CMyesidual

Se compara el valor de este estadistico con un valor critico apropiado
de la distribucion de F, con 2 y 26 grados de libertad, en el numerador
y denominador respectivamente. Para a = 0.001 encontramos que F =
35.37 > F2.26, 0999 = 9.12, entonces se rechaza la hipdtesis nula de la
regresion total no significativa (P < 0.001). Para obtener una medida
cuantitativa de qué tan bien el modelo de segundo orden predice la
variable dependiente, podemos usar el coeficiente de correlacion
multiple cuadrado (R? maltiple). Con r? en regresion lineal simple, R?
representa la proporcion de la reduccién en la suma de cuadrados del
error obtenido usando X y X2, en lugar del simple predictor Y. La

expresion para calcular R? esta dada por

SCtotales _SCerror(modelo de segundo orden)

RZ —
(modelo de segundo orden) —
SCtotal

(8)

Para el ejemplo anterior (tabla 9.1), R? = 0.731. La prueba anterior de

F indica que la R? es significativamente diferente de cero.
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9.5.2. Prueba para la adicion del término X2 al modelo

Para responder la segunda cuestion, en relacion al incremento del poder
predictivo, se debe aplicar una prueba de F parcial de la hipotesis nula
Ho: “la adicion del término X? al modelo de la linea recta, no mejorara
significativamente la prediccion de Y, arriba y abajo del obtenido por el
mismo modelo de linea recta” (esto es; B2 = 0). Para probar esta

hipdtesis nula se calcula el estadistico parcial de F

F(XZ/X) —_ (Sumas de Cuadrados extra debido a la adicién de X?)/1
Cuadrados Medios de residuales(en el modelo de segundo orden)

9)

El cual se compara con un valor apropiado del porcentaje de F (F1,26, €n
el ejemplo).

Puesto que X2Xes la Gltima variable adicionada, ésta es una
prueba de la ultima variable adicionada. Alternativamente podemos
dividir el coeficiente estimado f2 por su desviacion estandar estimada
para formar un estadistico que tiene una distribucion de t bajo Ho con
26 grados de libertad. La informacion necesaria del ANVA para
calcular esta prueba F en nuestro ejemplo, se encuentra en la tabla 9.1.
La suma de cuadrados extra para X2X/X es de 163.30 y se calcula como

la diferencia entre el valor de la suma de cuadrados de regresion para
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los modelos de primer y segundo orden. El estadistico parcial F
{F(X?X/X)} se calcula como

F= 163.30 ~1 84
88.69

Puesto que F1,2, 090 = 2.91 no se rechaza Ho al nivel de a = 0.10.
Ademas, el valor de P, para esta prueba satisface la desigualdad 0.10 <
P < 0.25. Entonces, se puede concluir que cuando se adiciona un
término cuadratico al modelo de linea recta no mejora
significativamente la prediccion. Esta conclusion esté justificada por el
pequefio incremento en R? cuando el término X? es adicionado al
modelo de linea recta. Puesto que r> = R? = 0.712 para el modelo de
linea recta, y R? = 0.731 para el modelo parabdlico, entonces el
incremento del R? es; 0.731 — 0.712 = 0.019, que se considera muy

pequefio.

9.5.3. Prueba para la adecuacia del modelo de segundo orden

Por los analisis de los datos anteriores se puede ver que el modelo de
linea recta es el que ajusta los datos de forma adecuada, la prediccion
de la respuesta es significativa y es preferible a un modelo parabdlico.
De forma consecuente, es superfluo evaluar si un modelo de orden mas
alto que dos es significativamente mejor que un modelo de linea recta.
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No obstante, note que cualquier cuestion de adecuacia de un modelo
puede ser enfocada (con una prueba de falta de ajuste) para cualquier
modelo (de cualquier orden) en un estado dado de andlisis. Cualquier
prueba de falta de ajuste puede ser caracterizada por una prueba de F
parcial o multiple, para la adicion de uno o mas téerminos del modelo
bajo estudio.

Ejemplo: suponga que un estudio de laboratorio se disefia para
determinar la relacion entre la dosis (X) de cierta droga y la ganancia de
peso (Y). Por la que ocho animales de laboratorio del mismo sexo, edad
y tamafio son seleccionados al azar y asignados aleatoriamente a uno de

los ocho niveles de droga. Los datos son:

Dosis droga 1 2 3 4 5 6 7 8
Ganancia de peso 1 1.2 1.8 2.5 3.6 4.7 6.6 9.1

La ganancia de peso se mide en cada animal después de la segunda
semana del estudio, periodo durante el cual todos los animales son
sometidos al mismo régimen alimenticio y condiciones generales de
laboratorio. Se grafican los datos y se observa que el modelo que mejor
los representa es un modelo parabdlico, mas que un modelo de linea
recta.

De acuerdo con los célculos y el analisis de varianza
correspondiente para este modelo, tenemos la ecuacion de prediccion

Y =1.13-0.41X +0.17X?
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Las tablas de analisis de varianza

a) Para un modelo de linea recta el ANVA es

Grados Sumas de Cuadrados El modelo ajustado
Fuente de . Fo p
. cuadrados  medios de linea recta es
libertad
Regresion 1 52.04 52.04 61.95 ¥ =120+1.11X
Residual 6 5.03 0.84 5 _
Total 7 57.07 R®=0912
b) Para un modelo cuadratico el ANVA es
Fuente Gradosde  Sumas de Cuadrados =
libertad cuadrados medios 0
Rearesion 1 52.04 52.04 61.95
9 X2 1 4.83 4.83 120.75
Residual 5 0.20 0.04
Total 7 57.07 R2=0.997

En el modelo de linea recta, la hipdtesis nula es altamente significativa
con respecto a la existencia de una fuerte relacién entre los niveles de
droga y la ganancia de peso en estos animales;. con un R?=0.912. En
la segunda tabla de ANVA se puede ver que el téermino lineal y el
cuadratico son altamente significativos y que la diferencia entre los dos
coeficientes de correlacion, simple y maltiple es significativa; esto es,
0.997 — 0.912 = 0.085, por lo que la inclusion del término X2 en el

modelo si mejora la prediccion de Y de forma significativa.

267



Por lo tanto, la adicion del término X2 al modelo, mejora la
prediccion de forma significativa. Se puede esperar que una prueba para
la significancia de la regresion total en el modelo de segundo orden

presenta una F altamente significativa, esto es

_ Cuadrados Medios de regresién del modelo de segundo orden
Cuadrados Medios de residuales del modelo de segundo orden

_ (52.04+4.83)/2

20 - 710.88 (10)

Con esto se puede decir que el modelo de primer orden (linea recta) no
es tan bueno como el de segundo. Ahora, se requiere determinar si
adicionando términos de mas alto orden, el modelo de segundo orden
es garantizado. Se puede adicionar el término X3, al modelo de segundo

orden y probar si la prediccion mejora significativamente.

c) Tabla de ANVA para un modelo de tercer orden

Grados de Sumas de Cuadrados

Fuente libertad cuadrados  medios Fo
X 1 52.04 52.04 61.95
Regresion X2 1 4.830 4.83 120.75
X3/X, X? 1 0.140 0.140 10.0
Residual 4 0.056 0.014
Total 7 57.066 R2=10.999

El estadistico de F = 10.0 tiene una distribucion F con 1y 4 grados de

libertad, bajo Ho: “la adicion del término X3X no es favorable” (esto es,
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B3 = 0). Entonces, se tiene que 0.025 < P < 0.05. Este valor de P
rechazaria Ho a un nivel de 0.05, pero no al nivel de 0.025. Esto ayuda
a decidir si se incluye el término X3 o no en el modelo; sin embargo,
otros elementos se tienen que tomar en cuenta: (1) el valor de R? para
el modelo de segundo orden es muy alto de 0.997; (2) el valor de R?
para el modelo de tercer orden se incrementa a 0.999; (3) la gréafica de
las variables sugiere una curva de segundo orden y (4) entonces el
modelo mas simple es preferible porque es mas facil de interpretar. Por
todas estas consideraciones se puede concluir que el modelo de segundo
orden es el méas apropiado para representar esta relacion. También es
valioso tener la desviacion estandar de los coeficientes de regresion
estimados. Estos son dificiles de calcular manualmente para modelos
que involucran dos 0 méas variables predictoras. Sin embargo, por lo
general se utilizan programas de computadora que imprimen los valores
de los coeficientes y sus errores estandares estimados. Para el modelo
de segundo orden de los datos anteriores se tiene que Sg, =0.141y Sp,
= 0.015. Entonces, un intervalo de confianza del 100 (1 — o)) % para 32

sera
B2tts1-42Sp, (11)

0.17 £ (2. 571) (0.015) 0 0.13 <P, < 0.21
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Note que este intervalo no incluye el cero, lo cual esta de acuerdo con
la tabla de ANVA sobre la importancia de incluir el término X2 en el

modelo de prediccion.

9.6. Ajustando y probando modelos de mayor orden

Se ha observado como las ideas basicas de regresion multiple pueden
ser aplicadas para ajustar y probar modelos cuadraticos, cubicos y
polinomiales. Estos mismos métodos se generalizan a todos los
modelos polinomiales de mayor orden. Sin embargo, varios resultados
relacionados necesitan discusion: el uso de polinomios ortogonales y
las estrategias para seleccionar un modelo polinomial. El orden de un
modelo polinomial depende del problema estudiado y de la cantidad y
tipo de datos que se estan recolectando. Una consideracion, tipicamente
para estudios en las ciencias biol6gicas y sociales, es si la relacion de
regresion puede ser descrita por una funcion monétona (esto es; una que
siempre incrementa o disminuye). Si las funciones monotonas son de
interés, por lo general un modelo de segundo o tercer orden es
suficiente. Un gran namero de valores de predictores y una varianza
pequefia del error son necesarios para ajustar modelos confiables de

mayor orden que el cubico.
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Una consideracion mas general es el nimero de curvatura o los
puntos de inflexion en la curva polinomial que se desea ajustar. Por
ejemplo, un modelo de primer orden no tiene curvatura, un modelo de
segundo orden tiene una sola curvatura y cada término de mayor orden
adiciona otra curvatura potencial. En la préctica, ajustar modelos
polinomiales de mas alto orden que tres, por lo general son modelos que
no siempre incrementan o disminuyen las curvaturas. Existe evidencia
sustancial tedrica y empirica para fundamentar el no empleo de modelos
mondtonos complicados. La cantidad de datos disponibles limita el
orden méaximo de un polinomio que se puede ajustar considerando el
ejemplo de ganancia de peso. Con ocho valores distintos, un polinomio
de orden siete ajustaria perfectamente los ocho puntos, dando una suma
de cuadrados del error de cero y un R? = 1 (esto significa que el modelo
ajustado tendria ocho parametros estimados). Por lo general, el orden
méaximo del polinomio que se puede ajustar es de uno menos el nimero
de valores de X.

El mensaje es que si se considera una mejora al modelo
polinomial, se intentan grados mas altos para el modelo. Para funciones
de una variable es evidente el diagrama de dispersion de los datos pero
es menos obvio cuando se consideran varias variables predictoras. La
otra motivacion para términos polinomiales de alto orden es el resultado
conocido de que cualquier funcidon continua puede ser descrita

arbitrariamente por un polinomio de suficientemente mas alto orden. En
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nuestra aplicacion, suponga que se tiene una observacion en cada uno
de los k valores distintos de la variable independiente. Un polinomio de
grado k — 1, que incluye todos los términos de bajo orden, ajusta
exactamente los datos. No obstante esto, la tentacion de sumar
potencias adicionales de la variable independiente, después del segundo
y tercero, se debe resistir por varias razones:

1) Dificultad para la interpretacion de términos de alto orden.

2) El modelo puede ser indtil para predecir valores intermedios
de la variable.

3) El modelo de mas alto orden puede dar intervalos de

prediccion mas amplios.

Es completamente posible que el coeficiente de los términos de primer
orden no sea significativo cuando se ajusta un modelo de segundo
orden, sélo si los datos han sido centrados para remover el efecto de la
correlacion. En este caso, hay una tentacion para omitir el término de

primer orden. Esto no se recomienda por las siguientes razones:
1) Hay poca ganancia, ya que se tiene una X observada e

incluyendo el término lineal en el modelo requiere un

minimo esfuerzo.
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2) En la forma no centrada del modelo, la ecuacion ajustada es
forzada a ser simétrica en el eje X.
3) El modelo ajustado en forma centrada siempre contiene un

término lineal.

9.7. Pruebas para la falta de ajuste

Dado que se ajusta un modelo polinomial y los coeficientes de regresion
estimados son probados para su significancia, ¢cémo podemos confiar
gue un modelo de mas alto orden que el orden mas alto probado, no es
necesario? Una prueba de falta de ajuste, puede ser usada para definir
esta cuestion. Conceptualmente, una prueba de falta de ajuste
relacionada con la evaluacion de un modelo mas complejo que el
considerado primero. Historicamente, el término fue usado algunas
veces para describir el procedimiento clasico. La prueba de falta de
ajuste clasica puede ser aplicada siempre que se tengan observaciones
repetidas en el conjunto de datos. El término repetido significa que una
unidad experimental tiene el mismo valor de X, de otra unidad
experimental. Con n observaciones totales, si d valores de X son
distintos, entonces el nimero de repeticiones es r = n - d. Recordar que
una curva polinomial de orden d — 1 puede pasar exactamente en d

puntos distintos. Una prueba clasica de falta de ajuste compara el ajuste
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de un polinomio de orden d — 1, con el ajuste de un modelo polinomial
bajo consideracion.

Con la disponibilidad de paquetes de computo estandar de
regresion, el uso de una prueba de F multiple-parcial para la falta de
ajuste puede ser menos fastidiosa para calcular que identificar las
observaciones repetidas para calcular de forma directa la suma de
cuadrados del error puro. Se recomienda usar polinomios ortogonales
para evitar serios errores en el célculo de la regresion multiple,

cargandolo a la suma de cuadrados de la falta de ajuste.
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9.8. Ejercicios

9.1 Se realizd un estudio con parejas en matrimonio con uno 0 mas
descendientes para determinar el efecto del ingreso anual del esposo y
el tiempo entre el matrimonio y el nacimiento del primer hijo. Los datos

se tomaron a partir de una muestra de 25 matrimonios.

Ingreso Tiempo Ingreso Tiempo
5775 16.2 18000 41.25
9800 35.0 13000 44.0

13795 37.2 5400 9.2

4120 9.0 6440 20.0
25015 24.4 9000 40.2
12200 36.75 18180 32.0
7400 31.75 15385 39.2
9340 30.0 1800 39.2
20170 36.0 22400 27.9
22400 30.8 24210 22.3
4608 9.7 5400 11.7
24210 20.0 9340 32.5|
19625 38.2

a) Se ajusté un modelo lineal y los resultados del ANVA son:

Parametro Valor Error estandar
Pendiente 7.13761x 10 3.5281x10*
Intercepto 19.62565 5.2129

Svix 10.49580

Prueba de F F1,18=4.09277
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Usando estos resultados, complete la tabla del ANVA para la regresion

de la linea recta del tiempo (Y) sobre ingresos (X).

Fuente GL. SC CM Fo
Regresion 1
Falta de ajuste 18
Error Puro 5
Total 24

b) Usando los siguientes resultados, complete la tabla del ANVA para

la regresion cuadratica del tiempo (YY) sobre el ingreso (X).

Fuente G.L. SC CM Fo
Regresion Grado 1 (X) L
Grado 2 (X?/X) 1
Residual Falta de ajuste 17
Error puro 5
Total 24

c) Graficar sobre el diagrama de puntos las dos ecuaciones de grado 1

y de grado 2.

Ajuste de grado 1 Ajuste de grado 2 Ajuste de grado 3
R? — multiple = 0.153 R? — mdltiple = 0. 880 R? — mdltiple = 0.901
Regresion  Coeficientes Regresién Coeficientes Regresion Coeficientes

0 20.17655 0 -14.86602 0 -35.29278
1 0.00061 1 0.00787 1 0.01223
2 0.00000025 2 -0.0000006
3 0.000000
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La tabla del ANVA es:

Fuente G.L. SC CM
Grado 1 1 442.9141 442.9141
Grado 2 1 2100.08113 2100.08113
Grado 3 1 61.10018 61.10018
Falta de ajuste 16 271.74872 16.10018
Error puro 5 15.20121 3.04024
Total 24 2891.04534 120.46022

d) Calcule y compare los valores de R? obtenidos para la linea recta, el
ajuste cuadratico y cubico.

e) Realice las pruebas de F para la significancia de la regresion de la
linea recta y para la adecuacién del ajuste de este modelo.

f) Realice las pruebas de F para la significancia de la regresion
cuadrética, de la adicion del término cuadratico en el modelo y de la
adecuacion del ajuste del modelo cuadrético.

g) ¢Cual modelo es el mas apropiado: el lineal, el cuadratico o el

cubico?

9.2. Considere los datos de la siguiente tabla, donde la edad (X) esta

relacionada con el tamafio del vocabulario del nifio (Y).

Afios 0 0 1 1 1 1 2 2 3 3 4 4 5 6
Meses 8 100 3 6 9 0 6 0 6 0 6 0 6

VOC?:’(‘;""”O 0 1 319 22 118 272 446 896 1222 1540 1870 2072 2562

Edad
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a) Haga un diagrama de dispersion de los datos para las dos variables.
b) Convierta la edad en afios (1 afio con 6 meses es igual a 1.5 afios).
Con estos datos, calcule los estimadores minimos cuadrados de los
parametros de la linea de regresion. Grafique esta linea sobre el
diagrama de dispersion.

c) Ajuste un modelo cubico polinomial para predecir el tamafio del
vocabulario como una funcién de la edad en afios. Calcule los
estimadores de la regresion.

d) Use las pruebas para las variables adicionadas en orden, determine
el mejor modelo.

e) Reporte las pruebas de variables Ultimas adicionadas. Explique
alguna diferencia aqui y en el inciso anterior.

f) Reporte un diagndstico de colinealidad apropiado para el modelo y
evalelo. Incluir las correlaciones de las predictoras.

g) Grafique los residuales estudentizados versus valores predichos para
el mejor modelo basado en los resultados del inciso (d). Construya un

histograma o una grafica de los residuales y coméntelo.

9.3. La siguiente tabla presenta el peso corporal de ratas (gr) y latencia
de captura (min) después de una inyeccion de 40 mg/kg de peso

corporal de metrazol.

Latencia 2.30 1.95 2.90 2.30 1.10 2.50 1.30 2.00 1.70 2.00 2.95 1.25 2.05 3.7
Peso 348 372 378 390 392 395 400 409 413 415 423 428 464 468
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a) Haga un diagrama de dispersion de los datos considerando la latencia
en funcién del peso.

b) Determine la estimacion por minimos cuadrados de la pendiente y el
intercepto de la linea recta de latencia sobre el peso.

c) Pruebe si la pendiente es igual a cero. Use un o= 0.01.

d) Pruebe si el intercepto es igual a cero. Use un o= 0.01.

e) Grafique la linea de regresion estimada sobre el diagrama de puntos.
f) Ajuste un modelo polinomial cubico para predecir la latencia como
una funcion del peso menos el peso promedio.

g) Repita los incisos del (d) hasta el (g) del ejercicio 9.3 en este analisis.

h) Comente los resultados.

9.4 La respuesta de la piel de las ratas () a diferentes concentraciones
de una vacuna (X) desarrollada recientemente, se midié en un

experimento y los resultados del andlisis y los datos son:

X05 05 10 10 15 15 20 20 25 25 30 30
Y 13. 138 140 139 137 13. 133 133 134 135 135 136
9 1 8 9 5 6 2 9 5 3 9 4

Grado 1 ¥ =13.986 — 0.1802X
Modelos Grado 2 ¥ =14.270 — 0.6065X + 0.1218X?2
Grado 3 ¥ =13.362 + 1.680X — 1.3929X2 + 0.2885X3
Grado 1 Grado 2 Grado 3

Fuente G.L. SC Fuente G.L. SC Fuente G. L. SC
Regresion 1  0.2844 Regresion 2  0.3536 Regresion 3  0.5222
Residual 10 0.3461 Residual 9 0.2769 Residual 8 0.1083
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a) Grafique las ecuaciones de linea recta, cuadrética y cubica sobre el
diagrama de dispersion de los datos.

b) Pruebe secuencialmente la significancia del ajuste de la linea recta,
la significancia de la adicion de X? y la significancia de la adicion de
X3 en el modelo.

c) ¢Cudl de los tres modelos recomendaria y por qué? (También puede

considerar R? para cada modelo).

9.5. Una bidloga estudio el efecto de la temperatura de un cierto medio
de cultivo sobre el crecimiento de células amnidticas humanas en un
tejido de cultivo. Usando el mismo paquete parental, ella condujo un
experimento en el cual 5 lineas celulares fueron cultivadas a cuatro
temperaturas distintas. Después de 7 dias del experimento se obtuvieron

los siguientes datos:

Numero de células Numero de células
(x10°®) después de 7 Tempt)e(ratura (x107) después de Temp;ratura
dias (Y) (X) 7 dias (Y) (X)
1.13 40 2.30 80
1.20 40 2.15 80
1.00 40 2.25 80
0.91 40 2.40 80
1.05 40 2.49 80
1.75 60 3.18 100
1.45 60 3.10 100
1.55 60 3.28 100
1.64 60 3.35 100
1.60 60 3.12 100
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a) Haga un diagrama de dispersion de los datos considerando el nimero
de células en funcidén de la temperatura y comente si piensa que una
linea recta ajusta adecuadamente a los datos.

b) Determine la estimacion por minimos cuadrados de la pendiente y el
intercepto de la linea recta del nimero de células sobre la temperatura.
c) Prueber si la pendiente es igual a cero. Use un .= 0.01.

d) Pruebe si el intercepto es igual a cero. Use un oo = 0.01.

e) Grafique la linea de regresion estimada sobre el diagrama de puntos.
f) Determine la tabla de ANVA para la regresion de linea recta de Y
sobre X.

g) Determine el R? en la tabla de ANVA e interprételo.

El analisis de los datos es:

Medias Desviacion estandar
X =70.00 22.9416
¥ =2.0450 0.8334
Estimadores
B, =0.03582 0.00143
By = -0.4627 0.10481

Prueba de hipotesis de F1,15=630.716
Correlaciones
Pearson = 0.9860
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Capitulo 10
Multicolinealidad en

regresion lineal multiple

10.1. Introduccion

Un problema comun en el modelo lineal con muchas variables
regresoras, especialmente en estudios observacionales, es que algunas
variables predictoras estan altamente correlacionadas entre si. Por lo
general, puede ser que exista una relacion aproximadamente lineal entre
las variables predictoras. En tales casos, se dice que las variables
predictoras son colineales. La presencia de colinealidad puede ser el
aspecto mas confuso en regresion lineal. El proposito es proporcionar
una indicacion de las consecuencias de la colinealidad, en el presente
capitulo se describen los métodos para detectarla y se sugieren algunos
para lidiar con este problema.

Se trata de describir algunos rasgos de un analisis de regresion
gue pueden presentar problemas que generan estimadores inadecuados
de: (1) los coeficientes de regresion, (2) la variabilidad y (3) los valores
de p. Estos problemas pueden ser agrupados en uno de dos tipos:
colinealidad y escalamiento (incluyendo centrado). La colinealidad se

refiere a la relacion entre variables independientes (predictoras). El
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escalamiento pertenece a unidades donde las variables bajo estudio son
medidas y sus diferencias con respecto a las medias. Cierto tipo de
problemas de colinealidad (los que involucran términos de regresion
polinomial) pueden ser expresados como problemas de escalamiento y
pueden ser resueltos de forma facil.

El término de colinealidad se refiere a la cercania lineal entre las
variables predictoras. En el caso méas simple, suponga que dos variables
predictoras estan ligeramente correlacionadas. Un diagrama de la
dispersion de los datos para estas dos variables mostrard los
conglomerados de observaciones en una linea recta, ya que las variables
estan linealmente relacionadas. La colinealidad puede involucrar méas
de dos variables predictoras. Considere una situacion en la cual los
datos para tres de las variables predictoras estan cerca de un plano de
tres dimensiones. En este caso se dice que las tres variables predictoras
son colineales. Podemos ver que tal relacién existe cuando la
correlacion simple no indica que las tres variables estan relacionadas.
Las colinealidades que involucran tres o0 més variables predictoras son
mas dificiles de detectar y la consecuencia puede complicarse para su
interpretacion.

Una definicion precisa de colinealidad no es posible ni
apropiada, pero el concepto debe quedar claro. La idea de una relacion
cercana lineal implica que hay una regresion significativa de una de las

variables regresoras sobre una 0 mas de las otras. Lo que no es claro es
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qué tan sdlida debe ser esta relacion para que se diagnostique la
colinealidad. S6lo si se adopta un criterio basado en el valor de R? para
la regresion de una variable predictora sobre las restantes, la definicion
no es Unica ya que depende de cual variable regresora se selecciona
como la variable respuesta. Entonces con tres variables predictoras X,
X2 y Xz podemos hacer regresiones de X: sobre X2 y X3 0
alternativamente X, sobre Xz y Xi. Los valores de R? diferiran de estas
dos ecuaciones de regresion ya que en el primer caso estamos midiendo
residuales perpendiculares al plano (X2, X3) y en el segundo son
medidos perpendicular al plano (X1, X3). Entonces la misma
colinealidad produce dos diferentes valores de este indicador. Sin
embargo R? es un indicador til y facil de obtener y se usa como otro
diagnéstico numérico y gréafico para detectar la presencia de
colinealidades. La deteccion de la colinealidad es el primer paso. La
multicolinealidad existe cuando las variables regresoras no son
independientes y muestran informacién redundante.

Es imperativo que los usuarios de la metodologia de regresion
por minimos cuadrados, no solamente entiendan los efectos de la
multicolinealidad sino que aprendan a diagnosticarla. Los
procedimientos de estimacion alternativos disefiados para combatir la
colinealidad, se establecen en una categoria llamada técnicas de
estimacion sesgada. Estas técnicas representan una desviacion de los

minimos cuadrados ordinarios. Un economista que intente extraer
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inferencias del signo o magnitud de un coeficiente de regresion
especifico debe saber que los coeficientes minimos cuadrados pueden
ser estimados de forma inapropiada en presencia de la multicoli-
nealidad. Asi también, un ingeniero que esta interesado en desarrollar
una ecuacion lineal de prediccion seré advertido que solo lo puede hacer
a través del ajuste de un buen modelo a sus datos ya que la
multicolinealidad puede ser un obstaculo para las predicciones de

calidad.

10.2. Diagnostico de la Multicolinealidad

Muchos de los desarrollos que se presentan en esta seccion generan
cantidades que sirven como un diagndstico de la Multicolinealidad.
Estos nos permiten evaluar la magnitud del problema de
multicolinealidad. llustramos algunos procedimientos con ejemplos y
enfatizamos otros procedimientos que ayudan en la deteccion de la
multicolinealidad severa. Los siguientes representan herramientas

formales de diagnostico.
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10.2.1. Matriz de correlacién simple entre las variables regresoras

El analista por lo general tiene acceso a la matriz de correlacion de las
variables regresoras, esto es, X’*X*, donde las columnas de la matriz
X* estan centradas y escaladas. Estos nimeros indican correlaciones de
tipo pareadas. Sin embargo, puntualizamos que multicolinealidad,
como su nombre lo indica, involucra asociaciones entre variables
regresoras multiples. Como un resultado, las correlaciones simples, no
siempre dimensionan la extension del problema. Muchos analistas
constantemente, examinan valores patrones de correlaciones, valores
sobre los cuales se puede acertar de que se tiene una multicolinealidad
severa. Definitivamente no hay valores patrones de correlaciones
simples y mientras son observados, el analista puede ver que existen
asociaciones uno-a- uno, pero no siempre indican la naturaleza o

extension de la multicolinealidad.

10.2.2. Factores de inflacion de Varianza (VIF)

Los factores de inflacién de varianza (VIF) representan la inflacion que
cada coeficiente de regresion experimenta sobre lo ideal, esto es, sobre
lo que serd experimentado, si la matriz de correlacion es una matriz de
identidad. El factor de inflacion de varianza del i-ésimo coeficiente es
definido por VIF = (1—R?)7%, donde R? es el coeficiente de
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determinacion multiple de la regresion producido por la regresion de las
variables X contra las otras variables regresoras, las Xj (j # i). Es facil
ver que involucra la nocion de asociacion maltiple. Si R? esta cerca de
la unidad, entonces (VIF); serd completamente grande. Esto ocurre si la
i-ésima variable regresora tiene una fuerte asociacion lineal con las
restantes. Los VIF’s representan una aproximacion considerablemente
mas productiva para la deteccion, que lo que hacen los valores de
correlacion simple. Ellos proveen al usuario una indicacion de cuales
coeficientes estan adversamente afectados y su magnitud. Aunque no
se tienen reglas sobre los valores numéricos, se cree por lo general que
si cualquier VIF excede a 10, existe razon para considerar la presencia
del problema, entonces se considera la posibilidad de eliminar variables
0 una alternativa para la estimacién por minimos cuadrados, para

combatirlo.

10.2.3. Sistema de Eigenvalores de X°X

Sabemos que los eigenvalores (};) y los eigenvectores de la matriz de
correlacion juegan un papel importante en la multicolinealidad que
existe en un conjunto de datos de regresion. Seguramente, la cercania a
cero de los eigenvalores mas pequefios es una medida de la fuerza de
una dependencia lineal, mientras los elementos del eigenvector

normalizado asociado, muestran los pesos de las correspondientes
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variables regresoras en la multicolinealidad. De esta manera, los
eigenvalores serdn unitarios, si las variables definen un sistema
ortogonal y esto provee una norma para el analista. Ademas, el
espectrum de los eigenvalores produce otro diagnéstico. La
multicolinealidad puede ser medida, en términos de la razén de los

eigenvalores més grandes a los mas pequefios. La cantidad,

o= }\max / >\-min (1)

El cual es llamado el nimero condicional de la matriz de correlaciones.
Valores grandes de @ indican una multicolinealidad severa. Un nimero
condicional excesivamente grande, es una evidencia de que los
coeficientes de regresion son inestables (esto es; sujeto a mayores
cambios con pequefias perturbaciones en los datos de las regresoras).
Cuando el nimero condicional de la matriz de correlaciones excede a
1000, sera debido al efecto de la presencia de multicolinealidad. El
nimero de eigenvalores cercanos a cero indican el numero de
colinealidades detectadas entre las variables regresoras. Como un
resultado, es dificil establecer un valor umbral, un valor debajo del
eigenvalor pequefio, indica una seria colinealidad. En realidad, razones
de eigenvalores; esto es; ®j = Amax / Aj son mas confiables para
diagnosticar el impacto de una dependencia, que los mismos

eigenvalores A;.
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El diagndstico de la multicolinealidad involucra la conside-
racion de muchos elementos, los cuales serdn una parte integral de una
impresion de computadora en un analisis de regresion. El analista que
no es especialista en matematicas, puede resistir el uso del sistema de
eigenvalores para el diagndstico, pero su utilidad no se puede negar.
Las herramientas de diagndstico son disefiadas como indicadores de la
severidad de la multicolinealidad y para determinar si se puede probar
una alternativa de minimos cuadrados. Sin embargo el analista no puede
estar seguro de si la técnica de la estimacion sesgada para combatir la
multicolinealidad proveera una estimacion o prediccién mejorada antes
que sea probada la técnica. Entonces el diagnostico no necesariamente
es indicador del probable suceso, de estimacion alternativa, sino como
un indicador de la ineficiencia de los minimos cuadrados ordinarios.
Por otro lado, el tipo de escala usada tiene una influencia en la

naturaleza del diagnostico.

10.3. Alternativas para minimos cuadrados en caso de Multico-

linealidad

Hay muchos procedimientos de estimacion disefiados para combatir la
multicolinealidad, procedimientos que fueron desarrollados para eliminar

la inestabilidad del modelo y para reducir la varianza de los coeficientes
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de regresion. Existe una cierta cantidad de controversias alrededor de su
uso, por lo que el analista no sentira que posee una carta en blanco para
usar las técnicas en cualquier momento. Pueden ser una parte valiosa del
repertorio del analista de datos, particularmente cuando el sujeto de estudio
involucra estructura relacionada con variables cientificas, que
inherentemente solapen su influencia en la variable dependiente.

El punto que el analista ha determinado para el diagndstico,
cuando la multicolinealidad es un problema; por lo general es un
beneficio sustancial que puede ser derivado de un intento para eliminar
mucha de la multicolinealidad sin recurrir a otras alternativas de
minimos cuadrados. La presencia de la multicolinealidad en el
diagnostico, sugiere para el caso de k variables regresoras, que el
gjercicio de modelacion involucra menos de k variables. En otras
palabras no existe informacion suficiente en los datos para garantizar la
modelacion de las k variables. Como un resultado, el analista puede
eliminar o ciertamente reducir el efecto de la multicolinealidad
removiendo una 0 mas variables regresoras. Cualquiera de los
diagndsticos y conociendo el fendmeno modelado, puede sugerir cuales
variables son candidatos para eliminarse. En una regresion multiple, si
X1y X2 estan ligeramente correlacionadas y X2 se elimina del modelo,
entonces se elimina algo de la multicolinealidad. Sin embargo, el
analista debe estar consciente de si 0 no la calidad de ajuste del modelo

ha sido comprometida. La mejora en la capacidad predictiva del modelo
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por la eliminacion de la variable serd reflejada en estadisticos tales
como PRESS, la suma de los residuales PRESS y los errores estandares
de prediccion. Ademas, el analista se enfocara sobre el factor de
inflacion de la varianza para los coeficientes restantes.

Una alternativa para la reduccion de la multicolinealidad,
utilizando la estimacion de minimos cuadrados ordinarios, es realizar
transformaciones de las variables regresoras; estas transformaciones
reducen la dimensionalidad del sistema regresor, mientras retienen algo
del contenido informativo de todas las regresoras. Por ejemplo, en un
caso de dos regresoras, X1y X2 que estan altamente correlacionadas,
redefiniendo una variable X1 + Xz, 0 quizas, formando razones puede
producir un resultado efectivo. Se debera tener mucho cuidado en la
formacion de funciones con las variables regresoras, que no tienen
sentido en el contexto del problema. El analista puede ser muy
escrupuloso para adicionar variables regresoras que estan medidas en
diferentes unidades.

Ejemplo: Los datos de hospitales de 5 variables regresoras y una
dependiente (Y) de 17 sitios hospitalarios de todo el mundo. La
variables regresoras son: Y = a las horas —hombres mensualmente, X;
= al porcentaje de trabajadores incapacitados diariamente X, = a la
exposicion mensual a los rayos X, Xz = a los dias de ocupacion de las
cama por mes y X4 = a la poblacion elegible en el area /1000y Xs = a

la longitud promedio en dias de trabajadores encamados. La tarea aqui
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es construir un modelo empirico que estime o prediga las necesidades

de mano de obra de los hospitales.

Tabla 10.1
Datos del hospital
Sitio X1 X2 X3 Xa Xs Y
1 15.57 246.3 472.92 18.0 4.45 566.52
2 44.02 2048 1339.75 9.5 6.92 696.82
3 20.42 3940 620.25 12.8 4.28 1033.15
4 18.74 6505 568.33 36.7 3.90 1603.62
5 49.20 5723 1497.60 35.7 5.50 1611.37
6 44,92 11520  1365.83 24.0 4.60 1613.27
7 55.48 5779 1687.00 43.3 5.62 1854.17
8 59.28 5969 1639.92 46.7 5.15 2160.55
9 94.39 8461 2872.33 78.7 6.18 2305.58
10 128.02 20106  3655.08 180.5 6.15 3503.93
11 96.00 13313  2912.00 60.9 5.88 3571.89
12 131.42 10771 3921.00 103.7 4.88 3741.40
13 127.21 15543  3865.67 126.8 5.50 4026.52
14 252.90 36194  7684.10 157.7 7.00 10343.81
15 409.20 34703  12446.33 169.4 10.78 11732.17
16 463.70 39204  14098.40 331.4 7.05 15414.94
17 510.22 86533  15524.00 371.6 6.35 18854.45

Es nuestro interés determinar si un subconjunto de las variables
regresoras se puede seleccionar aunque presenten poca 0 una suave
colinealidad pero muestren una buena capacidad predictiva. Se
ajustaron varios modelos. Aqui observamos los factores de inflacién de
varianza (VIF), para determinar si, realmente las variables eliminadas
reducen sustancialmente la colinealidad. Lo siguiente es una sinopsis

de colinealidad para varios subconjuntos de modelos que parecen tener
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buenas propiedades predictivas. Se incluye el modelo completo para
tomarse como base de comparacion.

Analisis de regresion de los datos.

Coeficientes VIF MODELO (X1, X2, X3, X4, Xs)
B 9597.5708
B2 7.9406 ¥y =1962.948 — 15.8517X; + 0.0559X; +
B3 8933.086 1.5896X3 —4.2187X4 — 394.314Xs
B4 23.2939
BS 4.2798 R?=0.9908
Coeficientes VIF MODELO (X1, Xs)
by 18199 y = 2537.413 + 37.5336X; —530.116X
Bs 1.8199 Y=ol ' LISV 207
R? =0.9840
Coeficientes VIF MODELO ( X3, Xs)
Bs 181% y = 2585.520 + 1.2324 X3 — 530.933X
Bs 1.8195 Y= oo ' 3 IOSAS
R? =0.9948
Coeficientes VIF MODELO ( X1, X2)
B 5.6605 o
B, 5 6605 ¥y =-96.9009 + 25.0211X; — 0.0752X>
R?=0.9961
Coeficientes VIF MODELO (X2, X3)
B2 5.6471
B3 5.6471 y =-68.3140 + 0.0749X; + 0.8229X3
R? =0.9967
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Coeficientes VIF MODELO (X1, X3, Xs)

El g;g;ggi y =2630.478 — 41.0544X; + 2.5795X3 —
Bz 18199 529.777Xs
R? = 0.9950
Coeficientes VIF MODELO ( X2, Xz, Xs)
B2 7.7373 _
B 11.2693 ¥ =1523.389 + 0.0530X; + 0.9785X3 —
BZ > 4909 320.951Xs
R? =0.9901
Coeficientes VIF MODELO (X1, X2, Xs)
El 171'737211;1 $ = 1475.024 + 29.7316X; + 0.0534X; —
Bi 2.4985 318.140Xs
R? = 0.9894

El modelo (X1, X3, Xs) es claramente inaceptable desde el punto de vista
de la colinealidad. Esto se debe a la fuerte correlacion entre X1 y Xs. Los
otros modelos que involucran tres variables regresoras, tienen
colinealidad que puede ser considerada marginal, mientras que todos
los modelos con dos variables regresoras muestran solamente una muy
leve colinealidad. Aparte del modelo (X1, X3, Xs) todos los modelos
estudiados aqui permanecen como candidatos ya que reducen
sustancialmente la colinealidad. Note que la variable Xs, siempre tiene
un coeficiente de regresion negativo. Entonces para la interpretacion de
los coeficientes y ademas con poca o nada de colinealidad, los modelos
(X1, X2) y (X2, X3) son fuertes competidores. Ademas estos dos modelos

cumplen con otros criterios de seleccion del mejor modelo.
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10.4. Colinealidades evitables

Algunos problemas con los célculos de regresiébn no pueden ser
facilmente detectables debido a la presencia de la colinealidad. Es por
lo tanto importante, cuando realizamos un anélisis de regresion se debe
tener cuidado con peligros potenciales. Los siguientes ejemplos fueron
seleccionados para mostrar ocurrencias comunes en un analisis de
regresion que pueden mostrar colinealidades cercanas (o solo para
dependencia lineales exactas entre las variables predictoras). En
muchas situaciones, se considera como predictores, las potencias de una
variable continua. Un ejemplo es el uso de Xi, X2 y X3, como
predictores en un analisis de regresion. Estos predictores se denominan
polinomios naturales y el uso cuidadoso de ellos puede mostrar
colinealidades cercanas. Una solucién a este problema, ademas del
centrado, es usar polinomios ortogonales.

Los problemas de colinealidad, pueden aparecer si algunos
valores de datos extremos se incluyen incorrectamente en el conjunto
de datos por errores en su coleccion. Este problema de manejo de datos
puede ser detectado usando los métodos para analizar outliers (puntos
lejanos del conjunto de interés). Otra vez el lector debe tener precaucion
para descartar sin resentimientos las observaciones incomodas. El uso
de variables dummy puede inadvertidamente introducir colinealidades

exactas. Los términos de interaccion generalmente crean la atmdsfera
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para los problemas de colinealidad, especialmente si tales problemas
son sobreusados. Por ejemplo, si los predictores son, edad, peso y edad
X peso, entonces una colinealidad cercana puede mostrarse debido a la
estrecha relacion funcional entre el término del producto y los dos
predictores basicos, edad y peso. La cantidad de colinealidad
introducida dependera del rango de los pesos y los pesos en los datos y
el nimero de valores repetidos de cada variable. En general, cuando se
ajusta un modelo que contiene varios términos de interaccion siempre
puede aparecer algun problema de colinealidad. Un caso especial muy
importante, en que las interacciones no son incémodas, ocurre en los
disefios de ANVA con igual o cerca de igual nimero de observaciones
por celda.

Una forma ingeniosa de colinealidad cercana ocurre con los
siguientes grupos de predictores; ingreso familiar, educacion, nimero
de afios laboral y edad. Estas cuatro variables tienden a estar muy
positivamente correlacionadas una con otra y es entendible que una de
las cuatro es perfectamente predicha por las restantes (alguna
combinacion lineal). Esto ilustra uno de los més incomodos tipos de
colinealidad. Idealmente se puede evitar el problema eliminando una o
mas de las variables. Si esta solucion no es aceptable, entonces se
pueden emplear ciertos metodos no muy comunes de analisis (tales

como regresion de cordillera).
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10.5. Problemas de escalamiento

Una clase general de problemas en el analisis de regresion que puede
aparecer, es el de escalamiento impropio de las variables regresoras y de
respuesta. Especialmente, tales problemas se relacionan a la pérdida de
precision en los calculos. Los resultados inadecuados pueden ser grandes
gue generan coeficientes estimados con los signos equivocados. Un
problema de escalamiento puede ocurrir si un predictor tiene un amplio
rango de valores. Por ejemplo: el peso corporal de personas adultas en
gramos puede ser problemaético. Otro ejemplo, un problema puede ocurrir
con datos de personas que usan grandes cantidades de vitaminas C, mas
que las personas promedios. Tales valores medidos propiamente de
ingestion de vitaminas C seran outliers (puntos lejanos del conjunto) y su
uso presentara problemas en el modelo. Similarmente si la media es
grande con pequefia variabilidad, pueden aparecer problemas de
calculos. Muchos problemas de escalamiento se pueden evitar por una
validacion de los datos y de reescalamiento antes de aplicar el anlisis de
regresion. Algunos problemas, tales como la ingestion de vitamina C

pueden requerir cambios en alguna parte de la estrategia del modelaje.
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10.6. Tratamiento para la colinealidad y problemas de escalamiento

Ambos la colinealidad cercana y un mal escalamiento producen
problemas numeéricos, incluyendo los calculos inapropiados de: (1)
estimadores de los coeficientes de regresion, (2) estimador del error
estandar, (3) pruebas de hipdtesis estadisticas. En el peor de los casos,
el analisis puede cambiar sustantivamente si los datos son procesados
en un programa en un orden diferente, o si se eliminan pocas
observaciones. Todo esto reduce nuestra confianza en el anélisis.

El primer paso para tratar los problemas numéricos, es validar
los datos adecuadamente antes de intentar cualquier modelacion de
regresion. Los procedimientos para esta validacion pueden detectar mas
problemas de escalamiento y sugerir soluciones. Para variables
continuas, los rangos numéricos de las variables predictoras serén tan
similares como sea posible. Por ejemplo; no medir pesos en gramos y
pesos en toneladas. En general, los nUmeros que son convenientes para
escribir y graficar deben ser los mismos para el analisis. Tipicamente
estos dan rangos tales como de 1 a 10 o de 10 a 100.

El segundo paso para tratar problemas numéricos es utilizar
regresion diagndstica y el diagnostico de colinealidad (esto es;
eigenvalores e indices condicionales). Estos métodos permiten detectar
problemas numéricos pero no necesariamente indican una buena

solucion. El tercer paso para tratar problemas numéricos, es intentar
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eliminar variables redundantes. Un ordenamiento de la importancia de
las variables es central en esta tarea. Muchas técnicas sofisticadas
involucran formalizar la seleccion de las variables. Asi también el
analisis de componentes principales puede ser aplicado al proceso de

reduccién del nimero de variables.

10.7. Estrategias de analisis alternativos

Cuando uno o més de los supuestos fundamentales basicos del analisis
de regresion no son claramente satisfechos y/o cuando los problemas
numéricos son identificados, el analista puede utilizar otra estrategia de
analisis. En las subsiguientes secciones se enlistan (1) algunos métodos
de andlisis alternativos, (2) se menciona ampliamente la regresion lineal
que puede ser adecuado en algunas aplicaciones y (3) se describe
ampliamente las transformaciones a los datos que pueden permitir el

uso de regresion lineal multiple.

10.7.1. Aproximaciones alternantes

Si el investigador decide que el modelo de regresion usado no ajusta los
datos y no puede ser ajustado via una simple generalizacion de

regresion lineal (tal como minimos cuadrados pesados) entonces se
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pueden usar otros métodos. Si la variable respuesta no puede ser
modelada como una funcién lineal de los pardmetros, entonces se usan
los métodos de funciones no lineales. Si el problema consiste de
distribuciones no normales, entonces se pueden usar los métodos de
rangos o de analisis de datos categoricos por ser los mas apropiados.
Asi también algunos métodos de analisis de rangos pueden ser
considerados como un proceso esencialmente de dos pasos. EI primer
paso es reemplazar los datos originales con rangos apropiados. El
segundo es conducir el andlisis de regresion lineal de los rangos. El
lector debe ser cuidadoso y no presumir que esta aproximacion trabaja
en cualquier caso particular, pero la discusion es para entender los

métodos de rangos.

10.7.2. Generalizaciones de regresion lineal

a) Métodos de medicion

Generalizaciones de regresion lineal pueden ser agrupadas en métodos
exactos y aproximados. Los métodos exactos tienen procedimientos de
estimacion y prueba de hipétesis con propiedades conocidas para
muestras finitas, mientras que los métodos de aproximacion tienen
solamente resultados asintoticamente disponibles. Por lo tanto los

métodos de aproximacion deben ser usados con cuidado en muestras
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pequefias. Los métodos aproximados generalizados incluyen la
regresion de componentes principales, la regresion de cordillera y la
regresion robusta. Las generalizaciones exactas incluyen, las técnicas
multivariadas y minimos cuadrados pesados exactos.

La regresion de componentes principales y la regresion de
cordillera se recomiendan a menudo para tratar los problemas de
colinealidad. En el analisis de componentes principales, las variables
predictoras originales son reemplazadas por un conjunto de variables
no correlacionadas mutuamente, el registro del componente principal.
Si es necesario, los componentes asociados con eigenvalores cercanos
a cero son eliminados del andlisis, lo que elimina el problema de la
colinealidad concomitante. La regresion de cordillera, involucra la
perturbacion de los eigenvalores de la variable predictora original, la
matriz de productos cruzados para definirlos diferentes de cero, lo que
reduce la cantidad de colinealidad. Ambos métodos proporcionan
estimadores de regresion sesgados de los parametros del modelo de
interés. Ademas los valores de p para las pruebas estadisticas pueden
ser optimamente pequefios cuando se usan tales métodos de estimacion
sesgados.

La regresion robusta involucra pesos o transformaciones de los
datos, para minimizar el efecto de observaciones extremas. La tarea es

hacer el analisis mas robusto (menos sensible) a cualquier observacion
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y también menos sensible a los supuestos basicos del anélisis de
regresion.

Los métodos multivariados incluyen, la regresion multiple
multivariada, el andlisis multivariado de varianza, andlisis discrimi-
nante, correlacion candnica y el analisis de curvas de crecimiento, entre
otras. En todos estos procedimientos, se puede contar la no indepen-
dencia entre las observaciones ya que estas independencias son expli-
citamente modeladas. Los tipos de variables predictoras y de respuesta
que pueden ser usadas en estos métodos difieren principalmente en que
tipos de hipo6tesis son probadas y como se modela la no independencia.

b) Analisis de minimos cuadrados pesados

El método de andlisis de minimos cuadrados pesados es una modifi-
cacion del procedimiento estandar del analisis de regresion y se usa
cuando un modelo de regresion es ajustado a un conjunto de datos para
los cuales el supuesto de homogeneidad de varianza y/o independencia
no se cumple. Cuando la varianza de Y varia para diferentes valores de
las variables independientes, el analisis de minimos cuadrados pesados
puede ser usado, siempre que estas varianzas sean conocidas (esto es;
o/ para la i-ésima observacion de Y) o puedan ser consideradas de la

forma o= /Wi, donde los pesos (Wi) son conocidos.
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10.7.3. Transformaciones

Las tres razones principales para usar la transformacién de datos son:
(1) para estabilizar la varianza de la variable dependiente si el supuesto
de homocedasticidad es violado, (2) para normalizar ( esto es; para
transformar la distribucion normal) la variable dependiente si el
supuesto de normalidad es notablemente violado y (3) para linealizar el
modelo de regresion si los datos originales sugieren un modelo que no
es lineal, en todos los coeficientes de regresion y/o las variables
originales (dependiente o independientes). Es una fortuna que la misma
transformacion por lo general ayuda, para acompafiar las primeras dos
tareas y algunas veces también la tercera, mas que lograr una tarea a
costa de los otros dos.

Una mejor discusiébn de las propiedades de varias
transformaciones puede ser encontrada en Armitage, 1971; Draper y
Smith, 1981; Neter et al.,1983). Ademas, Box y Cox (1964); (Carroll y
Ruppert, 1984) describieron una aproximacion para hacer una
investigacion exploratoria de una familia de transformaciones. Por lo

que se considera Gtil describir un poco las transformaciones mas usadas.

a) La transformacion logaritmica (Y’ = log Y) es usada para
estabilizar la varianza de Y, si se incrementa marcadamente

con incrementar a Y, para normalizar la variable dependiente
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si la distribucion de los residuales para Y es positivamente
sesgada y linealizar el modelo de regresion si la relacion de
Y para alguna variable independiente sugiere un modelo con

incrementos consistentes de la pendiente.

b) La transformacion de raiz cuadrada ( Y’ =+/Y). Se usa para

estabilizar la varianza si es proporcional a la media de Y. Esto
es apropiado si la variable dependiente tiene una distribucion

de Poisson.
: p 1 .-
La transformacion reciproca (Y’ = ;). Se usa para estabilizar

la varianza si es proporcional a la cuarta potencia de la media
de Y, indica que existe un enorme incremento de la varianza
sobre algunos valores umbrales de Y. Esta transformacion
minimiza el efecto de grandes valores de Y puesto que para
estos valores, los valores Y’ son cercanos a cero y grandes
incrementos en Y, causan solamente pequefios decrementos
enY’.

d) La transformacién cuadrada ( Y’ = Y?). Se usa para

estabilizar la varianza, si esta decrece con la media de Y, para
normalizar la variable dependiente si la distribucién de los
residuales para Y es negativamente sesgado Yy para linealizar
el modelo si la relacion original con alguna variable

independiente es curvilinea inclinada hacia abajo.
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e) La transformacion arc seno (Y’ = arcseno VY = sen 1+/Y).
Se usa para estabilizar la varianza si Y en una proporcion o

razon.

10.8. Un punto importante

Todas las técnicas en este capitulo involucran el chequeo de la validez
de los supuestos y estimadores de un analisis de regresion. Con
direccion al final, el andlisis de outlier y la reduccion de la colinealidad
sugieren eliminar todas las observaciones o variables predictoras para
mejorar la calidad del modelo. Naturalmente, las observaciones y
variables que son desiguales en el modelo ajustado son eliminadas.
Todas las técnicas hacen una sobreestimaciéon de la variabilidad y
generan valores de p que son Optimamente pequefios. La pérdida
potencial asociada con el mejoramiento en el ajuste del modelo es que
genera resultados sesgados. Los métodos discutidos en este capitulo son
seguros para usarse en muestras grandes y son menos confiables en
muestras pequefias. Desafortunadamente, la influencia potencial de una
sola observacion es méas grandes que en muestras pequerfias. Esto es un
fuerte argumento contra el uso de muestras pequefias en analisis de

regresion.
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En algunos casos un problema puede ser resuelto solamente
evaluando una segunda muestra de datos. Picard y Cook (1984)
discutieron el beneficio del optimismo en la seleccion de un modelo de
regresion. Ellos recomendaron, considerar las muestras divididas. En
un disefio de muestras divididas, parte de los datos se usa para el analisis
exploratorio y los restantes se usan para confirmar la validez y

confiabilidad de los resultados exploratorios.
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10.9. Ejercicios

10.1 Se realiz6 un estudio con 19 pacientes asmaticos en una ciudad
tropical de México, considerando la variable: volumen de expiracién
forzada por segundo (YY) como variable dependiente y la edad (X4), el
sexo (X2), la estatura (X3) y el peso (X4). Los datos son:

Edad Sexo Estatura Peso Y
1 24 M 175 78.0 4.7
2 36 M 172 67.6 4.3
3 28 F 171 98.0 3.5
4 25 M 166 65.5 4.0
5 26 F 166 65.0 3.2
6 22 M 176 65.5 4.7
7 27 M 185 85.5 4.3
8 27 M 171 76.3 4.7
9 36 M 185 79.0 5.2
10 24 M 182 88.2 4.2
11 26 M 180 70.5 3.5
12 29 M 163 75.0 3.2
13 33 F 180 68.0 2.6
14 31 M 180 65.0 2.0
15 30 M 180 70.4 4.0
16 22 M 168 63.0 3.9
17 27 M 1686 91.2 3.0
18 46 M 178 67.0 4.5
19 36 M 173 62.0 2.4

a) Ajuste un modelo de Y en funcion de la estatura, el peso y la edad.
b) Realice pruebas para las variables que se adicionan como las ultimas

para todas las predictoras y una prueba para el intercepto.
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c) Defina factores de inflacion de varianza para cada predictor.

d) Defina la matriz de correlaciones incluyendo todas las variables
predictoras y la respuesta.

e) Defina los eigenvalores, los indices condicionales y el namero de
condicidn para la matriz de correlacién (incluyendo el intercepto).

f) Defina los eigenvalores, los indices condicionales y los nimeros de
condicion para la matriz de productos cruzados escalados (incluyendo
el intercepto)

g) Defina los residuales (preferiblemente estudentizados) y los valores
de punto de apoyo.

10.2 Crear una nueva variable FEMENINO para los datos del problema
anterior, donde FEMENINO =1, si el sexo es Femenino y FEMENINO
= 0 si es masculino. Repetir los incisos del (a) hasta (g) del problema

anterior adicionando la variable predictor FEMENINO.

10.3 Crear tres nuevas variables de interaccion para los datos del
problema 10.2.

Xes = Femenino x Edad

X7 = Femenino x Estatura

Xg = Femenino x Peso
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Repita del inciso (a) hasta (g) del problema anterior adicionando la
variable Femenino y las tres variables de interaccion definidas en este
problema como predictoras.

h) Explique cémo la proporcién de la variable Femenino dificulta el
problema anterior y este. Sugiera una solucion para analizar estos datos

y una para futuras investigaciones.

10.4 Freund (1979) realiz6 un estudio para analizar la evaporacion
diaria del suelo (Y) como una funcion de las siguientes variables
predictoras: la temperatura maxima del aire (X1), temperatura minima
del aire (X2), la temperatura promedio del aire (Xs), la temperatura
méaxima del suelo (Xi), la temperatura minima del suelo (Xs), la
temperatura promedio del suelo integrada (Xe), la humedad relativa
maxima (X7), la humedad relativa minima diaria (Xs), la curva de
humedad integrada bajo la curva (Xo) y el viento total diario (X1o). La

tabla del ANVA vy las pruebas de los coeficientes son:

Fuente G.L SC SCM Fo Variable B t VIF

Regresion 10 815983 81598  19.27 X1 0.5011 0.88 8.828
Residual 35 148227 4235 X2 0.3041 0.39 8.887
Total 45  9642.11 X3 0.09219  0.42 22.21
X4 2.232 2.22 39.29

Xs 0.2049 0.19 14.08

Xs 0.7426  -212  52.36

X7 1110 098 19981

Xs 0.7514 154 25.38

X9 -0.5563  -3.44 2412

Xio 0.00892  0.97 1.985
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a) Calcule el valor de R? y realice una prueba de significancia usando
un o= 0.01.

b) Calcule el valor de R? para cada predictor.

c) ¢Cuéles variables estdn implicadas como productoras de
colinealidad?

d) Usa tus conocimientos de evaporacion, explicar porqué algunos
coeficientes tienen signos inversos, poniendo atencion especial a los

que tienen valores de t extremos.

10.5. En un esfuerzo por hacer un modelo para las compensaciones en
el afio 2008, se seleccionaron 33 empresas del ramo hotelero y sus datos

sobre compensaciones, ventas, utilidades y empleo. Los datos son

Comp  Ventas Utilidad Empleo Comp  Ventas Utilidad Empleo

) M2 %) %) ETPRR ) ) () (K
1 450 46006 1281 48000 18 225 5789 633 4139
2 387 92554 7839 55900 19 254 9668 428 6255
3 368 1526.2 136.0 13783 20 208 5910 485 10605
4 277 1683.2 179.0 27765 21 518 49331 3106 65392
5 676 2752.8 2315 34000 22 406 7613.2 4916 89400
6 454 22058 3295 26500 23 332 34574 228.0 55200
7 507 2384.6 3818 30800 24 340 5453 54.6 7800
8 496 2746.0 2379 41000 25 698 22869.8 30113 337117
9 487 14340 2223 25900 26 306 2361.0 203.0 52000
10 383 4706 63.7 8600 27 613 26141 2010 50500
11 311 1508.0 1495 21075 28 302 10132 1213 18625
12 271 4644 300 6874 29 540 4560.3 1946 97937
13 524 9329.3 5773 39000 30 293 855.7 634 12300
14 498 23775 250.7 34300 31 528 42116 3521 71800
15 343 11743 826 19405 32 456 54404 655.2 87700
16 354 409.3 615 3586 33 417 12299 975 14600
17 324 7247 90.8 3905
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Considere el modelo: Y; = o + PaInXui + B2InXzi + BslnXsi + ¢;

a) Ajuste el modelo anterior con los datos.

b) Calcule la matriz de correlacion de las variables regresoras.

c) Calcule los eigenvalores de la matriz de correlacion.

d) Calcule los factores de inflacion de varianza para los coeficientes del
modelo anterior.

e) Valore la dimension de la multicolinealidad en este problema.

) Calcule los factores de inflacién de varianza, los eigenvalores de la
matriz de correlacién y la proporcion de la descomposicion de la
varianza.

g) Use la regresion de cordillera (ridge) para la estimacion de los
coeficientes. Use k sobre la base de la estabilidad de los coeficientes.
h) Use la regresion ridge (cordillera) con los valores de k determinados
considerando PR (Ridge).

i) Estime los coeficientes usando la regresion ridge con una k
seleccionada y considerando el criterio Ck.
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Capitulo 11
Seleccionando la mejor

ecuacion de regresion

11.1. Introduccion

Suponga una variable respuesta Y, y un grupo de k variables predictoras
X1, X2, X3, ... Xk. Se pretende determinar el mejor subconjunto de las k
predictoras y el correspondiente modelo de regresion mejor ajustado
para describir la relacion entre Y y las X’s. ¢Qué entendemos
exactamente por “mejor”?, pues depende en parte de la tarea total en la
modelacién. Dos tareas son importantes que se describen a
continuacién. Una es encontrar un modelo que proporcione la mejor
prediccion de Y dado Xi, X2, X3, ..., Xk, para alguna observacion o
paquete de nuevas observaciones. En la practica enfatizamos la
estimacion de la regresion de Y sobre las X’s, o sea, E(Y/X1, X2, X3, ...,
Xk) que expresan la media de Y como una funcion de las predictoras.
Usando esta tarea, podemos decir que el mejor modelo es confiable si
predice bien una nueva muestra. Los detalles del modelo pueden ser
pequefios sin consecuencia, tal como la inclusion de cualquier variable
o0 la magnitud o signos de sus coeficientes de regresion. Por ejemplo,

considerando una muestra de presion sistolica sanguinea, la tarea puede
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ser simplemente predecir la presion sanguinea, como una funcion de
variables demogréficas, como edad, raza y género. No se puede cuidar
qué variables estan en el modelo o0 como estan definidas, pero el modelo
final obtenido debe proporcionar la mejor prediccion posible.

Ademas de la cuestion de prediccidn se tiene la cuestion de
validez, esto es, obtener estimadores validos para uno 0 mas
coeficientes de regresion en un modelo y hacer la inferencia acerca de
los parametros de interés correspondientes. La tarea aqui es cuantificar
la relacion entre una 0 mas variables independientes de interés y la
variable dependiente, controlando las otras variables. Como un
ejemplo, puede describir la relacion de la presion sistolica sanguinea y
edad, controlando raza y género. En este caso, se estd enfocando a
coeficientes de regresion que involucran edad (incluyendo funciones de
edad), s6lo que raza y género pueden permanecer en el modelo para
propdsito de control, sus coeficientes de regresion no son de interés.

En este capitulo se enfocan las estrategias para seleccionar el

mejor modelo, cuando la tarea principal del analisis es la prediccion.

11.2. Pasos en la seleccion de la mejor ecuacion de regresion

En la seleccion de la mejor ecuacion de regresion, se recomiendan los

siguientes pasos:
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1) Especificar el maximo modelo que se puede construir.
2) Especificar el criterio para la seleccion del modelo.

3) Especificar una estrategia para aplicar el criterio.

4) Conducir el analisis especificado.

5) Evaluar la confiabilidad del modelo seleccionado.

De acuerdo a los pasos anteriores la idea principal es encontrar el mejor
predictor de Y que se puede convertir en acciones concretas. Cada paso
nos asegura confiabilidad y reduce el trabajo. La especificacion del
maximo modelo obliga al analista a (1) establecer claramente la tarea
del andlisis, (2) reconocer las limitaciones de los datos y (3) describir
los rangos explicitamente de los modelos plausibles. Todos los
programas de computadoras, para seleccionar modelos requieren que se
especifique un maximo modelo. Haciendo esto, el analista considera
todos los conocimientos cientificos disponibles. De esta manera,
especificando el criterio de seleccién del modelo y la estrategia para
aplicar este criterio simplifica y facilita el proceso de analisis.
Finalmente, si la tarea es prediccion o validez, la confiabilidad del

modelo seleccionado se debe demostrar.
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11.2.1. Paso 1: especificando el maximo modelo

El maximo modelo se define como el modelo méas grande considerado
en cualquier punto del proceso de seleccion del modelo. Todos los otros
posibles modelos, pueden ser creados eliminando variables predictoras
del méximo modelo. Un modelo creado eliminando predictoras del
méaximo modelo se denomina una restriccion del méximo modelo.

En todo este capitulo se hace el supuesto muy importante que el
maximo modelo con k variables o alguna restriccion con p <k variables
es el modelo correcto para la poblacién. Una implicacion importante de
este supuesto es que la correlacién multiple cuadrada poblacional para
el maximo modelo es denominada p2 (Y/X1, X2, X3, ..., Xk) que no s mas
grande que la del modelo correcto (que puede tener pocas variables);
como un resultado, adicionando mas predictoras al modelo correcto no
se incrementa la correlacion mdltiple cuadrada poblacional para el
modelo correcto.

Para ilustrar esto considere los siguientes datos. Suponga que se
tiene una muestra aleatoria de 12 nifios, que son atendidos en una
clinica. Se miden las variables Peso (), altura (X1) y edad (X2) para

cada nifo.
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Nifos 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Y 64 71 53 67 55 58 77 57 56 51 76 68
Xi(altura) 57 59 49 62 51 50 55 48 42 42 61 57
Xy (Edad) 8 10 6 11 8 7 10 9 10 6 12 9

Un posible modelo (no necesariamente el maximo) puede ser,

Y =Bo+ PuXy+ PaXo+ € 1)

Este modelo solo permite considerar una relacion lineal entre la respuesta
Y y las dos predictoras (altura y edad). No obstante, la naturaleza de
crecimiento sugiere, que la relacion aunque monétona, en ambos, altura
y edad, puede ser no lineal. Esto implica que al menos un término
cuadréatico es necesario incluir en el modelo. Puesto que altura y edad
estan ligeramente correlacionadas y el tamafio de la muestra es muy
pequefio, se considera solamente (edad)?. ¢;Seran consideradas las
interacciones entre edad y altura? ¢Seran consideradas las
transformaciones de las predictoras y la variable respuesta? Las

limitaciones de los datos nos permiten definir el maximo modelo como,

Y =Po+ PuX1+ P2Xo+ PsXs+e (2)

Con X; = altura, Xz = Edad, y X3 = (Edad)?
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Existen muchas razones para seleccionar un méximo modelo. El mas
importante es el de evitar cometer el Error Tipo Il (falso o negativo). En
un analisis de regresion, un Error Tipo 11, corresponde a omitir una variable
predictora que tiene un coeficiente de regresion verdaderamente diferente
de cero en la poblacion. Otras razones para considerar un maximo modelo,

son los de incluir:

a) Todas las predictoras basicas concebibles.

b) Potencias de predictoras basicas de alto orden [(edad)?,
(altura)?].

c) Otras transformaciones de predictoras [log (edad), 1/altura].

d) Interacciones entre predictoras (edad x altura) incluyendo
interacciones de mas alto orden vy,

e) Todas las posibles variables de “control”, asi como sus

potencias e interacciones.

Recordar que un modelo sobreestimado no introduce sesgos en los
coeficientes de regresion poblacionales estimados si se cumplen los
supuestos de la regresion. Sin embargo, se debe tener cuidado, en que
la sobreestimacion esta relacionada con la colinealidad nociva.
También la subestimacion introduce sesgos en los coeficientes de

regresion estimados.
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Hay algunas razones importantes para trabajar con un primer
modelo maximo. Con una tarea de prediccion, la necesidad de una
fuerte confiabilidad se justifica para un primer modelo maximo y con
una tarea de validez, se concentra en pocas variables importantes. En
cada caso, se desea evitar un error tipo | (falso, positivo). En un analisis
de regresion, un error tipo | corresponde a incluir una variable
predictora que tiene un coeficiente de regresion poblacional de cero.
Préacticamente las predictoras no importantes, pero estadisticamente
significativas, pueden confundir la interpretacion de los resultados de
la regresion; los términos de interacciones complejas son particular-
mente penosas en este sentido. La muestra de datos particular que se
analiza, impone ciertas restricciones sobre la seleccién del maximo
modelo. En general, se establece que con un tamafio de muestra méas
pequefio, el madximo modelo serd méas pequefio. La idea general es que
un numero grande de observaciones independientes, se necesitan para
estimar confiablemente un numero importante de coeficientes de
regresion. Esta nocion ha establecido varias guias en relacion al tamafio
del maximo modelo. La restriccion bésica, es la de que los grados de
libertad del error son positivos. Simbolicamente se requiere,

Grados de libertad del error =n —k —1 > 0, que es equivalente
alarestriccionn>k + 1

Como siempre, n es el nimero de observaciones y k el nimero

de variables predictoras, dando k + 1 coeficientes de regresion
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(incluyendo el intercepto). Con grados de libertad del error negativos el
modelo tiene al menos una colinealidad perfecta, consecuentemente,
con estimadores Unicos de los coeficientes y las varianzas no se pueden
calcular. Con grados de libertad del error cero (n = k + 1), los
estimadores unicos de los coeficientes se pueden calcular, pero no los
de las varianzas [recordar que 6% = (Suma de Cuadrados del error)
/grados de libertad del error]. Ademas, si la correlacion poblacional es
cero, entonces, R? = 1.0, cuando los grados de libertad del error es igual
a cero, refleja el hecho de que el modelo ajusta exactamente los datos
observados. Este es el ejemplo mas extremo del sesgo positivo en R?.
En tal situacion, se ha intercambiado n valores de Y para n coeficientes
de regresion estimados.

La cuestion entonces, parece que es, cuantos grados de libertad
del error son necesarios. Algunas reglas simples se pueden sugerir para
asegurar que los estimadores para un solo modelo son confiables, pero
esas reglas son inadecuadas, cuando se considera una serie de modelos.

El requerimiento mas débil es un minimo de aproximadamente
10 grados de libertad del error, esto es, n —k —1 > 10 o puede ser, n >
10 + k + 1. Otra regla para manejar la regresion que se ha sugerido, es
tener al menos 5 (0 10) observaciones por predictor, 0 sea se requiere
que n>5k (o n=>10k).

Asumir, por ejemplo, que se considera un maximo modelo

involucrando 30 variables predictoras. Para tener 10 grados de libertad

320



del error, se requiere una muestra de tamafo 41, mientras que n > 5k,
demanda un tamafo de muestra de 150 observaciones.

Otra restriccion sobre el maximo modelo, esta relacionada a la
cantidad de variabilidad presente en el valor predictor, considerandolos
individualmente o conjuntamente. Si un predictor tiene el mismo valor
para todos los sujetos, entonces obviamente no puede ser usado en
cualquier modelo. Por ejemplo, considere la variable Género de nifios
(varon = 1, mujer = 0) como un predictor candidato, para el ejemplo del
peso. Si todos los sujetos son varones, entonces el Género = 1, para
todos los sujetos, la varianza muestral de la variable es 0.0 y es
perfectamente colineal, con la variable intercepto. Claramente, si todos
los sujetos son de un solo género, entonces las comparaciones entre
género no se pueden hacer.

Similarmente considerar la variable Género, Raza (blanco = 0,
negro = 1) y su interaccidn (género x raza). Si las mujeres negras no son
representadas en los datos, entonces el efecto de la interaccion con 1
grado de libertad no se puede estimar. Si una celda raza-sexo tiene
empate, entonces los coeficientes de interaccion estimada pueden ser
inestables (tienen una gran varianza).

Los términos polinomiales (X2, X3) y otras transformaciones,
ameritan consideraciones particulares cuando se esta especificando el
méaximo modelo. Para el ejemplo de peso, se desea considerar, Edad,

(Edad)? y exp (Edad) como posibles predictoras. La colinealidad puede
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generar resultados inestables y a menudo no interpretables en un
modelo ajustado. Consecuentemente se intenta reducir, tal colinealidad
como sea posible. El centrado, si es aplicable, ayuda a incrementar la
calidad del modelo, se pueden multiplicar las variables por varias
constantes, para producir aproximaciones de igualdad de varianzas para
todas las predictoras.

Si el problema de la colinealidad no se puede superar, entonces
probablemente se puede: (1) conducir un analisis separado para cada
forma de X; por ejemplo, un analisis usando X y X2, separando el
andlisis cuando se use exp (X), (2) eliminar alguna variable, o (3)
imponer una estructura (un orden fijo de pruebas) en el procedimiento
de prueba. Si no se hace nada en un caso de una severa colinealidad,
entonces los coeficientes de regresion estimados en el mejor modelo
pueden ser ligeramente inestables (tienen alta varianza) y posiblemente

estan completamente lejos del valor verdadero del parametro.

11.2.2. Paso 2: especificando los criterios para la seleccion de un
modelo

El segundo paso en la seleccion del mejor modelo, consiste en especificar
la seleccion de criterios. Una seleccion de criterios es un indice que puede
ser calculado para cada candidato a modelo y usarlo para compararlos

entre si. Entonces, dando una seleccion de criterios, los modelos
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candidatos pueden ser ordenados del mejor al peor. Esto ayuda a
automatizar el proceso de seleccion del “mejor” modelo. Como se puede
ver este proceso de seleccion de criterios, puede no encontrar el mejor
modelo en un sentido global. Sin embargo, el uso de una seleccion
especifica de criterios puede sustancialmente reducir el trabajo
involucrado en encontrar un buen modelo. Obviamente, la seleccion de
criterios esta relacionada a la tarea del analisis. Por ejemplo, si la tarea es
prediccion confiable de futuras observaciones, la seleccién de criterios

seré algo liberal para evitar la pérdida de predictores usados.

“Esto nos permite notar la distincion entre (1) diferencias
numéricas, (2) diferencias estadisticamente significativas, y (3)
diferencias cientificamente importantes. Las diferencias
numeéricas pueden o no corresponder a diferencias significativas
o cientificamente importantes. En este caso, con pruebas
sensitivas, las diferencias significativas pueden o no ser
diferencias importantes. Finalmente, con pruebas insensibles,

las diferencias importantes pueden ser no significativas ”.

Se han sugerido muchos criterios de seleccién para seleccionar el mejor
modelo; por ejemplo: Hocking (1976), revisé 8 candidatos. Considero
4 criterios: R5, Fp, CMerror (p) Y Cp. Antes de discutir estos criterios, se

debe definir la notacién necesaria para entenderlos. Los cuatro criterios
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intentan comparar dos modelos de ecuaciones: el maximo modelo con
k predictoras y un modelo restringido con p predictoras (p < k). El

méaximo modelo es,

Y = Bo+ PuX1 + PaXo + BaXz + ... + PpXp + PprXprt ... + PuXkt €
@)

Y el modelo reducido (una reduccién del maximo modelo) es,
Y =Bo+ PuX1+ PaXo+ PaXs+ ...+ PpXpt+ e 4)

Sea la SCE (K) la suma de cuadrados del error para el modelo de k
variables, SCE (p), la suma de cuadrados del error para el modelo de p
variables. Asi también, SCY = Y™ ,(Y; — ¥)? la suma de cuadrados
totales corregidos de la respuesta Y.

Por lo general, p = k — 1, que es el caso cuando se evalla la
adicion o eliminacion de una sola variable. Se puede asumir que las k —
p variables en consideracion para la adicion o la eliminacion son
denotadas por Xp+1, Xp+2, ..., Xk , POr conveniencia en la notacion.

La correlacion multiple cuadrada muestral R?, es un candidato
natural para decidir cual modelo es el mejor y es por lo tanto el primer

criterio discutido. EI R? maltiple para el modelo de las p- variables es:

R2 = RY(Y/X1,X2,Xs, ... Xp) = 1 — [SCE (p)] /SCY (5)
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Desafortunadamente, R?,, tiene tres caracteristicas potencialmente
engafiosas. Primero, tiende a sobreestimar pj, el valor poblacional.
Segundo, al adicionar predictoras, no se puede disminuir nunca Rj. En
realidad, la adicion de variables no incrementara RZ, al menos
ligeramente. Finalmente, R; siempre es més grande en el modelo
maximo, aunque se puede obtener un mejor modelo eliminando alguna
variable. Tal modelo reducido puede ser mejor, porque sacrifica una
cantidad despreciable de su fuerza predictiva, simplificando
sustancialmente el modelo. Otro criterio razonable, para seleccionar el
mejor modelo, es la prueba estadistica de F, para comparar el modelo
completo con el restringido. Este estadistico Fp, puede ser expresado en

términos de las sumas de cuadrados de los errores, como:

_ [SCE(p)— SCE(k)]/(k—p) _ [SCE(p)— SCE(k)]/(k—D)
T SCE(K)/(n-k-1) CME (k)

(6)

Este estadistico puede ser comparado con una distribucion de F con k —p
y n—k—1 grados de libertad. El criterio de la prueba de Fp, es si SCE (p)
— SCE (k), la diferencia entre la suma de cuadrados del residual para el
modelo de las p-variables y la suma de cuadrados de residual para el
modelo maximo con k-variables, es diferente significativamente de cero.
Si Fp, no es significativo, podemos usar el modelo més pequefio (p-

variables) y obtener la misma habilidad predictiva como la lograda con el
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modelo completo. Una regla razonable, para la seleccién de variables
puede ser el retener p variables, si ambos Fp no es significativo y p es lo
mas pequefio posible. Un caso especial usado con mucha frecuencia, de
Fp, ocurre si p =k —1, en que Fp es una prueba de Ho: Bk = 0 en el modelo
completo.

El tercer criterio considerado para seleccionar el mejor modelo
es la varianza del error estimada para el modelo de las p-variables, esto

es:

SCE(p)
n-p-1

CME (p) = (7

Considerando un modelo cualquiera, se ha simbolizado este estimador
como S?. La cantidad CME (p) es una seleccion atractiva para un
criterio de seleccion, ya que se desea encontrar un modelo con una
varianza residual pequefia.

Un candidato menos obvio, para un criterio de seleccion, que
involucra la SCE (p) es el estadistico Cp de Mallow’s,(Mallow’s, 1973)
dado por:

_ SCE(p)

= crre - =2+ 1) ®)

p
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El criterio Cp, ayuda a decidir cuantas variables se pueden considerar
en el mejor modelo, ya que obtiene un valor de aproximadamente p +
1 si el CME (p) es cercanamente igual al CME (k) (si el modelo correcto
es de tamario p). Conociendo el tamafio correcto del modelo, nos ayuda
a la seleccion del mejor.

Los criterios Fp, R;, CME (p) y el Cp estan intimamente
relacionados. Por ejemplo; la prueba F, puede ser expresada en térmi-

nos de correlaciones cuadradas multiples, esto es:

_ [RE=R}]/(-p)

* = T=RZ]/(n—k—D) ©
Y el estadistico Cp es una funcion simple del estadistico Fp:
Co=(k—p)Fp+(2p-k+1) (10)

¢Por qué considerar mas de un criterio? La razon es que un solo criterio
no siempre es correcto. En la practica, las alternativas pueden establecer
la diferencia en la seleccion del modelo. Un aspecto importante de esta
discusion es una demostracion de las limitantes del estadistico R; como
el Unico criterio para seleccionar el modelo. Se favorece al estadistico
Cp, Ya que tiende a simplificar la decision sobre las variables que se

retienen en el modelo final.
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11.2.3. Paso 3: especificando la estrategia para la seleccion de

variables

El tercer paso para seleccionar el mejor modelo es especificar la
estrategia para seleccionar las variables. Tal estrategia, esta relacionada
con la determinacion de cuéntas y qué variables estaran en el modelo.
Tradicionalmente, tales estrategias han sido enfocadas para decidir si se
adiciona una sola variable al modelo (un método de seleccién forward),
0 si una sola variable sera eliminada del modelo (un método de
seleccion backward). Como las computadoras son mas poderosas, los

métodos para considerar mas de una variable por paso son practicos.

11.2.3.1. Procedimiento de todas las regresiones posibles

Por razones practicas, el procedimiento de todas las posibles
regresiones es preferido sobre cualquier otra estrategia de seleccién de
variables. Es el Unico método garantizado para definir el modelo que
tiene la mas grande R2, el mas pequefio CME (p), etc. Esta estrategia
no es siempre usada por el nimero tan grande de calculos necesarios si
el nimero de variables k en el modelo es grande. El procedimiento de
todas las regresiones requiere que ajustemos cada ecuacion de regresion
posible asociada con cada posible combinacion de las k variables

independientes. En este ejemplo, se requiere ajustar siete modelos
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correspondientes a los siguientes siete grupos de variables indepen-
dientes: (1) Altura, (2) Edad, (3) (Edad)?, (4) Altura y Edad, (5) Altura
y (Edad)?, (6) Edad y (Edad)?, y (7) Altura, Edad y (Edad)?. Para k
variables independientes el nimero de modelos que seran ajustado es
2% 1; por ejemplo si k = 10, entonces 2'° — 1 = 1,023 modelos.

Una vez que todos los 2% — 1 modelos han sido ajustados,
entonces, se retinen los modelos ajustados en grupos que involucren de
1 a k variables y se ordenan los modelos dentro de cada grupo de
acuerdo a algun criterio (R2, CMerror (p), o Cp).

De los datos del ejemplo, los resultados de este procedimiento
de todas las regresiones son dados en la Tabla 11.1. De la tabla, los
lideres (en términos de valores de R%;) en cada uno de los grupos

involucran, uno, dos y hasta tres variables, esto es,

Grupo de una variable: altura con Ry = 0. 6630
Grupo de dos variables: altura, Edad con R3 = 0.7800
Grupo de tres variables: altura, Edad y (edad)? con RZ =0.7802

De los tres modelos (modelos 1, 4 y 7 respectivamente en la Tabla 11.1)
se puede observar claramente que el modelo 4 que involucra altura y
Edad se puede seleccionar ya que el valor de R?, practicamente es el
mismo que el del modelo 7 y es mucho mas alto que el del modelo 1.

Entonces la seleccion del mejor modelo de regresion, basado en el
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procedimiento de todas las regresiones posibles, usando el criterio con

2 e
Rp €es:

? = 6.553 + 0.722 (Altura) + 2.050 (Edad)

Otros aspectos de la Tabla 11.1 que se pueden comentar son: considerar

los estadisticos F parciales. Para una variable dada en un modelo, el

estadistico de F parcial asociado valora la contribucion que esta variable

tiene en la prediccion de Y, abajo y arriba de las contribuciones de las

otras variables en el modelo. Esto es, para el modelo 4, que involucra a

X1y Xz la F parcial para Xz es F(X2/X1) = 4.785; pero para el modelo
7, que incluye X1, X2y X3, la F parcial es F(X2/X1, X3) = 0. 140.

Tabla 11.1

Resumen de resultados del procedimiento de todas las regresiones posibles

Estadistico Parcial

No. Coeficientes estimados Prueba CME
Modelo Var deF 2, Cp

Var _ — deF P

Po b1 B2 Ps X1 X2 X3

1 1 X1 6.19 1.07 19.7 19.7 663 29.93 4.27
2 1 X2 30.57 3.64 14.6 146 593 36.18 6.83
3 1 X3 45.99 0.21 143 143 587 36.63 7.01
4 2 X1,X2  6.553 0.72 2.05 766 4.78 159 780 21.71 201
5 2 X1,Xs 1511 0.72 0.11 7.60 456 156 .776 21.07 2.14
6 2 X2,X3  32.40 3.20 0.02 0.11 0.00 6.55 .593 40.20 8.83
7 3 X1,X2,X3 3.438 0.72 2.77 -0.04 6.83 0.14 0.01 947 .780 24.40 4.00
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Las F parciales, son pruebas de variables —adicionadas al final, basadas
cada una en los cuadrados medios del error (CME) de los modelos
correspondientes ajustados. Tales pruebas deben ser tratadas con
mucho cuidado. Cualquier prueba basada en un modelo con menos
términos que el modelo correcto seré sesgado, quizas sustancialmente,
ya que la prueba involucra el uso de términos de errores sesgados. De
la misma manera muchas pruebas son calculadas para las cuales la tasa
del Error Tipo I, es mas alta que la tasa nominal a.

Las pruebas de F totales, también son afectadas, por el estimador
de la varianza del error usado. En la seleccion de variables, este
estimador es importante, porque las pruebas sesgadas aplicadas en el
algoritmo stepwise pueden parar el proceso prematuramente y perder
predictores importantes. Si el cuadrado medio del error (CMerror) del
modelo mas grande, el numero 7, fue usado en el denominador de cada
prueba de F, cada uno de los estadisticos resultantes sera un estadistico

de Fp. Por ejemplo para el modelo 4, se tiene:

_ [RE-RE]/(k-p) _ 0.7802-0.7800)/(3-2)
P 7 [1-RE]/(n—k-1) ~ (1-0.7802)/(12—-3-1)

=0. 007

Por lo general, esta prueba es una prueba F parcial-maultiple. Los valores
pequefios de F indican que la habilidad predictiva del maximo modelo

y del modelo 4 no difiere significativamente.

331



En la Tabla 11.1, se presentan los valores Cp. Se espera que el
valor de Cp se aproxime a p + 1 si se considera el modelo correcto o si
se considera un modelo mas grande que contiene el modelo correcto. Si
los predictores importantes son omitidos, Cp serd més grande que p +
1. También si F, < 1, entonces Cp < (p + 1); esto puede ocurrir cuando
el valor de R} esta cercano a RZ. Se prefieren modelos con valores Cp
no tan lejanos de p + 1. Por lo tanto, para un modelo de una variable Cp
es comparado con el valor 2.0, para dos variables, con el valor de 3.0 y
asi sucesivamente. Para este ejemplo, ningiin modelo de una variable
tiene un C, cercano a 2.0. Para modelos con tres variables el Cp es
exactamente 4.0. El modelo completo con k predictores se garantiza que
tiene un Cp, exactamente igual a k + 1. El modelo de dos variables con
Edad y (Edad)? tiene un C, mucho mayor de 3.0, mientras los modelos

4y 5 tienen valores Cp cercanos al valor C, minimo posible de:

(n—-k—1)CMerror(k)
CMerror (k)

-[n-2(p+1)]=(2p-k+1) (12)

Que es igual a 2 cuando k = 3 y p = 2. Note que éste bajo limite de Cp
es obtenido cuando Fp = 0 y esto puede ser negativo. Tales valores son
mejores que el valorde p + 1 =3.0.

El procedimiento de todas las regresiones se presenta ya que se

prefiere en situaciones préacticas. Esto tiene la distincion de ser el Unico
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método garantizado para encontrar el mejor modelo, en el sentido de
que cualquier criterio de seleccion sera numéricamente optimizado por
la muestra bajo estudio. Naturalmente, esto no garantiza que se ha
encontrado el modelo correcto. En realidad, en muchas situaciones, se
pueden tener varios candidatos de modelos para definir el mejor, con
diferentes criterios de seleccion, esto sugiere, que hay diferentes
modelos mejores. De esta manera, tales encuentros pueden variar de
muestra a muestra, aunque todas las muestras sean seleccionadas de la
misma poblacion. Consecuentemente la seleccion del mejor modelo
puede variar de muestra a muestra.

Como se menciond anteriormente, el algoritmo de todas las
regresiones posibles, por lo general no es practico ya que se deben
definir 2% -1 modelos, con k predictores candidatos que se evaltan. Por
lo que muchos métodos han sido sugeridos para llegar a una
aproximacion del procedimiento de todas las posibles regresiones.
Estos métodos no se garantizan para encontrar el mejor modelo. No
obstante, estos métodos se discuten a continuacién ya que se puede
recoger toda la informacion en los datos necesarios para seleccionar el

mejor modelo.
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11.2.3.2. Procedimiento de Eliminacion Backward

En este procedimiento se define lo siguiente.

Paso 1. Determinar la ecuacion de regresion ajustada, que contenga
todas las variables independientes. En nuestro ejemplo:

Y =3.438 + 0.724(Altura) + 2.777(Edad) — 0.042(Edad)?

La tabla del analisis de varianza correspondiente es:

Grados de Sumas de Cuadrados

Fuente libertad Cuadrados medios i R
Regresion 3 693.06 231.01 9.47** 0.7802
Residual 8 195.19 24.40
Total 11 888.25

Paso 2. Calcular el estadistico F — parcial para cada variable en el modelo,

como si fuera la Ultima variable a entrar en el modelo (Tabla 11.1)

Variable F — parcial*
Altura 6.83
Edad 0.140
(Edad)? 0.010

*basado en 1y 8 grados de libertad
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Paso 3. Nos enfocamos en el valor de la prueba de F-parcial mas bajo
(esto es FL). En el ejemplo, FL = 0.010 para la variable (Edad)?.

Paso 4. Comparamos este valor F_ con un valor critico preseleccionado
(Fc) de la distribucion de F. (1) Si Fr < Fc, remover del modelo la variable
bajo consideracion, recalcular la ecuacion de regresion para las restantes
variables y repetir el paso 2, 3y 4. (2) Si F.>Fc, adoptar la ecuacion de
regresion completa calculada. En el ejemplo, si se trabaja con un nivel del
10%, entonces, FL. = 0.010 < F18090= Fc = 3.46. Por lo tanto removemos
(Edad)? del modelo y recalculamos la ecuacion usando solamente Altura y

Edad. Se obtiene lo siguiente,

7 = 6.553 + 0.722(Altura) + 2.050(Edad)

Con su tabla del analisis de varianza correspondiente.

Grados
Fuente de Sumas de Cuadr_ados = R?
. Cuadrados medios
libertad
Regresion 2 692.82 346.41 15.95** 0.7800
Residual 9 195.43 21.71
Total 11 888.25

Con la variable (Edad)? fuera del modelo, las F’s parciales son, 7.665

para Altura y 4.785 para Edad. Por lo que la nueva Fc = F1,9,90 = 3.36,
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es menor que 4.785. Por lo tanto la F parcial para Edad es significativa
y se detiene aqui el modelo, que es el mismo modelo al que se llega al
usar el procedimiento de todas las regresiones posibles.

11.2.3.3. Procedimiento de seleccion forward

Este procedimiento se aplica de la siguiente manera.

Paso 1. Seleccionar como primer variable a entrar en el modelo aquella
que esté ligeramente mas correlacionada con la variable dependiente y
ajustar la ecuacion de linea recta asociada. Para este ejemplo, se tienen

las siguientes correlaciones: ryy, = 0.814, ryx, = 0.770 y 1yx, = 0.767.

Entonces la primera variable a entrar en el modelo es X1 = Altura.

La ecuacion de linea recta ajustada es:

Y =6.190 + 1.073 (Altura)

El anélisis de varianza correspondiente es:
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Grados Sumas de Cuadrados

2
Fuente . de Cuadrados medios a R
libertad
Regresion 1 588.92 588.92 19.67** 0.6630
Residual 10 299.33 29.93
Total 11 888.25

Si el estadistico F no es significativo en la tabla, detener y concluir que
las variables independientes no son predictores importantes. Si el
estadistico F es significativo, se incluye esta variable en el modelo y se

procede al paso 2.

Paso 2. Se calcula el estadistico de F-parcial, correspondiente con cada
variable restante basado en una ecuacidn de regresion que contiene esta

variable y la variable inicialmente seleccionada. Esto es:

F parcial de (X2/X1) = 4.785
F parcial de (Xs/X1) = 4.565

Paso 3. Se observa a la variable con mayor estadistico F parcial. Para
estos datos, la variable Edad, tiene el estadistico F parcial mas grande
de 4.785.

Paso 4. Se prueba la significancia del estadistico F parcial asociado con

la variable seleccionada en paso 3. (a) Si esta prueba es significativa,
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adicionar la nueva variable al modelo de regresion, (b) Si esta prueba
no es significativa, use en el modelo sélo la variable considerada en el
paso 1. En nuestro ejemplo, la F parcial para Edad es significativa al
nivel del 10% (F1,9,90 = 3.36), adicionamos edad y ajustamos un modelo

de dos variables,

? = 6.553 + 0.722 (Altura) + 2.050 (Edad)

Paso 5. En cada uno de los pasos subsecuentes, determinar el estadistico
de F- parcial para las variables que no estan en el modelo y adicionar
al modelo las variables que tienen un valor de F- parcial mas grande si
es estadisticamente significativa. En cualquier paso, si el F- parcial mas
grande no es significativo, entonces no se incluirdn mas variables al
modelo y el proceso ha terminado. En este ejemplo, se ha adicionado
alturay edad al modelo. Se puede ver si se adiciona (Edad)? al modelo.
La F- parcial para (Edad)?, controlando altura y edad es dada por:

Parcial de F(Xa/X1,X2) =0.010
Este valor no es estadisticamente significativo, porque Fig,.90 = 3.46.

Otra vez se ha llegado al mismo modelo de dos variables seleccionado

en el método anterior.
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11.2.3.4. Procedimiento de seleccion stepwise

La regresion stepwise es una version modificada de la regresion
forward, que permite una revaloracion, en cada paso, de las variables
incorporadas al modelo, en pasos anteriores. Una variable que esta en
el modelo en pasos anteriores, puede ser superflua en el Gltimo estadio,
debido a su relacion con otras variables que estan en el modelo. Para
verificar esta posibilidad, en cada paso es realizada una prueba de F-
parcial para cada variable presente en el modelo, como si fuese la
variable mas reciente que estd en el modelo, independientemente de su
punto de entrada al modelo. Esta variable con el estadistico F- parcial
mas pequefio no significativo (si existe tal variable) es removida y el
modelo es reajustado con las variables restantes. Se obtienen las F-
parciales y son examinadas similarmente y asi sucesivamente. El
proceso total continla hasta que ninguna variable puede ser adicionada
o removida del modelo.

Para este ejemplo, el primer paso, como en el procedimiento de
seleccion forward, sera adicionar la variable altura al modelo, ya que
tiene el mas alto coeficiente de correlacion con Y, continuando,
adicionamos la Edad al modelo ya que tiene la correlacion parcial mas
alta significativa con Y mas que (edad)?, controlando la altura. Para ver
si (edad)? puede ser adicionada al modelo, se puede observar la F-

parcial de altura, dado por F(X1/X2) = 7.665, que excede a F1,9,90= 3.36.
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Entonces no se remueve la variable altura del modelo. Se continla
verificando para ver si se puede adicionar (edad)?, la respuesta es no, ya
que se ha tratado antes con esta situacion.

La tabla del andlisis de varianza que resume los resultados

obtenidos del ejemplo anterior es:

Grados
Fuente de Sumas de Cuadr_ados = R?
cuadrados medios

libertad
y X1 1 588.92 588.92 19.67** 0.7800
Regresion
Xal Xy 1 103.90 103.90 4.79
Residual 9 195.43 21.71
Total 11 888.25

La tabla de analisis de varianza que considera a todas las variables es:

Grados
Fuente de Sumasde  Cuadrados E R?
cuadrados medios

libertad
) X1 1 588.92 588.92 19.67** 0.7802
Regresion
XalX1 1 103.90 103.90 4.79
XalX1,X2 1 0.24 0.24 0.01
Residual 8 195.19 21.71
Total 11 888.25
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11.2.3.5. Métodos Chunkwise

Los métodos para seleccionar una variable, descritos anteriormente,
pueden ser generalizados en una forma muy util. La idea basica es que
cualquier método de seleccion en que una sola variable es adicionada o
eliminada puede ser generalizado para adicionar o eliminar un grupo de
variables. Considerar, por ejemplo, usando eliminacion backward,
construir un modelo de la variable respuesta nivel de colesterol. Asumir
que tres grupos de predictores estan disponibles, demogréaficos (género,
raza, edad y sus interacciones), antropométricos (altura, peso y sus
interacciones) y dieta (cantidad de cinco tipos de alimentos) se tiene un
total de 6 + 3 + 5 = 14 predictores. Los tres grupos de variables
constituyen los denominados Chunks (gruesos), grupos de predictores
que estan légicamente relacionados y son de igual importancia como
predictores candidatos.

Varios métodos posibles de Chunkwise estan disponibles. La
seleccion entre ellos depende de (1) las preferencias del analista por el
método backward, forward u otra estrategia de seleccion y (2) la
extension que el analista puede hacer con grupos de variables (formar
chunks) y ordenar los grupos en importancia. En muchas aplicaciones,
existe un orden a priori entre los chunks. Para este ejemplo, el
investigador desea considerar las variables dietas solamente

controlando las variables demogréaficas y antropométricas. La
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imposicion de un orden en este estilo, ayuda en la simplificacion del
analisis, por lo general incrementa la confiabilidad e incrementa la
posibilidad de encontrar un modelo significativamente plausible. Se
ilustra el uso de los métodos de prueba de chunkwise, describiendo una
estrategia de eliminacion backward. Se puntualiza que otras estrategias
se pueden preferir, dependiendo de la situacion. Una aproximacién al
método de eliminacion backward para probar chunkwise, requiere un
chunk de variables especificadas para construir el modelo, las variables
en el chunk especificado son candidatas para ser eliminadas. Asumir
que el grupo de variables dieta, es el primer chunk considerado para ser
eliminado.

Entonces, en este ejemplo, todas las variables demograficas y
antropométricas son forzadas a quedarse en el modelo. Si por ejemplo,
la prueba F multiple-parcial del chunk de las variables dietas, no es
significativo, entonces la entrada del chunk puede ser eliminada. Si este
conjunto es significativo, entonces, al menos una de las variables en
este chunk-dieta puede ser retenida. De esta manera, el método mas
simple chunkwise, suma o borra todas las variables en un chunk
conjuntamente. Sin embargo, una aproximacién mas sensible, es
manipular variables Unicas dentro de un chunk significativo mientras
guarda los otros chunks. Si se asume que el chunk dieta es importante,
entonces se debe decidir cuél de las variables dietas deben ser retenidas

como predictoras importantes. Un segundo paso razonable, sera
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requerir todas las variables demograficas y la importancia individual de
las variables dietas sera retenida, mientras se considera el segundo
chunk de variables antropomeétricas para ser eliminadas. El paso final
para este ejemplo de tres chunk, requiere las variables individuales
seleccionadas de los primeros dos chunks para retenerlos en el modelo,
mientras las variables del tercer chunk (demograficas) son candidatas
para ser eliminadas. Los métodos de seleccidn forward y stepwise para
una variable, pueden ser generalizados para su uso en la prueba de
chunkwise.

Los métodos chunkwise para la seleccion de variables, pueden
tener ventajas importantes sobre los métodos de seleccion de una
variable. Primero, los métodos chunkwise, incorporan en el analisis
conocimiento cientifico y la preferencia de grupos de variables. Segun-
do, el nimero de posibles modelos que son evaluados es redu-cido. Si
una prueba chunk no es significativa y el chunk de variables completo
es borrado, entonces no se hacen las pruebas en variables individuales.
En muchas situaciones tales pruebas de significancia para grupos son

mas efectivas y confiables que probando variables de forma individual.

11.2.4. Paso 4: conduciendo al anélisis

Una vez que se tiene especificado el maximo modelo, el criterio para la

seleccién de un modelo y la estrategia para aplicar el criterio, se debe
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conducir el analisis de acuerdo a lo planeado. Obviamente esto sera
hecho con algun tipo de software de computo apropiado. La bondad de
ajuste del modelo seleccionado se debe examinar. También se puede
aplicar el analisis de residuales para demostrar que el modelo

seleccionado es razonable para el manejo de los datos.

11.2.5. Paso 5: evaluando la confiabilidad con muestras divididas

Una vez que se ha seleccionado el mejor modelo para una muestra de
datos particular, no se tiene la seguridad de que el modelo se puede
aplicar confiablemente a otras muestras. En un sentido se pregunta la
cuestion,” ;Se podran generalizar estas conclusiones?” Si el modelo
seleccionado predice bien para otras muestras de la poblacion de
interes, se dice que el modelo es confiable. Aqui se discuten métodos
para evaluar la confiabilidad de un modelo. Muchos de los métodos
aceptados para evaluar la confiabilidad de un modelo involucran alguna
forma de aproximacion de una muestra dividida. Se discuten tres
aproximaciones para evaluar la confiabilidad del modelo: el estudio de
seguimiento, el andlisis de muestras divididas y la muestra extendida.
La manera mas precisa para valorar la confiabilidad de un modelo
seleccionado, es conducir un nuevo estudio y probar el ajuste del
modelo seleccionando nuevos datos. Sin embargo, esta aproximacion

es muy costosa y algunas veces complicada. La cuestion entonces,
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aparece como si un solo estudio puede alcanzar las dos tareas de
encontrar el mejor modelo y valorar su confiabilidad.

Un analisis de muestras divididas, intenta lograr ambas tareas
en un solo estudio. Para el ejemplo del colesterol, el analisis de muestras
divididas mas simple, procede de la siguiente manera; primero, se
realiza una asignacion aleatoria a todas las observaciones a uno de los
dos grupos, el grupo de entrenamiento o el grupo extendido. Esto se
hace antes de conducir cualquier analisis. Los sujetos pueden ser
agrupados en estratos basados en una 0 mas variables categoricas
importantes. Para el ejemplo del colesterol, se pueden definir estratos
apropiados para varias combinaciones de género-raza. Si estos estratos
son importantes, un esquema de estratos especificos de muestras
divididas se puede usar. Con este método, todos los sujetos son
asignados aleatoriamente dentro de un estrato a un entrenamiento o el
grupo extendido, tal asignacién se hace separadamente para cada
estrato. La tarea de asignacidn aleatoria del estrato especifico es para
asegurar que los dos grupos de observaciones (entrenamiento y
extendido) son igualmente representativos de la poblacion de interés.

Una alternativa para la division aleatoria estratificada es un
esquema de asignacion de apareamiento. Con la asignacion apareada,
se encuentran pares de sujetos que son tan similares los cuales se
asignan a un miembro del par a la muestra de entrenamiento y el otro a

la muestra extendida. Desafortunadamente, la diferencia entre los
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resultados de los grupos de entrenamiento y extendido tienden a ser
mucho menores a las diferencias correspondientes entre las muestras
subsecuentes seleccionadas aleatoriamente. Esta tendencia produce una
opinién optimista no realista de la confiabilidad del modelo, que por lo
general se desea evitar. Cualquiera de las dos alternativas se
recomienda, como el segundo paso en un analisis de muestras divididas.
El primero es conducir, la seleccién del modelo separadamente para
cada uno de los dos grupos de datos. Tipicamente, ninguna diferencia
en las variables predictoras seleccionadas, por los dos procesos de
seleccion se toma como una indicacion de no confiabilidad. En la
practica los dos modelos obtenidos, siempre difieren en algo, que es la
razon principal de que el método de seleccion del modelo, tenga una
reputacion de ser no confiable.

Las aproximaciones anteriores para valorar la confiabilidad son
tan rigurosas, cuando se trata de predecir. Un buen modelo predictivo
puede (1) predecir muy bien en cualquier muestra, como lo hace en la
muestra analizada y (2) pasar todas las pruebas de la regresion
diagnostica para lo adecuado del modelo aplicado en cualquier muestra.
Estos comentarios nos permiten considerar una segunda aproximacién
de un analisis de muestras divididas para valorar la confiabilidad. Esta
segunda aproximacion intenta responder la cuestion “;El modelo
seleccionado predice bien en una nueva muestra?” Con esta segunda

aproximacion se inicia conduciendo un proceso de construccion de
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modelo, usando los datos para el grupo de entrenamiento. Suponer que
la ecuacion ajustada obtenida es:

?:Bo+ﬁlxl+32X2+33X3+...+[§po (12)

Para el ejemplo de altura de los nifios pagina 199, la ecuacion de

regresion es:

7 = 6.553 + 0.722 (Altura) + 2.050(Edad)

Se han considerado, varias estrategias de seleccion de variables, cuando
la tarea principal del estudio es la prediccion. En contraste, se recuerda
que las estrategias de validez- orientadas estan relacionadas, con la
generacion de estimadores validos de uno o mé&s coeficientes de
regresion en un modelo. Esencialmente, un estimador valido, es aquel
que refleja la verdadera relacion en la poblacion bajo estudio. Sin
embargo, las muestras de datos bajo consideracion deben reflejar
adecuadamente la poblacion de interés y los supuestos del modelo y
analisis que se estan usando deben ser satisfechos razonablemente.
Para ser un poco mas especificos, una estrategia de seleccién de
variables con una tarea de validez, primero involucra determinar los

efectos de interaccion importantes, seguido por una evaluacion de la
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confusion, que es casual de los resultados de la valoracion de

interaccion en el anélisis.

11.3. El estadistico PRESS

En algunas circunstancias que involucran la construccion de modelos
no es muy practico el dividir los datos para los propositos de validacion.
Se puede ser generoso con el dilema de los investigadores de los gastos
en la recoleccion de los datos. Ciertamente, la division de los datos o
validacién con datos nuevamente colectados no se pueden acompafar
en todas las aplicaciones. Un criterio muy interesante e importante, que
se puede usar como una forma de validacion, mucho mejor que la
division de los datos es el estadistico PRESS. El interés se centra en la
generacion de errores de prediccion del tipo rj = y(x;) — y(X;j), donde
ambos miembros del lado derecho de la ecuacion son independientes.
Estos son los verdaderos errores de prediccion. Considerar un grupo de
datos en que se retienen o se apartan de la primera observacién de la
muestra y usamos las restantes n — 1 observaciones para estimar los
coeficientes de un modelo. La primera observacion es reemplazada y la
segunda observacion es retenida con coeficientes estimados. Se puede
remover cada observacién una a la vez y el modelo es ajustado n veces.

La respuesta eliminada es estimada en cada vez, obteniéndose como

348



resultados n errores de prediccion o residuales PRESS vyi - $i,-i = €i, -i
(i=1, 2, .., n). Estos residuales PRESS son los errores de prediccion
verdaderos con i, i independientes de yi, en esta manera la observacion
yi no fue usada simultdneamente para ajustar y valorar el modelo, esta
es la verdadera prueba de la validacion. La prediccion i -i es la funcion
de regresion evaluada en x = xi, pero y; fue apartada y no fue usada en

la obtencion de los coeficientes. Por lo que se tiene:

Pii=x%ib_ (13)

Donde b _; es el grupo de coeficientes calculado sin el uso de la i-ésima
observacion. Entonces cada modelo tendra n residual PRESS asociados

con él y la suma de cuadrados de prediccién PRESS se define como:

PRESS = %1 (¥; - 9i.-)° = Xz (&i.-i)? (14)

Para seleccionar el mejor modelo, se favorece al modelo con el PRESS
mas pequefio. EI PRESS es importante ya que se tiene informacion en
la forma de n validaciones en la cual la muestra ajustada para cada uno
es de tamafio n — 1. El primer vistazo a la impresion del PRESS los
lectores ofrecen probable resistencia al criterio, debido a la complejidad

de los célculos. Los residuales PRESS podran ser usados para generar
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otro estadistico R? que refleja capacidades de prediccion. Este
estadistico esta dado por:

Rzpred =1 -PRESS / Z?=1(yi - }_/ )2 (15)

Los residuales individuales PRESS pueden ser valuados
completamente aparte de su papel en el calculo del estadistico PRESS
en la ecuacion anterior. Dan medidas separadas de la estabilidad de la
regresion y pueden ayudar al analista a separar los puntos u
observaciones que tienen una influencia bastante grande sobre los
resultados de la regresion. Por ejemplo, suponga un residual ordinario
de 17.75 gm/pulg?, es establecido en un punto particular de un
experimento en el cual la fuerza de una envoltura es la respuesta. Pero
suponga que los residuales PRESS = 850.92 gm/pulg?. Esta gran
diferencia entre los residuales PRESS y los ordinarios implican que los
puntos en cuestion son una observacién de mayor influencia en la
construccidn de la regresion. La implicacion es que el uso de los puntos
resulta en una fuerte atraccion de los y; ajustados y las observaciones
yi. Se observa esta condicion en el caso de los tres sitios separados en
los datos del hospital. La fina distincion entre los residuales ordinarios
y los errores de prediccion o residuales PRESS, sugieren que estos tres
sitios estan ligeramente influenciados. Los residuales PRESS no son el

unico mecanismo para detectar observaciones de alta influencia y no
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son necesariamente el mejor. Como fue indicado anteriormente, el
calculo de PRESS es relativamente simple y no requiere corridas de
regresiones repetidas por el analista. Se pueden calcular los residuales

PRESS de los residuales ordinarios, esto es:

S _ e _xn ej 2
€i-1= (1-hy) i=1( (1—hii))
donde
n n (xl x) 21:1(x1 x) ( )

Otra realidad que hace esta declaracion quizas no entendible es que hi;
es una medida de la distancia cuadrada estandarizada, la distancia del
punto; Xui, Xzi, ..., Xki & 10s puntos xu, Xz, Xs, ..., Xk. Para el caso en que k

=1, hji se puede escribir:
i ==+ (X — £)2 1 B, (X %) (17)

Un punto que es extremo en la direccion de cualquier X's es donde la
prediccion es relativamente pobre y donde existe una tendencia de
producir residuales PRESS grandes.
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11.4. Ejemplo usando SAS

Estos datos provienen de un estudio realizado sobre el tiempo de vida
de organismos y cinco variables independientes. Provienen de una
muestra de 54 pacientes que esperan una cirugia de higado. Es un
estudio observacional en el cual la variable respuesta es el tiempo de
sobrevivencia Y del paciente. El objetivo del estudio es obtener una
ecuacion usando la informacion obtenida en el diagndstico pre-
operatorio. Antes de la operacion los datos fueron obtenidos de cuatro

variables que son posibles predictoras. Estas variables son:

CLOT = un registro del indice de coagulacién de la sangre.

PROG = Un indice de prondstico que incluye la edad del paciente.
ENZ = Una prueba de la funcion enzimatica

LIV= Un registro de la prueba funcional del higado.

TIEM = Tiempo de supervivencia del paciente.

VITIEM = Logaritmo de la variable TIEM.

El modelo es: VITIEM = & + BiCLOTC + B2PROGC + BsENZC +
B4LIVC + &i

La respuesta el tiempo (TIEM), es el nimero de dias que vivira después

de la operacion.
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CLOT PROG ENZ LIV TIEM VITIEM CLOT PROG ENZ LIV TIEM VITIEM

6.7 62 81 259 200 2.3010 11.2 76 90 559 574 2.7589

51 59 66 170 101 2.0043 5.2 54 56 271 72 1.8573

7.4 57 83 216 204 2.3096 5.8 76 59 258 178 2.2504

6.5 73 41 201 101 2.0043 3.2 64 65 078 71 1.8513

7.8 65 115 430 509 2.7067 8.7 45 23 252 58 1.7634

5.8 38 72 142 80 1.9031 5.0 59 73 350 116 2.0645

5.7 46 63 191 80 1.9031 5.8 72 93 330 295 2.4698

3.7 68 81 257 127 2.1038 54 58 70 264 115 2.0607

6.0 67 93 250 202 2.3054 53 51 99 260 184 2.2648

3.7 76 94 240 203 2.3075 2.6 74 86 205 118 2.0719

6.3 84 83 413 329 2.5172 43 8 119 285 120 2.0792

6.7 51 43 186 65 1.8129 4.8 61 76 245 151 2.1790

5.8 96 114 395 830 2.9191 54 52 88 1.81 148 2.1703

5.8 83 88 395 330 2.5185 5.2 49 72 184 95 1.9777

7.7 62 67 340 168 2.2253 3.6 28 99 130 75 1.8751

7.4 74 68 240 217 2.3365 8.8 86 88 6.40 483 2.6840

6.0 85 28 298 87 1.9395 6.5 56 77 285 153 2.1847

3.7 51 41 155 34 1.5315 3.4 77 93 148 191 2.2810

7.3 68 74 356 215 2.3324 6.5 40 84 300 123 2.0899

5.6 57 87 3.02 172 2.2355 45 73 106 3.05 311 2.4928

5.2 52 76 285 109 2.0374 4.8 86 101 4.10 398 2.5999

34 83 53 112 136 2.1335 51 67 77 286 158 2.1987

6.7 26 68 210 70 1.8451 3.9 82 103 455 310 2.4914

5.8 67 86 340 220 2.3424 6.6 77 46 195 124 2.0934

6.3 59 100 295 276 2.4409 6.4 85 40 121 125 2.0969

5.8 61 73 350 144 2.1584 6.4 59 85 233 198 2.2967

52 52 86 245 181 2.2577 8.8 78 72 320 313 2.4955

Usando el procedimiento de eliminacion stepwise del SAS
data regres;

input clot prog enz liv tiem vitiem;
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clot2 = clot*clot;

enz2 = enz*enz;

liv2 = liv*liv;
cards;

6.7 62
51. 59
74 57
65 73
78 65
58 38
57 46
3.7 68
6.0 67
3.7 76
6.3 84
6.7 51
58 96
58 83
7.7 62
1.4 74
6.0 85
3.7 51
7.3 68
5.6 57
52 52
34 83
6.7 26
58 67
6.3 59
58 61
52 52

81
66
83
41
115
72
63
81
93
94
83
43
114
88
67
68
28
41
74
87
76
53
68
86
100
73
86

2.59
1.70
2.16
2.01
4.30
1.42
1.91
2.57
2.50
2.40
4.13
1.86
3.95
3.95
3.40
2.40
2.98
1.55
3.56
3.02
2.85
1.12
2.10
3.40
2.95
3.50
2.45

200
101
204
101
509
80

80

127
202
203
329
65

830
330
168
217
87

34

215
172
109
136
70

220
276
144
181

2.3010
2.0043
2.3096
2.0043
2.7067
1.9031
1.9031
2.1038
2.3054
2.3075
2.5172
1.8129
2.9191
2.5185
2.2253
2.3365
1.9395
1.5315
2.3324
2.2355
2.0374
2.1335
1.8451
2.3424
2.4409
2.1584
2.2577
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52 76 90 5.59 574  2.7589
52 54 56 271 72 1.8573
58 76 59 258 178 2.2504
3.2 64 65 078 71 1.8513
8.7 45 23 2.52 58 1.7634
50 59 73 3.50 116 2.0645
58 72 93 330 295 2.4698
54 58 70 264 115 2.0607
53 51 99 260 184 2.2648
26 74 86 205 118 2.0719
43 8 119 285 120 2.0792
48 61 76 245 151  2.1790
54 52 88 1.81 148 2.17/03
52 49 72 1.84 95 1.9777
36 28 99 1.30 75 1.8751
88 86 88 6.40 483 2.6840
6.5 56 77 285 153 2.1847
34 77 93 148 191 2.2810
6.5 40 84 3.00 123 2.0899
45 73 106 3.05 311 2.4928
48 86 101 410 398 2.5999
51 67 77 2.86 158 2.1987
39 82 103 455 310 2.4914
6.6 77 46 195 124 2.0934
6.4 85 40 1.21 125 2.0969
6.4 59 85 233 198 2.2967
88 78 72 3.20 313 2.4955

proc reg;
model vitiem = clot prog enz liv tiem clot2 enz2
liv2/selection=stepwise;

run;
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LOS RESULTADOS
Model: MODEL1
Dependent Variable: vitiem
Stepwise Selection: Step 1
Variable liv Entered: R-Square = 0.5274 and C(p) = 874.0664

Analysis of Variance

Sum of Mean
Source DF  Squares Square FValue Pr>F
Model 1 2.09535 2.09535 58.04 <.0001
Error 52 1.87742 0.03610

Corrected Total 53 3.97277

Parameter  Standard

Variable Estimate Error Type 1SS  FValue Pr>F
Intercept 1.69555 0.07184  20.11291 557.08  <.0001
Liv 0.18601 0.02442  2.09535 58.04 <.0001
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Stepwise Selection: Step 2

Variable enz Entered: R-Square = 0.6865 and C(p) = 565.0059

Analysis of Variance

Sum of Mean
Source DF Squares Square F ValuePr > F
Model 2 2.72733 1.36366 55.84 <.0001
Error 51 1.24544 0.02442
Corrected
Total 53 3.97277

Model: MODEL1
Dependent Variable: vitiem
Stepwise Selection: Step 2
Parameter  Standard

Variable Estimate  Error TypelSS FValue Pr>F
Intercept  1.38825 0.08450  6.59186 269.93  <.0001
Enz 0.00565 0.00111  0.63198 25.88 <.0001
Liv 0.13920 0.02209  0.96983 39.71 <.0001
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Stepwise Selection: Step 3
Variable prog Entered: R-Square = 0.8827 and C(p) = 183.3416

Analysis of Variance

Sum of Mean
Source DF  Squares Square FValue Pr>F
Model 3 3.50682 1.16894 125.44  <.0001
Error 50 0.46595 0.00932
Corrected
Total 53 3.97277

Parameter Standard
Variable  Estimate  Error Type 1SS FValue Pr>F
Intercept  0.94209  0.07144 1.62039 173.88  <.0001
Pprog 0.00790  0.00086356 0.77949 83.64 <.0001
Enz 0.00700  0.00070195 0.92694 99.47 <.0001
Liv 0.08187  0.01502 0.27706 29.73 <.0001
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All variables left in the model are significant at the 0.1500 level.
Model: MODEL1
Dependent Variable: vitiem

Summary of Stepwise Selection

Variable Variable Number Partial Model
Step  Entered Removed VarsIn R-Square R-Square C(p) F Value Pr>F

1 liv 1 0.5274 0.5274  874.066 58.04 <.0001
2 enz 2 0.1591 0.6865  565.006 25.88 <.0001
3 prog 3 0.1962 0.8827  183.342 83.64 <.0001

En este andlisis de datos usando el software estadistico SAS, se puede
definir el modelo de regresién de acuerdo a los indicadores de calidad
que se han presentado a través de este libro y evaluar su capacidad de

prediccion de nuevos valores para las variables predictoras.
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11.5. Ejercicios

11.1 El departamento de pesca y vida silvestre de la Universidad de
Virginia en Estados Unidos, realizd un experimento para estudiar el
efecto de las caracteristicas de la corriente sobre la biomasa de peces.
Se consideraron las siguientes variables regresoras; x1 = promedio de la
profundidad, x = area de cobertura de la corriente, x3 = area de
cobertura del dosel, x4 = area > 25 cm de profundidad. La variable

respuesta y = biomasa de peces. Los datos son:

Observ. y X1 X2 X3 X4
1 100 14.3 15.0 12.2 48.0
2 388 191 29.4 26.0 152.2
3 755 54.6 58.0 24.2 469.7
4 1288 28.8 42.6 26.1 485.9
5 230 16.1 15.9 31.6 87.9
6 0 10.0 56.4 23.3 6.9
7 551 285 95.1 13.0 192.9
8 345 13.8 60.6 7.5 105.8
9 0 10.7 35.2 40.3 0.0
10 348 25.9 52.0 40.3 116.6

a) Calcular s?, Cp, PRESS y la suma de los residuales PRESS absolutos

para el modelo que considera las cuatro variables con la respuesta Y.
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b) Calcular s?, Cp, PRESS y la suma de residuales PRESS absolutos
para el modelo que contiene las variables X1, X2, X4 y la respuesta Y.
c) Compare lo apropiado de los modelos en los incisos anteriores para

la prediccion de la biomasa de peces.
11.2 Mostrar que R%red < R2. Donde R%yed = 1 - PRESS/ Y1, (Y; — V)2

11.3 En secciones anteriores se ha demostrado que la diagonal HAT
cumple la siguiente desigualdad. %S h;; < 1; para el modelo de regresion

lineal maltiple con un interceptor. Construir un conjunto de datos y su

correspondiente modelo en el cual las diagonales HAT sean todos 1.0.

11.4. Los datos de la siguiente tabla contienen informacion sobre la
Edad, Sexo (1 = hombre, 2 =femenino), indice de problemas de trabajo
(PT), el indice de problemas maritales (PM) y el indice de depresién
(ID) para una muestra de 40 pacientes de una clinica psiquiatrica. Para
cada sexo separadamente determine (usando un o = 0.10) el mejor
modelo de regresion que relacione a PT y a PM, controlando la Edad,
usando el siguiente procedimiento secuencial: Iniciar el modelo con
edad, (2) usar todas las regresiones posibles de las restantes dos
variables independientes, PT y PM, y (3) determinar si el término de
interaccién (PT x PM) se puede adicionar al modelo. Compare y discuta

los resultados obtenidos para cada sexo.
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No. Edad Sexo PT PM ID No. Edad Sexo PT PM ID
1 45 2 90 70 69 21 28 1 85 30 194
2 35 1 90 75 75 22 37 1 90 9 294
3 32 2 70 32 35 23 29 1 80 14 94
4 32 2 80 30 73 24 29 1 70 24 126
5 39 2 85 55 86 25 31 1 80 21 192
6 25 2 85 6 161 26 29 1 60 11 232
7 22 1 7 20 202 27 29 1 70 10 184
8 30 2 70 63 91 28 23 2 80 10 238
9 49 2 75 4 113 28 44 2 78 19 112

10 47 1 8 12 68 30 28 1 70 22 141
11 48 1 64 11 109 31 32 2 70 21 108
12 49 2 85 7 92 32 36 2 74 77 87
13 45 2 80 8 80 33 22 2 78 67 33
14 41 2 80 15 82 34 46 2 70 25 73
15 45 2 82 6 156 35 21 1 70 14 168
16 59 2 72 5 198 36 34 1 80 17 218
17 42 2 70 17 170 37 27 2 80 18 175
18 35 1 70 29 188 38 31 2 80 42 126
19 31 2 70 80 82 39 19 2 75 36 135
20 45 1 70 126 37 40 27 1 75 58 179

11.5. Para los datos del ejercicio 5.7 del capitulo 5, encontrar (usando
un o = 0.05) el mejor modelo de regresion que relacione la tasa de
homicidios Y con el tamafio de la poblacion X4, el porcentaje de familias

con ingresos menores a $ 5, 000.00 (X2) y la tasa de desempleo (Xs).
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Use: a). la eliminacion stepwise, b) la eliminacion backward y c) todas
las posibles regresiones.

11.6. Para los datos del ejercicio 11.4, definir el mejor modelo de
regresion usando; a) la eliminacion stepwise.

b) la eliminacién forward.

c) todas las posibles ecuaciones de regresion.

11.7. Los siguientes datos son de un estudio de la tasa de reforestacion
(Y), la tasa de crecimiento de la poblacion (X1) y el producto interno
bruto per cépita (X2) para 50 ciudades del pais.

a) Ajustar un modelo de regresion lineal de Y sobre X1y Xo.

b) Calcule los residuales y grafiquelos contra los valores predichos.

Comente sobre la necesidad de una transformacion.

POB PIB DEFOR POB PIB DEFOR POB PIB DEFOR
25.1 940 1.0 23.3 310 1.7 22.6 21220 0.90
285 310 2.6 226 670 0.0 26.8 820 0.10
28.1 570 0.20 33.8 660 24 28.8 1610 4.6
22.2 2240 0.40 199 260 0.20 26.0 1310 0.40
252 190 0.30 17.7 580 0.50 254 820 0.70
259 120 0.30 28.0 950 59 25.2 290 0.20
254 890 0.40 411 390 0.70 20.3 320 2.1
229 310 0.10 251 80 1.2 28.5 440 0.20
23.3 1460 1.70 315 490 2.2 25.1 280 0.40
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259 1180 1.0 279 320 1.2 210 790 2.4
263 1430 390 229 1890 1.2 285 340 0.70
104 710 010  26.8 2270 1.2 352 230 1.1
317 1350 2.3 276 150 0.80  29.6 4140  0.40
277 140 020 233 170 3.9 211 190 0.60
16.5 4000 010 345 920 2.7 29.4 190 0.20
324 360 090 333 860 4.0 330 640 1.2
29.1 1130 2.0 274 380 0.20
El analisis de los datos en SAS es.

Number of observations 50

The GLM Procedure

Dependent Variable: defor

Sum of
Source DF  Squares Mean Square FValue Pr>F
Model 2 5.77955898 2.88977949 1.67 0.1995
Error 47 81.39664102 1.73184343
Corrected
Total 49 87.17620000
R-Square Coeff Var Root MSE  defor Mean
0.066297 103.2963 1.315995 1.274000
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Source DF  TypelSS Mean Square FValue Pr>F

Crepo 1 5.77423081 5.77423081 3.33 0.0742
Priper 1 0.00532817 0.00532817 0.00 0.9560
Source DF  Typelll SS Mean Square FValue Pr>F
Crepo 1 5.71180270 5.71180270 3.30 0.0757
Priper 1 0.00532817 0.00532817 0.00 0.9560
Standard
Parameter Estimate Error tValue Pr>|t
Intercept -4771711046 0.99345450 -0.48 0.6332
Crepo 0.0661769738 0.03643969 1.82 0.0757
Priper 0.0000035016 0.00006313 0.06 0.9560

Empleando el procedimiento de eliminacion de variables stepwise,

tenemos.
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Model: MODEL1
Dependent Variable: defor
Stepwise Selection: Step 1
Variable crepo Entered: R-Square = 0.0662 and C(p) = -0.4112
Analysis of Variance

Sum of Mean
Source DF  Squares Square FValue Pr>F
Model 1 5.77423 5.77423 3.40 0.0712
Error 48 81.40197 1.69587
Corrected
Total 49 87.17620

Parameter  Standard
Variable  Estimate  Error TypelISS FValue Pr>F
Intercept -0.46542  0.96048 0.39821 0.23 0.6302
crepo 0.06590 0.03571 5.77423 3.40 0.071

Summary of Stepwise Selection

Variable Variable Number Partial Model
Step Entered Removed VarsIn R-Square R-Square C(p) F Value Pr>F
1 crepo 1 0.0662 0.0662 -0.4112 3.40 0.0712
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En este caso que el modelo no ajusta las variables debido al valor de los
R2 en ambas situaciones, es necesario analizar cada variable y hacer una

transformacion de acuerdo a sus unidades de medida.
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Capitulo 12
Disefios de superficies

de respuesta

12.1. Introduccion

La metodologia de superficie de respuesta (MSR) es, como su nombre
sugiere, una coleccion de herramientas para ajustar una superficie a un
conjunto de datos y determinar los niveles éptimos de los factores. De
esta manera la forma de la superficie se determina por el modelo que se
estd ajustando y los valores de la respuesta. Se puede hacer una
distincion entre la superficie ajustada y la superficie original, que por
lo general no coinciden, tal como el estimador de un parametro raras
veces es igual al valor de dicho parametro. Una superficie ajustada, es
en esencia una estimacion de la superficie verdadera, ya que si se repite
un experimento, la superficie ajustada difiere ligeramente de la primera
superficie ajustada.

Tipicamente es dificil ajustar un modelo de segundo orden
completo para determinar la combinacion 6ptima de niveles de factores;

esto es, el modelo con términos lineales y cuadraticos en cada factor y
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todas las interacciones de dos factores. Antes de hacer esto, es posible
ajustar un modelo de primer orden y utilizar el método de pendiente
ascendente o descendente para igualar a cero en una regién de operacion
optima y después usar un disefio para establecer un modelo de segundo
orden que caracterice la region de interés.

Entonces, la aproximacion estandar es usar un procedimiento de
tres estadios o pasos. El procedimiento se puede frustrar si se utiliza un
disefio de resolucion 111 (un disefio de desperdicio), en el primer paso,
en la presencia de interacciones significativas. Si se sospecha la
presencia de las interacciones, se puede usar un disefio de resolucion IV
en el primer paso ya que el subconjunto de factores incorrectos no esta
identificado en este paso. Otro posible impedimento, discutido por
Steinberg y Bursztyn (2001) y Cheng y Wu (2001), es que por lo
general no siempre es posible, o al menos préctico, conducir
experimentos secuenciales, aunque la necesidad de hacerlo ha sido
enfatizado por décadas por Box (1975), en particular. Un componente
clave de la metodologia de superficie de respuesta (MSR) es la
respuesta a disefios de superficie. Snee (1985) dio una lista de las
propiedades deseables para los disefios de superficie de respuesta, esta
lista aparecio primero en Box y Draper (1975) y finalmente en Box y
Draper (1987). Las 14 propiedades enlistadas son muy generales, sin
embargo, se aplican esencialmente a cualquier disefio experimental.

Uno de estos objetivos, “la construccion secuencial de disenos de alto
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orden a partir de disefios mas simples” se discute mas adelante. De
forma similar, Anderson y Whitcomb (2004) publicaron una lista, que
incluye propiedades generales que cualquier tipo de disefio
experimental debe poseer, ademas de algunas propiedades especificas,
tales como, “comportarse bien cuando los errores ocurren en los
conjuntos de factores (las X’s) y ser insensible para las observaciones
desordenadas (solitarias).

En este capitulo, se examinan disefios de superficie de
respuestas tradicionales y no tradicionales y se consideran los avances
que han ocurrido en los ultimos afios, para ubicarse lejos de los disefios
tradicionales y considerar otros tipos de disefios, especialmente el
disefio uniforme (UD, por sus siglas en inglés) que se discutira mas
adelante. Los disefios que se han usado tradicionalmente son los disefios
centrales compuestos, que permiten el ajuste de modelos de segundo
orden, por lo que se puede ver a los disefios de superficie de respuestas
como una extension de los disefios de experimentos conocidos. Se
puede también relacionar a un disefio central compuesto como un
alargamiento de un disefio factorial puesto que parte del disefio es un
factorial completo o fraccional.

Se puede considerar también una propuesta de Cheng y Wu
(2001) y otros, para ubicarse lejos de la manera tradicional en que los
disefios de superficie de respuesta han sido usados. Tipicamente, se ha

usado un disefio de dos niveles para identificar factores importantes,
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cuando estos factores son investigados en un disefio de superficie de
respuesta el investigador esta interesado por lo general en ajustar un
modelo de segundo orden y quizas también en determinar los puntos o
region de condiciones Optimas de operacion. Las aplicaciones
publicadas de la metodologia de superficie de respuesta se han realizado
en la industria quimica y de alimentos, aunque como lo establecid
Myers (1999), el interés por la MSR se ha dispersado a los campos
biolégico, biomédico y biofarmacéutico. Una muestra pequefia de
recientes publicaciones de aplicaciones son: Ghadge y Raheman (2006)
quienes usaron MSR para la optimizacion de un proceso en la
produccién de biodiesel; Moberg et al. (2005) usaron MSR en una
aplicacion de masa espectrométrica; Huang Lu et al. (2006) usaron
MSR en una aplicacion microbiolédgica para determinar los niveles
Optimos de cuatro agentes protectores y Kim y Akoh (2005) usaron
MSR para la modelacion de una acidosis lipasa catalizada en hexano.
Otra aplicacion fue la de Tuck et al. (1993) quienes aplicaron la MSR
en la industria militar.

Aunque existe un gran namero de aplicaciones de la MSR, no
existen muchos investigadores que trabajen en esta area y lo poco que
hacen es incipiente por su pequefio nimero. Esto esta relacionado a la
relativa escases de libros sobre la MSR, el primero de estos fue el de
Myers (1971) con la segunda edicion y ahora la tercera edicion de

Myers y Montgomery (2002). El trabajo original sobre MSR, fue dado
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por el articulo clasico de Box y Wilson (1951) y Box y Draper (1987)
que es otro libro bien conocido sobre la MSR. Més recientemente,
Khuri (2003) acot6 la aproximacion de la modelacidn contemporanea y

edicion de disefios en la MSR.

12.2. Experimentacion con superficie de respuesta: ¢Un disefio 0 méas de

uno?

Se puede asumir que existen 20 factores que estan relacionados a la
variable respuesta y se desea determinar la mejor combinacion de
niveles de los factores, que estan relacionados a la variable respuesta
para optimizar los valores de esta variable. EI primer paso, obviamente
serd determinar cudl de los 20 factores son realmente importantes.
Tipicamente esto serd realizado con algun tipo de disefio de desperdicio,
que tiene un nimero pequefio de corridas (combinaciones) relativas al
numero de factores y para el cual los efectos principales estan
confundidos con las interacciones de dos factores. De esta manera estos
disefios de desperdicio trabajan solamente si los efectos principales
disminuyen las interacciones, como sucede a menudo.

Si ciertas interacciones de dos factores, son significativas, se
puede falsamente identificar los efectos principales con los cuales estan

confundidos, que son significativos. La consecuencia de esto, es que
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también muchos factores pueden ser analizados en un disefio de
superficie de respuesta subsecuente, lo que resulta en un disefio
ineficiente. Claramente es mucho mejor, si los factores de desperdicio
y la superficie de respuesta ajustada y la optimizacion son realizadas
con un solo experimento, teniendo una alta probabilidad de identificar
los efectos reales con los factores de desperdicios. Tal estrategia ha sido
propuesta por Cheng y Wu (2001) y Bursztyn y Steinberg (2001), entre
otros. El uso de esta estrategia perpetta la proyeccion de un espacio
factor amplio a un espacio factor mas pequefio, denominado, el espacio
de factores que son importantes. Esto significa que el disefio usado con
factores de desperdicio, deben tener al menos tres niveles ya que el
disefio se proyectara a un espacio de factor méas pequefio del mismo
disefio.

Box y Wilson (1951) criticaron el uso de disefios 3% P, como
disefios de segundo orden, puntualizando que no existen disefios 3% ~P
utiles, por lo que se tiene que usar un 33. Ellos puntualizaron que un
disefio 3°~1 (81 combinaciones) es necesario para ajustar un modelo de
segundo orden con 21 parametros. Esto es, hay grados de libertad
disponibles para la estimacion de términos de alto orden que no se usan
y los 59 grados de libertad que estan disponibles para estimar la
varianza del error son méas que suficientes. Como puntualizaron Cheng
y Wu (2001) sobre la aseveracion de Box y Wilson que es necesario un

disefio 3* para ajustar un modelo de segundo orden, con cuatro factores
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y 15 parametros es incorrecto ya que seria acompafiado de cualquier
disefio 3v* 1. Al respecto, Cheng y Wu (2001) puntualizaron que los
argumentos de Box y Wilson para no usar este disefio se cumple solo
cuandok =3y k=5.

Ademas, Cheng y Wu (2001) puntualizaron que el argumento
del tamafio ineficiente de la corrida para los disefios 3P claramente no
cumple, cuando el disefio esta “haciendo doble trabajo” sirviendo como
un disefio de desperdicio y como un disefio para ajustar un modelo de
segundo orden. Por ejemplo, asumir que un disefio 3° 7 es usado y se
establece que hay cinco factores importantes. El disefio proyectado
debe tener el mismo niimero de puntos-disefio, tal como seria un 32,
Cheng y Wu (2001) dieron un ejemplo de un disefio 353, proyectado en
un disefio 3>2. Es necesario tener en mente que los disefios tales como
un 3197y 353 son disefios de resolucion 111, tal que si existen las
interacciones, la aproximacion sera indeterminada. Ademas, un disefio
352, tiene la misma resolucion, las interacciones no son estimadas, esto
es, los términos cuadraticos puros son ajustados y no los términos

cuadraticos mixtos.
No existe un disefio 3';"’ con 27 corridas (combinaciones) y

solo el disefio 3’§_pcon 81 corridas (combinaciones) es el disefio 3771,
que se puede usar.
Es necesario tener en mente que la idea de usar un solo disefio,

con al menos tres niveles, seria frustrante; si el disefio no cubre la region
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Optima y ademas la superficie ajustada que cubre es la misma que la
superficie verdadera. Esto seria un supuesto muy arriesgado. Cheng y
Wu (2001) usaron el término disefio elegible proyectado para designar
un disefio de segundo orden. Ya que el numero y la identidad de los
factores importantes son desconocidos antes de conducir el
experimento, por lo que es deseable usar un disefio que tiene un nimero

relativamente grande de disefios elegibles proyectados. Por ejemplo,
asumir que se examinan 12 factores. Por lo que existen ( 142) = 495

disefios proyectados en cuatro factores, pero no todos estos son disefios
elegibles.

En general, la idea de considerar un disefio 31 ? para hacer un
doble trabajo, no es muy préactico ya que el disefio tendria puntos sélo
para el disefio proyectado de resolucién V y todos los efectos de
segundo orden son estimados cuando el modelo de segundo orden se
ajusta para caracterizar la superficie de respuesta y establecer la
combinacién 6ptima de los niveles de los factores. Sin embargo, se
pueden hacer algunas comparaciones. Suponga que se tienen 10
factores que son analizados, de los cuales se sabe que cinco son
importantes, asi como ciertas interacciones entre los cinco factores. Se
usa un disefio 31276 y se proyecta a un disefio 351, asumiendo que se
han identificado correctamente los cinco factores mas importantes. Por

lo que se puede ajustar un modelo de segundo orden con estos cinco
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factores, con 81 corridas (combinaciones), asumiendo que el disefio
3571 cubre la region optima. Si un disefio 2327% con el nimero mas
bajo de puntos-disefio fuera usado, se tiene un disefio 23275, que se
proyecta en un disefio 2° para cualquiera de los cinco factores.
Convirtiendo esto en un disefio compuesto central que requiere 10
corridas mas, por los puntos axiales y se considera que 8 puntos
centrales se pueden usar para un total de 50 corridas (combinaciones),
por lo que se tiene 31 corridas (combinaciones) menos que con el disefio
de tres niveles. Entonces, el Ultimo no es competitivo con dos niveles,
la aproximacion de disefio en el primer paso.

De esta forma, ambas aproximaciones caen aparte si la region
Optima no es cubierta por el primer disefio, pero la aproximacién con el
disefio de dos niveles puede ser superior si se emplea el método de la
pendiente ascendente/descendente, ademas del uso de los dos disefios,
dado que la region en la cual el disefio de segundo orden fue usado debe
ser rechazada completamente sin mucha experimentacion junto con la
senda de pendiente ascendente/descendente. De esta manera, la region
Optima por lo general es desconocida y parece que no se cubre con un
disefio de dos niveles a menos que los niveles del factor se extiendan
practicamente a los limites de la region de operacion. Puesto que el
nimero de experimentos que son necesarios a través de una senda
ascendente/descendente considerada varian entre experimentos y son

desconocidos antes de emprender cualquier experimentacion y es casi
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imposible comparar la aproximacion de un disefio establecido, con la
aproximacion secuencial estandar.

Si la superficie de respuesta es compleja con picos y valles
multiples, puede ser dificil determinar condiciones de operacion
Optimas con cada aproximacion. Para tales superficies, un método de
experimentacién continua puede ser empleado tal como la Operacién
Evolutiva (EVOP), en la investigacion de la region 6ptima; entonces se
usa la aproximacion estandar de la Operacién Evolutiva (Box, 1957) o
cualquiera de las aproximaciones de disefio descritas aqui, para
determinar las condiciones Optimas de la region 6ptima que ha sido

punteada.

12.3. ¢ Cual disefio?

La cuestion de cuél disefio usar en MSR, fue promovido en la literatura
por Tang et al. (2004), quienes reportaron que los resultados teoricos
de Fang y Mukerjee (2000) mostraron que los éxitos de los disefios
factoriales en la exploracion de superficies de respuestas se debe al
hecho de que los disefios, cubren uniformemente los espacios-disefios,
mas que a las propiedades combinatorias u ortogonales de los mismos.
Al respecto Tang et al. (2004) describieron la aplicacion sucesiva de un

disefio uniforme, en el cual creyeron que tiene considerable potencia en
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ciertas situaciones relativas en disefios de superficie de respuesta
tradicionales.

En el mismo sentido de disefios alternativos, Hardin y Sloane
(1991) discutieron la generacion de calculos de los disefios de superficie
de respuesta para regiones esféricas. Establecieron que “los mejores
disefios tienen corridas (combinaciones) repetidas al centro y puntos
dispersos sobre toda la superficie de la esfera”. Similarmente, Cox y
Reid (2000) establecieron que cuando las relaciones entre la variable
respuesta y los factores es ligeramente no-lineal, “un disefio de espacio-
rellenado puede ser usado para explorar la naturaleza de la superficie
de respuesta”. Por otro lado, Mee (2004) recomendo el uso de disefios
D-6ptimos e 1-6ptimos a tres niveles, para regiones de disefio esféricos
que involucran tres o mas factores. Ademas, McDaniel y Ankenman
(2000) encontraron que una version de la MSR tradicional trabajo muy
bien cuando el objetivo es hacer pequefios cambios en los factores en
la investigacion de un maximo o un minimo. Asimismo, esto se puede
hacer cuando se usa la Operacion Evolutiva (EVOP) y se logran
condiciones Optimas (Box y Draper, 1969).

También se pueden usar otros disefios mas tradicionales de la
MSR, segun Giesbrecht y Gumpertz (2004), quienes establecieron en un
capitulo sobre los disefios de superficie de respuesta que “en la practica es
mas comun encontrar serias restricciones que limites para la investigacion

de regiones irregulares”. Esto es una evidencia que mueve afuera los
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disefios tradicionales de la MSR y usa cualquier disefio uniforme o disefios
completamente similares a los disefios uniformes en la region de
aceptabilidad u operatividad. Por lo que se revisan los disefios de superficie
de respuesta tradicionales y se retoma la discusion de los disefios

uniformes.

12.4. Disefios de superficie de respuesta clasicos versus alternativos

Con la tecnologia de coémputo actual, se puede facilmente ver gréficas
de datos en tres dimensiones. Por ejemplo, la Figura 12.1, es la grafica
de la superficie de dos factores usando los datos de Vasquez y Martin
(1998) cuyo objetivo fue “optimizar el crecimiento de la levadura
(Phaffia rhodozyma) en fermentacion continua, usando turba
hidrolisada como substrato”. Los dos factores en el experimento fueron:
la tasa de dilucion en los niveles de 0.13, 0.23 y 0.33 y PH en los niveles
de5,7y9.
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Figura 12.1. Gréfica de la superficie de los datos de VVazquez y Martin (1998).

Esta grafica fue construida utilizando la version 14 de MINITAB, con
los datos de un disefio 3> en donde los 9 puntos se conectaron con
segmentos de linea recta para formar la superficie. La necesidad de un
término cuadratico en cada factor es obvio, observando el pliegue en la
superficie de cada uno de estos., la interaccidén también se puede intuir
a partir del doblez en la superficie (ésta tendria que ser baja de color si
solo los efectos principales fueran importantes, la grafica sugiere que el
término lineal y cuadratico mas el término de interaccion explican toda
la variabilidad en Y, por lo que el modelo con estos términos tiene un
R? =0.9984).

La superficie de respuesta verdadera, no siempre es como la
mostrada en la Figura 12. 1 y es muy irregular con picos y valles. Se

tiene en mente que la superficie de la Figura 12.1 es obtenida
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conectando los puntos con segmentos de linea recta, lo que resulta
diferente de una superficie ajustada la cual se obtiene ajustando un
modelo a los datos; sin embargo, tal superficie es también aleatoria en
el sentido de que los coeficientes son sucesos de variables aleatorias.
Obviamente la Gnica manera de obtener una muy buena aproximacion
a la naturaleza de la superficie de respuesta entre los puntos extremos
del disefio es teniendo un numero de puntos muy grande de una fina
parrilla de esta region.

A menos que la experimentacion sea muy barata, como sucede
en muchos experimentos computacionales, el costo de obtener el
namero de puntos disefio necesario para una aproximacion cercana a la
superficie de respuesta es por lo general prohibitivo. La tarea es
aproximar la superficie de respuesta tan cercana como sea posible, de
acuerdo a los objetivos y hacerlo de una manera econémica, no es una
tarea facil.

Asumir que hay dos factores de interés y considere los arreglos

del disefio mostrados en las Figuras 12.2 ,12.3y 12.4.
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Figura 12.2. Un disefio 32. Figura 12.3. Disefio Central compuesto

para dos factores

En laFigura 12.2, se muestra el arreglo de un disefio 3 que us6 Vasquez
y Martin (1998). Aunque la region parece estar uniformemente cubierta,
una debilidad es que existe solamente un punto en el interior del disefio.
Este es un disefio pobre, especialmente si los valores de los factores en
las unidades originales se han seleccionado como valores extremos mas
gue como valores que estan dentro de los extremos. Con tales valores
extremos el punto-central puede ser el Unico punto-disefio que es
siempre un punto usado en la practica o en proximidad a puntos usados
en la préctica (de esta manera, aqui el término “punto central “es usado
para referirse al punto del disefio que esta en el centro del disefio, que
es diferente a los puntos centrales que son adicionados por decir a un
disefio 2K).

Para la Figura 12.3, el arreglo es de un disefio central
compuesto. Este disefio también tiene nueve Gnicos puntos disefio y no

difiere fuertemente del disefio 32. Como el disefio factorial 32, el disefio
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central compuesto tiene solamente un punto en el interior del mismo.
Este disefio puede ser generado por MNITAB, usando los valores por
default para los puntos axiales, que son los puntos proximos a los puntos
del disefio 22,

La Figura 12.4, es un Disefio Uniforme (UD) usando JMP (nota:
este disefio, el hipercubo latino y los disefios esféricos que son
mostrados en las Figuras 12.6 y 12.7 son disefios aleatorios, construidos
con JMP, este software se usa para construir los disefios, entonces los
disefios sucesivamente generados del mismo tipo y con los mismos

pardmetros de disefio, son diferentes).

1.0 .

Figura 12.4. Disefio uniforme para dos factores.

A diferencia de los primeros dos disefios, este tiene una configuracion

irregular, aunque existe mejor cobertura del disefio interior en
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comparacion a los dos primeros. Recordar que la superficie de la Figura
12.1 fue construida conectando con segmento de linea recta los nueve
puntos del disefio, por lo tanto, existen no linealidades muy serias en el
interior del disefio, entonces un UD proporcionaria una mejor
oportunidad para detectarlos, aungue es probable que se prefieran unos
puntos interiores méas. El disefio central compuesto de la Figura 12.3,
tiene 13 corridas experimentales ya que el punto central esta repetido
cinco veces. Entonces, un buen ejercicio consistira en comparar un UD
con 13 puntos con el disefio central compuesto.

La escala de los dos disefios es la misma para facilitar una buena

comparacion y obviamente ayuda si los disefios se muestran en una

misma gréfica. Puesto que el rango fue - v/2 a+/2 para cada factor en el
disefio central compuesto, este rango también fue usado para el UD. La
comparacion se puede observar en la Figura 12.5 y no existe
comparacion en términos de cobertura ya que un UD genera
esencialmente los mismos grados de cobertura de la periferia del
espacio del disefio, como lo hace un disefio central compuesto, pero
tiene mejor cobertura de la region interior que el disefio central
compuesto. Esto es debido, primeramente al hecho de que existen 13
puntos de disefio distintos para un UD y Unicamente nueve para el

disefio central compuesto.
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gura 12.5.Comparacién de un disefio central compuesto y un disefio uniforme.

Algunos usuarios del UD pueden omitir su uso por el desigual

espaciamiento de los puntos disefio y por el hecho de que no existe un

solo UD para un numero dado de factores y puntos disefio. Existen otros

tipos de disefios de espacios rellenados. La Figura 12.6 muestra la

comparacion del disefio esférico y el disefio central compuesto.
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Figura 12.6. Comparacion del disefio esférico y el disefio central compuesto.
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Finalmente, la Figura 12.7 muestra la comparacion de un disefio
hipercubo latino con el disefio central compuesto. Es posible de cada
una de las ultimas tres graficas, que un disefio de espacio-rellenado
provee mejor cobertura de la parte interior del espacio del disefio que
un disefio central compuesto. Existe un precio que se paga, aunque es
pequefio. Especialmente, los disefios de espacios-rellenados, no son
ortogonales para la estimacion de los efectos principales, aunque la falta

de ortogonalidad no es grande.
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Figura 12.7. Comparacion de un disefio hipercubo latino con un disefio central

compuesto.

Por ejemplo, la correlacion entre la columna de A y B para un disefio

hipercubo latino en particular que fue generado es — 0.066, 0.064, con
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el disefio esférico y de — 0.041 para el UD. La capacidad para detectar
no linealidades mas que equivalencias depende de la ortogonalidad. En
el espiritu de los disefios de espacios rellenados, el software Design-
Expert, puede generar disefios de superficies de respuesta, que
dispersan los puntos uniformemente sobre la region experimental. Estos
no son disefios aleatorios ya que solamente ciertos puntos son
generados aleatoriamente y los otros puntos tienen valores de

coordenadas fijos, de 0, 1y -1.

12.5. Propiedades deseables de los disefios de superficie de

respuesta

Hay muchas clases de disefios de experimentos en la literatura y hay
muchos criterios en los cuales se basan los disefios experimentales,
seguramente existen muchos paquetes de computo que generan disefios
optimos basados en criterios especiales de interés del investigador.

Sin embargo, es importante para el lector revisar un grupo de
propiedades que se toman en cuenta cuando se selecciona un disefio de

superficie de respuesta. Algunas de las caracteristicas importantes son:
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a) El modelo se ajusta muy bien a los datos.

b) Proporciona suficiente informacion que permite probar la
falta de ajuste.

c) Permite construir modelos secuenciales de mayor orden.

d) Proporciona un estimador del error experimental puro.

e) Es insensible (robusto) a la presencia de outliers (puntos
lejanos) en los datos.

f) Es robusto a errores de control de los niveles del disefio.

g) Es eficiente en costos.

h) Permite utilizar bloques al realizar el experimento.

i) Permite verificar el supuesto de homogeneidad de varianza.

j) Proporciona una buena distribucion de la Var $(x)/c>.

Por lo que se puede observar que no todas estas propiedades, son
requeridas en todas las experiencia con la MSR. Sin embargo, a muchas
de ellas se les debe dar la seriedad debida en cada ocasion en la que se
disefien experimentos. Muchas de las propiedades son auto-
explicativas. El punto (e) es importante si se espera la presencia de
outliers en los datos. Asimismo, el punto (j) es muy importante, por
mantener la estabilidad de la varianza de prediccion.

Hay varios propdsitos al inicio de la introduccion de la lista de
las 10 caracteristicas. De primordial importancia es un recordatorio al

lector de que el disefio de experimento no necesariamente es facil.
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Seguramente, pocos de los 10 puntos pueden ser importantes y todavia
el investigador no pone la atencion debida a la magnitud de su
importancia. Algunos puntos causan conflictos con otros. Como
resultado, hay abusos que siempre ocurren cuando se disefia un

experimento.

12.5.1. Region operativa, region de interés y adecuacia del modelo

Anteriormente se ha discutido la seleccion de rangos de las variables
disefio, lo que hace una introduccién de la region de interés en las
variables de disefio. Como se ha establecido, se asume que la funcion
verdadera que relaciona a y con las variables de disefio es desconocida.

En realidad,

E(y)=f(x,0) 1)

Y podemos establecer que en la region de interés, R(x), f tiene una
buena aproximacion con un polinomio de bajo orden. Esto de esta
manera, conduce a la nocion de funciones de respuesta de primer y
segundo orden. Son las aproximaciones (justificadas por una expansion
de una serie de Taylor de f) en la region definida R.

Es importante que el lector entienda que mientras que el disefio

experimental se pueda definir en R, la region R puede cambiar de
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experimento a experimento (por ejemplo; en un experimento de
pendiente ascendente). Sin embargo, existen regiones secundarias
denominadas “regiones de operacion”, O (x). Esta es la region en la cual
el equipo, sistema electronico, proceso quimico, drogas, entre otros
trabajan por lo que es tedricamente posible hacer el experimento y
observar valores de respuesta. En algunos casos los puntos del disefio
pueden ser tomados fuera de R (x). Obviamente si se toman datos muy
fuera de R(x) entonces la adecuacion de nuestra representacion de la
superficie de respuesta es cuestionada. A través de la forma de la region
de interés u operacién es importante para el lector entenderla ya que el
conocimiento de R(x) u O(x) en una situacion dada puede ser idealista.
La regién R cambia y a veces O(x) no es verdaderamente conocida,
hasta que se conoce el proceso.

La Figura 12.8 proporciona al lector una muestra pictérica de O
y R. En este caso con dos experimentos diferentes, tenemos R y R’
ambos son mejor definidos que O. La region R es la “mejor suposicion”
en donde se encuentra el dptimo. Es también la region en la cual
sentimos que y(x) es la mejor predictor o un buen estimador de f (x, 0).
Sin embargo, el usuario constantemente debe ser cuidadoso de la
adecuacia del modelo en casos en donde y(x) no sea una buena

aproximacion de f (x, 0).
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Qx)

Figura 12.8. Region de operacion y region de interés.
12.5.2. Disefios de experimentos para modelos de primer orden

Se puede considerar una situacion en la cual se conducen n corridas
experimentales en k variables disefio; X1, X2, X3, ..., Xk Y una sola

respuesta y. Se postula el siguiente modelo:

Vi = Po + PiXit + P2Xiz + ... + PuXik + & dondei=1,2,3, .., N

)

Como un resultado un modelo ajustado es dado por:

_’)’;i:BO+B1Xi1+ﬁA2Xi2+'-'+kaik (3)
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Los estimadores de los pardmetros Bi son calculados por el método de
minimos cuadrados. Obviamente, el criterio de varianza mas intuitivo
involucra la varianza de los coeficientes de regresion — esto es, Var (Bi),
donde i = 1, 2, 3, ... k. Se asume que cada variable de disefio esta
codificada en unidades de disefio y que los rangos de los niveles de
disefio son tales que x; € [-1, 1]. Este ingrediente clave en la seleccion

de un disefio que minimiza la varianza se le denomina ortogonalidad.

12.5.2.1. El disefio ortogonal de primer orden

Los términos; disefio ortogonal, arreglo ortogonal y plan de efectos
principales ortogonales recibieron una gran atencién en las décadas de
1950 y 1960. Un disefio ortogonal de primer orden es aquél que tiene
una matriz diagonal en el producto de X’X. La definicion anterior
implica que las columnas de la matriz X son mutuamente ortogonales.

En otras palabras si es:

X =[1, X1, X2, X3, ... X] 4)

Donde x; es la j-esima columna de X, cuando un disefio ortogonal de
primer orden es tal que x’iXj = 0 para toda 1 #j y de esta manera 1°xj =
0 paraj =1, 2, 3 ... k. Es claro que si dos columnas son ortogonales los

niveles de las dos variables correspondientes son linealmente
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independientes. La implicacion es que los papeles de las dos variables
son evaluados independientemente una de otra. Esto subraya las
virtudes de la ortogonalidad. En situaciones de primer orden, un disefio
ortogonal en que los rangos de estas variables son tomados como base
de resultados extremos para minimizar la Var (Bi) por observacion.

Para el modelo de primer orden y una muestra n fija, si x; € [-1,
1] paraj =1, 2, 3 ... k, entonces la Var (Bi /%) parai=1,2, 3 .. kes
minimizada si el disefio es ortogonal y todos los niveles de x; en el
disefioson+ 1 parai=1,2,3, ... k.

Entonces los elementos de la diagonal de (X’X)? son
minimizados [recordar que la Var (B) = 6%(X’X) 1] haciendo ceros la
diagonal principal de X"X y forzando las diagonales de XX para que
sean lo mas grande posible. La nocion de independencia lineal y los
niveles de las variables al extremo = 1 como un grupo de condiciones

deseables por lo general son intuitivos para el lector.

Ejemplo 12.1 Los planes factoriales de dos niveles y fracciones de
resolucion > III, en realidad minimizan la varianza de todos los
coeficientes basicos por observacién. Considere la fraccion de un
factorial 2* (resolucion 1V) con una relacion definida ABCD = I,

entonces la matriz X esta dada por:
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X1 X2 X3 X4\ (5)

K—\HHHHHB
B
1
N
'
N
-

De la que se puede determinar que X’ X=8 Is y (X’X)* = % Is. Evaluando

esto, se puede decir que ningun otro disefio con 8 corridas
(combinaciones) experimentales puede generar una varianza mas
pequefia que 62/8. Es comprensible para el lector que un factorial 2*
completo tenga una varianza de 6°/16 para todos los coeficientes. En
otras palabras si el tamafio del disefio es doble la varianza de los
coeficientes es la mitad de lanormal. Sin embargo, ambos se consideran

disefios Gptimos sobre una base por observacion.

Ejemplo 12.2. Suponga una situacion en la cual se consideran tres

variables de disefio y el investigador desea usar 8 corridas experimen-

.y, . . -z 1 -z
tales pero también desea repetir el disefio. Una fraccion de > (resolucion
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I11) es usada con cada uno de los puntos del disefio repetido. La matriz

X para el disefio considerando la relacion ABC = | es:

/ X1 X2 X3 \ (6)
1

N T L
1
H
(BN
1
(BN

\1 1 1 1)

Se puede observar que las columnas son ortogonales y todos los niveles
estina+ 1.

Entonces el disefio es de “varianza 6ptima” para el modelo:
9 = Bo+ Bxa+ Paxe + Paxs (7
Todos los coeficientes en el modelo anterior son de varianza minima

sobre todos los disefios con tamafio de muestra n = 8. En realidad la

matriz de varianza- covarianza esta dada por:
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Var f == s (8)

Es interesante observar que para la situacion descrita en el ejemplo
anterior, un factorial 2 resulta con la misma matriz de varianza-
covarianzas. Aunque los dos disefios son diferentes desde el punto de

vista de varianza, son equivalentes para un modelo de primer orden con
. o~ . 1 .z
tres variables de disefio. Obviamente en el caso de una 5 fraccion no se

tienen grados de libertad para la falta de ajuste, mientras que el factorial

23, posee cuatro grados de libertad para la falta de ajuste que son
. 1 ..
atribuibles a X1X2, X1X3, X2X3 Y X1X2x3. Por el otro lado, la > fraccion

repetida permite cuatro grados de libertad para el error de repeticion
(error puro) y de esta manera, el 23 completo no posee grados de libertad
para el error de repeticion. Como se puede ver los dos disefios
ortogonales son de varianzas equivalentes por lo que se pueden usar en
circunstancias diferentes.

Es claro para el lector que el uso de factoriales de dos niveles o
fracciones para un modelo de primer orden, la ortogonalidad se obtiene
con disefios de resolucion I11. En el caso de resolucidn 111, las columnas
Xi en la matriz X seran alias con las columnas Xxjxx. Sin embargo,
ninguna columna x; sera alias con ninguna columna x;. En el caso de
factoriales 2% o fracciones regulares; cualesquiera dos columnas en la

matriz X que no son alias, son verdaderamente ortogonales.
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La nocion de ortogonalidad y su relacion con disefios de
resolucion, sugieren que la varianza de los disefios Optimos esta
disponible si el modelo de respuesta ajustado contiene términos de

primer orden y uno 0 mas términos de interaccion.

12.5.2.2. Método de pendiente ascendente y/o descendente

Este método, propuesto por Box y Wilson (1951), es usado para tratar
de identificar la region, tan exactamente definida como sea posible, que
contiene las condiciones Optimas de operacion. La metodologia para
establecer una “senda con pendiente ascendente o descendente” ha
estado disponible por décadas, pero con las capacidades modernas de
coémputo no es necesario pensar en construir literalmente la senda. Un
ejemplo simple para ilustrar la idea basica.

Considerar que existen dos factores de interés y por motivos de
ilustracion, se presume que la relacion entre ellos y la variable respuesta
Y =2+ 0.40Xz + 0.30X2, y los dos niveles restringidos estan en el rango
(- 1, 1) como en un disefio de dos niveles. Por lo que se logra que la
variable respuesta sea maximizada. ¢(Cudl es la senda de pendiente
ascendente cuando la combinacion de los niveles de factor es (0, 0)?

Observandolo intuitivamente, parece que la senda esta en el
cuadrante en donde X1 y X2 son positivos. Lo que no puede ser obvio,

es la relacion entre X1 y X2 a través de la senda. Ya que el coeficiente
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de X1 es més grande que el coeficiente de Xz, por lo que el cambio en
X2 seré expresado en términos del cambio en X; y serd una funcion de
la relacion entre los coeficientes.

Esta relacion puede ser facilmente determinada si se piensa en
incrementos iguales en Y, iniciando con Y = 2, ya que es el valor de Y
cuando (X1, X2) = (0, 0). Se puede pensar en incrementos de 1.0 para Y,
recordando que Y no puede exceder el valor de 2.7 dadas las
restricciones de X1 y Xa.

Si fijamos el incremento de X1, AX3, en 0.1, podemos resolver
para AX», determinando la direccion de la pendiente ascendente, que es
simplemente A (0.4, 0.3) obtenido de los coeficientes de la ecuacion

establecida, también se puede obtener usando célculos directos. Esto es,
AX1=0.1, AXz = > AX1 = 0.075.

Otra manera de ver esto es reconocer que para un valor dado de
Y tal como Y = 2, la pendiente de la linea cuando X; se define como una
funcion de X1 es — 1.33. La pendiente de una linea perpendicular para
esta linea es el reciproco negativo de esta pendiente, que da 0.75. Un
cambio en X de 0.1 resultara en un cambio en Xz de 0.075.

La linea de la pendiente asciende, si las escalas son las mismas,
entonces seran perpendicular a la linea de la Figura 9. Obviamente el
maximo ocurre en el punto (1, 1) y no es necesario el método de

pendiente ascendente para decir que esto solo es un ejemplo.
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Box y Draper (1987) presentaron un método para determinar si
la senda de pendiente ascendente es determinada precisamente lo
suficiente. El método involucra la construccion de un cono de confianza

cerca de la direccion de la pendiente ascendente o descendente.

Lineas de respuesta constantes (Y=2y Y =2.1)

1.0 -
-+
-
051 L Y=2
X 2 - ++ +Y =21
0.0 - T
o,
-5 N +
= —+

- +

ST ©

T
05 025 g0 g5 050 0.75 X1

Figura 12.9. Lineas de respuestas constantes para el ejemplo.

El cono esta dado por la desigualdad,

=z, biXi)z

Z{(=1Xlz S(ki 1) SgFa’kilrnip (9)

iz bf -

Donde los bi denotan los coeficientes de los k (lineales) términos del
modelo y S? denota la varianza comdn de los coeficientes. Cualquier

punto con coordenadas (X1, X2, ..., Xk) que satisfacen esta desigualdad,
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estan en la region de confianza, dado que Y%, b;X; i> 0 para pendiente
ascendente y Y, b;X;i< 0 para pendiente descendente. Box y Draper
(1987) dieron una medida como buena de una direccion de
investigacion que es por la fraccion de direcciones que son excluidas.
De esta manera se desea que la fraccién esté lo méas cercana a 1 como
sea posible. La cercania de la fraccion es a 1, la méas grande confianza
en la direccion que es usada. De esta manera se puede ver esto en alta
dimensién, pero Myers y Montgomery (1995) aplicaron la metodologia
de Box y Draper (1987) para un ejemplo con k = 2 para calcular la
fraccion mientras que Sztendur y Diamond (2002) extendieron la
aproximacion de Box y Draper para ocultar varianzas heterogéneas,
disefios no-lineales y modelos lineales generalizados. Usaron efectos
condicionales para llegar a la senda de pendiente ascendente.

Si la trayectoria esta bien definida, obviamente dependera de la
magnitud del error estandar de los coeficientes de factor, que por lo
general seran desconocidos. El valor de R? también puede ser usado
como un indicador general ya que un valor bajo de R? para el modelo
ajustado no provee ninguna confianza de que la direccion ha sido bien
determinada y valores de R? bajos a moderados por lo general
corresponden a un cono de confianza relativamente amplio.

Una de las criticas del método de la pendiente ascendente es que
la direccion es de escala dependiente. Considere el ejemplo; si X; esta

en pulgadas y es dividido entre 12 para convertirlo a pies, el nuevo
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coeficiente seré de 0.40 x 12 = 4.8 y resulta una direccion diferente ya
que ésta se encuentra determinada por la relacion entre los coeficientes
del modelo.

Esto ha motivado recientes trabajos de métodos de escala-
independiente para pendiente ascendente/descendente de acuerdo a
Kleijnen, et al (2004). Mientras del Castillo discutio reglas de escalas
para el método de pendiente ascendente y sugirié que la experimen-
tacion se detiene cuando los valores de la funcion objetivo seleccionada
(que puede ser R?) es inferior que el valor anterior. Entonces, la
experimentacion se puede detener cuando R? muestra una disminucion.
Esto indica que un modelo de primer orden no es completamente ade-
cuado para la region que ha sido admitida y es necesario un modelo de
segundo orden para representar la experimentacion. De esta manera se
desea ver el incremento o disminucion de la respuesta promedio a través
de la senda, el cual depende de la basqueda de un maximo y un minimo.

Por lo que se tienen dos situaciones: la necesidad de orientarse
aun modelo de segundo orden y una indicacion de que se esta siguiendo
la senda derecha (al menos una buena senda). Nicolai et al (2004)
sugirieron usar una simple prueba-t en la respuesta de experimentos
sucesivos para determinar si los movimientos en las respuestas
promedios estan en la direccion deseada.

De esta forma, si el método de la pendiente ascendente es usado

0 no como parte de la aproximacion estandar de tres pasos, depende de
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que la identificacion de los factores importantes y el ajuste del modelo
sean aplicadas con el mismo disefio. Esto dependera de varios factores
incluyendo los costos de correr experimentos multiples y lo practico de
hacerlo si los investigadores creen o no conocer la region de respuesta

Optima.

12.6. Disefios para ajustar modelos de segundo orden

Antes de abordar el amplio tema de disefios experimentales para
modelos de segundo orden, se revisa para el lector algunos
requerimientos minimos de disefio y la filosofia de MSR que motiva
uno o dos de la clase de disefio que se presentan en detalle. Variables
screening es una de las fases esenciales de la MSR que ha sido
presentada en secciones anteriores. Aqui los disefios factoriales de dos
niveles y las fracciones, juegan un papel importante. Cualquier
movimiento secuencial que sea necesario es acompafiado con un disefio
de primer orden. De esta manera, pueden ser ejemplos donde region-
deseada via pendiente ascendente (descendente) y/o las variables
screening no se requieren. Sin embargo, la posibilidad de cada uno sera
incluida en el plan secuencial total. En algunos puntos los
investigadores estan interesados en ajustar una superficie de respuesta

de segundo orden en las variables disefio; X1, X2, X3, . . ., Xk. Este analisis
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de superficie de respuesta puede involucrar la optimizacion de
procesos. Se puede conducir mas movimientos secuenciales con el uso
del analisis canonico o ridge (cordillera). Pero, a pesar de la forma del
analisis, el propdsito del disefio experimental es que permite al usuario

ajustar un modelo de segundo orden como:
y = Bo+ Xieq Bix; + Xizy Biix? + Xf IX Bipxix; + £(10)

Este modelo contiene 1 + 2k + k (k — 1)/2 pardmetros. Este es por lo
menos el nimero de puntos de distintos disefios y al menos tres niveles
de cada variable. Estos representan las condiciones minimas pero se
deben de tomar en cuenta las 10 caracteristicas enlistadas al inicio del
punto (1). En las siguientes secciones se discutird la importancia de las
propiedades de disefio para los modelos de segundo orden y clases
especificas de disefios de segundo orden. Asimismo, se puede recordar
que en los disefios de primer orden la propiedad dominante es la
ortogonalidad. En el caso de disefios de segundo orden la ortogonalidad
deja de ser tan importante asi como la estimacion de los coeficientes,
mientras se torna importante la varianza de prediccion escalada N Var
y1s2. Esto viene del hecho de que a menudo existe menos relacion con
las variables que estan en el modelo y se enfatiza sobre la calidad de y

(x) como una prediccion 0 mas como un estimador para E [y (x)]. De
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esta manera se puede pensar formalmente en la clase de disefios

centrales compuestos.

12.6.1. Los disefios centrales compuestos

Las clases de disefios centrales compuestos (DCC) fueron comentados
anteriormente de manera informal. EI DCC es sin lugar a dudas la clase
mas popular de los disefios de segundo orden y fue introducido por Box
y Wilson (1951). Mucha de la motivacion de los DCC se desarrolla de
su uso en la experimentacion secuencial. Involucra el uso de disefios
factoriales de dos niveles o fracciones (de resolucion V) combinado con
los siguientes 2k puntos axiales o estrellas.

El disefio involucra, F, puntos factoriales, 2k puntos axiales y nc
puntos centrales. La naturaleza secuencial del disefio es muy obvia. Los
puntos factoriales representan un disefio de varianza Gptima para un
modelo de primer orden o un tipo de modelo de primer orden + las

interacciones de dos factores. Esto es:
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X1 X2 Xk (11)

-0 0 0
a 0 0
0 -o 0
0 a 0
0 0 -al
0 0 o

Las corridas centrales (puntos centrales) proporcionan informacion
acerca de la existencia de curvatura en el sistema. Si se encuentra la
curvatura en el sistema la adicion de puntos axiales permite la
estimacion eficiente del término cuadréatico puro.

Mientras la génesis de este disefio se derivd de la
experimentacién secuencial, el DCC es un disefio muy eficiente en
situaciones para un paquete de experimentos de superficie de respuesta
no secuenciales. En efecto los tres componentes del disefio juegan un

papel importante y algunas veces diferentes.

1) Las fracciones de resolucién V contribuyen en una mejor
manera en la estimacion de términos lineales e interacciones

de dos factores. La varianza es Optima para estos términos.
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Los puntos factoriales son los que contribuyen a la
estimacion de los términos de la interaccion.

2) Los puntos axiales contribuyen en gran manera a la
estimacion de términos cuadraticos. Sin los puntos axiales,
solamente se pueden estimar la suma de los términos
cuadraticos Y¥_, Bii. Los puntos axiales no contribuyen a la
estimacion de los términos de interaccion.

3) Las corridas centrales (puntos centrales) proveen una
estimacion del error (error puro) interno y contribuyen en la

estimacion de términos cuadraticos.

Las areas de flexibilidad en el uso de disefios centrales compuestos
reside en la seleccion de a, la distancia axial y nc el nimero de corridas
centrales. La seleccion de estos dos parametros es muy importante. La
seleccion o depende de la gran extension de la region de operacion y la
region de interés. La seleccion de nc por lo general tiene un impacto en
la distribucion de N Var $/s?, en la region de interés. Las Figuras 12.10
y 12.11 muestran los DCC para k =2 y k = 3. Para el caso de k =2, el
valor de o, la distancia axial es V2. Para el caso de k = 3, el valor de o
es v/3. Note que para k = 3, los puntos axiales van a través de las seis
caras a una distancia de /3 del origen. Note que para k = 2 el disefio
representa ocho puntos igualmente espaciados en un circulo, mas las

corridas centrales (puntos centrales). Para k = 3, el disefio representa 14
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puntos sobre una esfera comdn, mas las corridas centrales (puntos

centrales)
(v2,0)
11 ¥ (1,1)

. : w2
|
|

(0,v2) +------- - - (0,V2)
0,0 x1
:
1, -1) H (1)
(-v2,0)

cuandok =2y a=+/2

Figura 12.10. Disefio central compuesto.

Los valores de la distancia axial generalmente varian de 1.0 a vk, la
asignacién de todos los puntos axiales en la cara del cubo o hipercubo,
obteniéndose que todos los puntos estan en una esfera comudn. Hay
veces que dos 0 més corridas centrales son necesarias y cuando una o
dos son suficientes. Se discute la seleccion de o y nc con un ejemplo

numeérico de uso de un DCC.
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R -_——_—t——t--—=

p—

Figura 12.11. Disefio central compuesto parak =3 y a =+/3 .

Ejemplo 12.3. Se condujo un experimento para estudiar la superficie de
respuesta relacionada con la resistencia a la rotura del embalaje en
gr/pulg?, con la temperatura (x1), temperatura de enfriamiento(xz) y el
porcentaje del polietileno aditivo (x3). La definicion del disefio fue:

_ °F-255 _ °F-55

X1=—3 X2=—3

_ % polietilieno—1.1
0.60

Se establecieron cinco niveles de cada factor en el disefio. Los niveles

naturales y codificados son los siguientes:
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Factores -1.682 -1.000 0.000 1.000 1.682

X1 204.5 225 255 285 305.5
X2 39.9 46 55 64 70.1
X3 0.09 0.50 1.1 1.7 2.11

Los datos con los valores de los factores codificados son:

X1 X2 X3 y
-1 -1 -1 6.6
1 -1 -1 6.9
-1 1 -1 7.9
1 1 -1 6.1
-1 -1 1 9.2
1 -1 1 6.8
-1 1 1 10.4
1 1 1 7.3
-1.682 0 0 9.8
1.682 0 0 5.0
0 -1.682 0 6.9
0 1.682 0 6.3
0 0 -1.682 4.0
0 0 1.682 8.6
0 0 0 10.1
0 0 0 9.9
0 0 0 12.2
0 0 0 9.7
0 0 0 9.7
0 0 0 9.6

Note que k=3, el DCC contiene un o = 1.682 y una n¢ = 6 corridas centrales.

Para su andlisis usamos el software SAS.
data proceso;

input tie tem catal acti;
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-1 -1 -1 6.6

1 -1 -1 6.9
-1 1 -1 7.9
1 1 -1 6.1
-1 -1 1 9.2
1 -1 1 6.8
-1 1 1 10.4
1 1 1 7.3
-1.682 0 0 9.8
1.682 0 0 5.0
0 -1.682 0 6.9
0 1.682 0 6.3
0 0 -1.682 4.0
0 0 1.682 8.6
0 0 0 10.1
0 0 0 9.9
0 0 0 12.2
0 0 0 9.7
0 0 0 9.7
0 0 0 9.6
run;

proc sort;

by tie tem catal acti;

run;

proc rsreg data=proceso out=proceso;
model acti = tie tem catal/lackfit residual;
ridge max;

run;
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proc rsreg data=proceso out=superl;
model acti= tie tem catal/actual lackfit residual predict press;

ridge radius=0 to 20 by 1 maximun minimum;

run;
Los resultados son.
The RSREG Procedure

Coding Coefficients for the Independent Variables
Factor Subtracted off Divided by
Tie 0 1.682000
Tem 0 1.682000
Catal 0 1.682000

Response Surface for Variable acti

Response Mean 8.150000
Root MSE 1.089003
R-Square 0.8557

Coefficient of Variation 13.3620

412



Type |

Sum
Regression DF of Squares R-Square  F Value Pr>F
Linear 3 30.961289 0.3768 8.70 0.0039
Quadratic 3 36.189446 0.4404 10.17 0.0022
Crossproduct 3 3.160000 0.0385 0.89 0.4801
Total Model 9 70.310735 0.8557 6.59 0.0034
Sum of Mean
Residual DF Squares Square F Value Pr>F
Lack of Fit 5 6.899265 1.379853 1.39 0.3630
Pure Error 5 4.960000 0.992000
Total Error 10 11.859265 1.185926

Este analisis de varianza presenta cinco grados de libertad para la falta
de ajuste, representando la contribucion del término cuadratico. La

prueba de F para la falta de ajuste no es significativa
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Parameter
Intercept
tie

tem

catal
tie*tie
tem*tie
tem*tem
catal*tie
catal*tem

catal*catal

DF Estimate

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

10.164923
-1.103626
0.087185
1.020424
-0.759633
-0.350000
-1.042406
-0.500000
0.150000
-1.148446

Standard
Error

0.444151
0.294667
0.294667
0.294667
0.286812
0.385021
0.286812
0.385021
0.385021
0.286812

tValue Pr>|t|
22.89 <.0001
-3.75 0.0038
030 0.7734
3.46  0.0061
-2.65 0.0244
-0.91  0.3847
-3.63  0.0046
-1.30 0.2232
0.39  0.7050
-4.00 0.0025

Parameter
Estimate
from Coded
Data
10.164923
-1.856299
0.146646
1.716353
-2.149097
-0.990193
-2.949097
-1.414562
0.424369
-3.249097

La estimacion por minimos cuadrados nos da la funcién de superficie

de respuesta de segundo orden.

y = 10.165 — 1.1036x; + 0.0871x, + 1.0120x3 — 0.760x3%; —
1.042x%, — 1.148x% — 0.350x1X2 — 0.500x1x3 + 0.150X2X3
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The RSREG Procedure

Sum of Mean
Factor DF Squares Square F Value
Tie 4 27.934611 6.983653 5.89
Tem 4 16.929052 4.232263 3.57
Catal 4 35.416312 8.854078 7.47

The RSREG Procedure

Pr>F

0.0106
0.0467
0.0047

Canonical Analysis of Response Surface Based on Coded Data

Critical Value
Factor Coded Uncoded
Tie -0.600860 -1.010647
Tem 0.154878 0.260505
Catal 0.405041 0.681278

Predicted value at stationary point: 11.081564

Este punto se calcula de acuerdo a la siguiente expresion.

-1.011
Xs=-Y% Bp=| 0.260
0.681

415



Lo cual sustituyéndolo en la ecuacion de segundo orden nos da: y (Xs)
=11.08
Eigenvectors
Eigenvalues tie tem catal
-1.590113  0.837364 -0.368155  -0.404084
-3.160626  0.305117 0.928117 -0.213313
-3.596551  0.453569 0.055328 0.889502

Stationary point is a maximum.

The RSREG Procedure
Estimated Ridge of Maximum Response for Variable acti

Coded Estimated Standard Uncoded Factor Values
Radius Response Error tie tem catal
0.0 10.164923 0.444151 0 0 0

0.1 10.399535 0.442699  -0.126974 0.015213 0.109258
0.2 10.597963 0.439213  -0.259379 0.039688 0.210506
0.3 10.761424 0.436369  -0.395151 0.071247 0.305616
0.4 10.890745 0.438707  -0.533026 0.108215 0.396021
05 10.986501 0.452302  -0.672231 0.149344 0.482787
0.6 11.049096 0.483602  -0.812286 0.193715 0.566701
0.7 11.078824 0.537622  -0.952891 0.240647 0.648351
0.8 11.075899 0.616726  -1.093851 0.289629 0.728179
0.9 11.040482 0.720877  -1.235042 0.340276 0.806520
1.0 10.972698 0.848770  -1.376381 0.392288 0.883635
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Coding Coefficients for the Independent Variables

Factor Subtracted off Divided by
Tie 0 1.682000
Tem 0 1.682000
catal 0 1.682000

Response Surface for Variable acti

Response Mean 8.150000
Root MSE 1.089003
R-Square 0.8557
Coefficient of Variation 13.3620

Sum of Squared Residuals 11.859264833

Predicted Residual SS (PRESS) 59.746491516

Type |
Sum
Regression DF of Squares R-Square FValue Pr>F
Linear 3 30.961289 0.3768 8.70 0.0039
Quadratic 3 36.189446 0.4404 10.17 0.0022
Crossproduct 3 3.160000 0.0385 0.89 0.4801
Total Model 9 70.310735 0.8557 6.59 0.0034
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Residual
Lack of Fit
Pure Error

Total Error

Parameter
Intercept
Tie

tem

catal
tie*tie
tem*tie
tem*tem
catal*tie
catal*tem

catal*catal

Factor
Tie
Tem
Catal

DF

10

)
A

N e = = = T T =

DF

Sum of
Squares
6.899265
4.960000
11.859265

Estimate
10.164923
-1.103626
0.087185
1.020424
-0.759633
-0.350000
-1.042406
-0.500000
0.150000
-1.148446

Sum of
Squares
27.934611
16.929052
35.416312

Mean
Square
1.379853
0.992000
1.185926

Standard

Error t Value
0.444151 22.89
0.294667  -3.75
0.294667 0.30
0.294667 3.46
0.286812  -2.65
0.385021  -0.91
0.286812  -3.63
0.385021 -1.30
0.385021 0.39
0.286812 -4.00

Mean
Square
6.983653
4.232263
8.854078
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F Value
1.39

Pr>|t|
<.0001
0.0038
0.7734
0.0061
0.0244
0.3847
0.0046
0.2232
0.7050
0.0025

F Value
5.89
3.57
7.47

Pr>F
0.3630

Parameter

Estimate

from Coded

Data
10.164923
-1.856299
0.146646
1.716353
-2.149097
-0.990193
-2.949097
-1.414562
0.424369
-3.249097

Pr>F

0.0106
0.0467
0.0047



Canonical Analysis of Response Surface Based on Coded Data

Critical Value
Factor Coded Uncoded
Tie -0.600860  -1.010647
Tem 0.154878 0.260505
Catal 0.405041 0.681278

Predicted value at stationary point: 11.081564

Eigenvectors
Eigenvalues tie tem catal
-1.590113  0.837364 -0.368155  -0.404084
-3.160626  0.305117 0.928117 -0.213313
-3.596551  0.453569 0.055328 0.889502
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Stationary point is a maximum.
The RSREG Procedure
Estimated Ridge of Minimum Response for Variable acti

Coded Estimated Standard Uncoded Factor Values

Radius Response Error tie tem catal

0 10.164923 0.444151 0 0 0

1.000000 5.133441 0.848713 0.306666 0.337630 -1.618977
2.000000 -6.469373 3.192262 -0.325797 0.498917 -3.310806
3.000000 -25.192266 7.232741 -1.055178 0.514737 -4.907521
4.000000 -51.086599 12.907182 -1.803961 0.482027 -6.463695
5.000000 -84.164565 20.207727 -2.559349 0.427479 -7.999693
6.000000 -124.430621 29.132469 -3.317671 0.361196 -9.524235
7.000000 -171.886795 39.680761 -4.077524 0.287858 -11.041649
8.000000 -226.534147 51.852332 -4.838266 0.209943 -12.554324
9.000000 -288.373286 65.647054 -5.599565 0.128883 -14.063687
10.000000  -357.404593 81.064860 -6.361235 0.045570 -15.570646
11.000000  -433.628309 98.105713 -7.123162  -0.039415 -17.075802
12.000000  -517.044600 116.769587 -7.885276  -0.125675 -18.579572
13.000000  -607.653584 137.056470 -8.647528  -0.212928 -20.082253
14.000000  -705.455345 158.966352 -9.409886  -0.300972 -21.584063
15.000000  -810.449946 182.499226 -10.172326  -0.389655 -23.085165
16.000000  -922.637434 207.655088 -10.934831  -0.478862 -24.585685
17.000000  -1042.017846  234.433934 -11.697388 -0.568505 -26.085719
18.000000  -1168.591210  262.835762 -12.459989 -0.658512 -27.585344
19.000000  -1302.357527  292.860565 -13.222625 -0.748830 -29.084621
20.000000  -1443.316865  324.508354 -13.985290 -0.839412 -30.583601
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Estimated Ridge of Maximum Response for Variable acti

Coded
Radius

0
1.000000
2.000000
3.000000
4.000000
5.000000
6.000000
7.000000
8.000000
9.000000
10.000000
11.000000
12.000000
13.000000
14.000000
15.000000
16.000000
17.000000
18.000000
19.000000
20.000000

Estimated
Response
10.164923
10.972698
8.528616
2.891029
-5.931517
-17.936514
-33.122962
-51.490380
-73.038511
-97.767204
-125.676365
-156.765931
-191.035856
-228.486119
-269.116691
-312.927559
-359.918709
-410.090131
-463.441818
-519.973765
-579.685966

Standard
Error
0.444151 0
0.848770
3.192558
7.233331
12.908111
20.209040
29.134211
39.682979
51.855072
65.650364
81.068786
98.110302
116.774885
137.062526
158.973213
182.506939
207.663701
234.443494
262.846316
292.872167
324.521043

Uncoded Factor Values

tie

0
-1.376381
-2.791280
-4.204643
-5.616449
-7.027282
-8.437498
-9.847305
-11.256829
-12.666148
-14.075316
-15.484369
-16.893332
-18.302223
-19.711057
-21.119844
-22.528592
-23.937307
-25.345994
-26.754658
-28.163301
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tem

0
0.392288
0.953665
1.546846
2.151260
2.760927
3.373475
3.987772
4603211
5.219437
5.836228
6.453439
7.070970
7.688751
8.306730
8.924870
9.543142
10.161523
10.779995
11.398546
12.017162

catal

0.883635
1.617336
2.321715
3.015553
3.704414
4.390530
5.074971
5.758315
6.440901
7.122942
7.804578
8.485905
9.166989
9.847881
10.528617
11.209226
11.889728
12.570142
13.250479
13.930752



Los eigenvalores de la matriz B son:

M =-0.562; A2=-1271 y A3=-1117

por lo que la funcién en forma canonica es;
$ =11.08 - 0.562w? — 1.271wz — 1.117w?

Entonces se concluye que el punto estacionario es una media maxima
estimada de la fuerza a la ruptura del embalaje.

Por lo general se tiene que oo = VF donde F es el nimero de
puntos del factorial (F = 2 si es un factorial completo). Es importante
notar que la rotabilidad es obtenida simplemente usando a, no obstante
del nimero de corridas centrales. En la Tabla 1 se dan valores de o de
un disefio rotable para varios valores del nUmero de variables de disefio.
Note que para k =2 y k = 4 el DCC contiene 8 y 24 puntos (aparte de
las corridas centrales) respectivamente, que son equidistantes del centro
del diseno. Para k= 3, el a = 1.682 corresponde al DCC usado en el
ejemplo anterior. Parak =2, 3y 4 los DCC rotables son exactamente o

muy cercanos a un disefio esférico, en que todos los puntos estan

exactamente (para k = 3) a una distancia de vk del centro del disefio.
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Tabla 1. Valores de a para un disefio central compuesto rotable.

k F N a
2 4 8+nc 1.414
3 8 14 + nc 1.682
4 16 24 +nc 2.000
5 32 42 +nc 2.378
5(% rep) 16 26 +nc 2.000
6 64 76 +nc 2.828
6(%2 rep) 32 44 +nc 2.378
7 128 142 + nc 3.364
7(% rep) 64 78 + nc 2.828

La propiedad de rotabilidad es un intento para producir un cierto sentido
de estabilidad de N Var 9 /o2 El sentido es mantener constante a N Var 9
/o? en la esfera. Sin embargo, la presencia de un disefio rotable no implica
estabilidad en la region del disefio. En realidad un disefio esférico (todos
los puntos tienen un mismo radio) usado para ajustar un modelo de
segundo orden tiene una N Var § /o2 infinita ya que el disefio es singular,
esto es, (X’X) es una matriz singular. El uso de corridas centrales provee
una estabilidad razonable de N Var 9 /62 en la region de disefio, por lo que
es recomendable integrar algunas corridas centrales en DCC ya que es
benéfico. El uso de un DCC rotable o semi-rotable con pocas corridas
centrales no es practico ni recomendable. Una ilustracion de este punto es

dado en las Figuras 12.12 y 12.13. La Figura 12.12 muestra los contornos
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de N Var % para un DCC con k =2 (0. = v/2 ) y una corrida central. La

Figura 12.13 muestra los contornos con un o = /2 y cinco corridas
centrales. Se puede notar que el disefio en la Figura 12.13 es preferible.
Note también que el criterio involucra un peso para N, lo que significa que
el disefio en la Figura 12.13 tiene un peso mas grande. No obstante esto, el
disefio con nc = 1 corridas tiene una varianza de prediccion escalada al
centro del disefio que es 3.5 veces més grande que la del disefio con ne =
5. Por lo anterior, se puede decir que los disefios esféricos o semiesféricos
requieren de 3 - 5 corridas centrales para evitar un severo desbalance en la
N Var y /o®en la region de disefio. EI mensaje que transmiten las dos

figuras anteriores se puede extender para valores mas grandes de k.

4211875

A T

Figura 12.12. N Var = parak =2, o= vZ, n. = 1
(2
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Figura 12.13. N Var zzpara k=2,0=v2,n.=5
ag

Los DCC juegan un papel muy importante en la MSR desde un punto
de vista historico y operativo. Sin embargo, es importante para el
analista entender que no es necesario tener una rotacion exacta en un
disefio de segundo orden. En realidad, si la region de disefio deseada es
esférica, el DCC, que es mas efectivo desde el punto de vista de
varianza, es usar un o.= vk y de 3 a 5 puntos centrales. Este disefio no

es necesariamente rotable pero es semi-rotable. La recomendacion esta
basada en la estabilidad y el tamafio de N Var % en la region esférica

del disefio. Por ejemplo para k = 3 el a = /3 no produce un disefio
rotable. Sin embargo, la pérdida de la rotabilidad es trivial y el valor

grande de a con los valores rotables de o = 1.682, resulta en un disefio
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que es ligeramente preferible. Evidencias numéricas se obtienen en
otras referencias como Box y Draper (1987), Kuri y Cornell (1987),
Lucas (1976), Giovannitti-Jensen y Myers (1989) y Myers et al
(1992b).

Hay muchas situaciones practicas en las cuales el cientifico o
investigador especifica rangos de las variables del disefio y esos rangos
son estrictos. Esto es, la region de interés y la de operacion son las
mismas y la region del disefio es un cubo. Por ejemplo: en un estudio
experimental disefiado para el estudio de organismos en crecimiento,
las variables disefio y sus rangos son; porcentaje de glucosa (2%, 4%),
porcentaje de levadura (0.4, 0.6) y tiempo en hr (30, 60). Suponga que
el interés es construir un modelo de superficie de respuesta y el bidlogo
esta interesado en predecir el crecimiento del organismo dentro y en el
perimetro de la region cuboidal producida por el cubo. Ademas por
razones bioldgicas, no se puede hacer el experimento fuera del cubo,
aunque la experimentacion a los extremos de la region es permisible y
en realidad deseable. Para este escenario, que ocurre frecuentemente en
muchas areas cientificas, se sugiere un disefio central compuesto en que
las 8 esquinas del cubo estan centradas y escaladas a (x1, =1, 1) y a
no puede exceder a 1.0. El disefio final es dado (en forma codificada)

por:
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-1 -1 1)

1 -1 -1

-1 1 -1

-1 -1 1

1 1 -1

1 -1 1

1 1 1

-1 0 0

1 0 0

0 -1 0

0 1 0

0 0 -1

0 0 1
(0 0 0 )

Donde el punto (0, O, 0) al centro del disefio, indica un vector de
corridas centrales.

La Figura 12.14 muestra el disefio, denominado por lo general
la cara del cubo central, ya que los puntos axiales ocurren en el centro

de las caras, mas que fuera de éstas, como el caso de una region esférica.
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v ! X3

X3

Figura 12.14. Cara del cubo central (DCC con o = 1.0) para k = 3.

En el caso de la region de disefio cuboidal, la cara central del cubo es
un disefio efectivo de segundo orden. Cuando se encuentra que es una
region cuboidal natural, es importante que los puntos estén, “empujados

al extremo” de la regién experimental. Esto produce una distribucion
mas atractiva de N Var % . Es importante que la region sea cubierta de

una forma simétrica; la cara central del cubo define esto. De esta forma,
el disefio no es rotable. Sin embargo, la rotabilidad o la semi-rotabilidad
no es una prioridad importante, cuando la region de interés es
claramente cuboidal. La rotacion (o la semi-rotabilidad) es una opcion
atil que viene de disefios esféricos o semi-esféricos; estos disefios son
ciertamente apropiados para regiones de interés esféricas o regiones de
operacion y son menos apropiados con regiones cuboidales.

La cara central del cubo es un disefio Gtil para la porcion
factorial. Aqui una fraccion de resolucion V es util para la porcion

factorial. La recomendacion para corridas centrales es completamente
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diferente a la de los disefios esféricos. En el caso de disefios esféricos,

las corridas centrales son una necesidad para evaluar una distribucion
razonable de N Var % , con n¢ = 3 a 5 obteniéndose buenos resultados.
En el caso cuboidal (con a = 1.0) uno o dos puntos centrales son

suficientes para producir una estabilidad razonable de N Var % /. La

sensibilidad de N Var % , al nimero de corridas centrales para el disefio

esférico se puede observar en las Figuras 12.12 y Figura 12.13. Es claro
gue no son necesarias muchas corridas para estabilizar la varianza de
prediccion. En realidad, una corrida central es completamente
suficiente para estabilizarla aunque con n¢ = 2 se mejora la estabilidad.

Aunqgue se ha dicho mucho aqui del impacto de las corridas centrales

sobre N Var % , para los disefios esféricos y cuboidales, se puede notar
que corridas centrales multiples o repeticiones de puntos exteriores en
muchos casos pueden ser requeridos para tener suficientes grados de
libertad para el error puro.

Como se ha indicado en esta seccion, el DCC cuboidal es
apropiado cuando una region de interés cuboidal y una region cuboidal
de operacion son claras para el investigador. Claramente el problema
puede sugerir rangos en los factores con los cuales se pueden definir las
“esquinas” donde se establecen los puntos factoriales. Cuando la

cuestion relacionada a la region del disefio depende sobre si los puntos
axiales fuera del rango son cientificamente permisibles y se pueden
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incluir en la region de interés. Considere la Figura 12.15. El &rea
sombreada forma el cubo, pero después de alguna deliberacién se
determina que el area no sombreada no esta solamente dentro del area
de operacion sino que el investigador esta interesado en predecir la
respuesta en esta area, asi como en el area sombreada. La region de
intereés es una esfera que esté circunscrita a un cubo. Un disefo esférico
(un DCC con o = vk apropiado).

Una segunda situacion puede ocurrir mucho muy parecida a la
Figura 12.16. Los rangos son seleccionados en las variables de disefio,
pero como la planificacion desarrollada del experimento determina que
varios de los vértices del cubo definido por los rangos no son
cientificamente permisibles, esto es, estan fuera de las regiones de
operacion y de interés (en el caso de un producto alimenticio, los niveles
altos de flaor, mantequilla y tiempo de cocimiento) es conocido para
producir un producto inaceptable. Como un resultado las esquinas
sombreadas en la Figura 12.16 son raspadas y la regién del disefio es
formada de la region no sombreada. Aqui, la esfera esta inscrita dentro
de la region cuboidal formada de la seleccidn de rangos.

Es importante para principiante en disefio experimental entender
que en muchas situaciones la region de interés (o quizés solo la region
de operacion) no es clara. Es muy dificil, por lo general, disponer de un
comité de cientificos o ingenieros que establezcan los rangos de los

factores interesantes y permisibles. Por lo general, se cometen errores y
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se adoptan ajustes para futuros disefios. La confusion con respecto al
tipo de disefio nunca sera una excusa para no usar los disefios. Usando
una region esférica cuando es naturalmente mas cuboidal, proveeria
informacidn importante que entre otras cosas permite la seleccion de

regiones para experimentos futuros.

xz X2
X1 ¥
Figura 12.15. Regi6n esférica Figura 12.16. Region esférica
(esfera circunscrita) (esfera inscrita)

La estructura basica del disefio consiste de tres secciones: a) los puntos
de un disefio 2“P, con k denotando el nimero de factores y p usualmente
pero no necesariamente igual a cero, b) los puntos axiales y ¢) los puntos
centrales. Todas las secciones son variable en el sentido de que un DCC
es presentado con la porcion factorial del disefio compuesto de los
puntos en el disefio factorial 2%, se puede usar un factorial fraccional.
MINITAB, por ejemplo, puede ser usado para construir un DCC

completo (usando el disefio 2 en la parte factorial) para k entre 2 'y 7,
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una mitad de un DCC para k entre 5y 8 y un cuarto de un DCC para k
igual a 8 0 9, considerdndose fracciones de medio y cuarto del DCC,
respectivamente. Especificamente, para k =5 la mitad del DCC tendria
32 puntos que consisten de los 16 puntos del factorial, 10 puntos axiales
y 6 puntos centrales. Esta es una alternativa util para el DCC completo
cuando k = 5, ya que la parte factorial del DCC es de resolucién V. (El
DCC, tiene la misma resolucién que la parte factorial, para la
estimacion de los efectos principales e interacciones, porque los puntos
axiales y los centrales no estan involucrados en la estimacion de las
interacciones).

Asimismo, el nimero de puntos factorial se determina por la
seleccion de un factorial completo o fraccional, el nimero de puntos
axiales siempre es dos veces el nimero de factores. No existe una regla
formal y répida para seleccionar el nimero de puntos centrales, pero
algunos estudios han mostrado que el mejor disefio de superficie de
respuesta tiene puntos centrales repetidos. De esta forma los puntos
centrales ayudan en la investigacion de curvaturas en la region
alrededor del centro. Estos puntos también ayudan a estabilizar la Var
(V) y alrededor del centro de la region de interés.

Un DCC en dos factores se muestra en la Figura 12.3 y se
compara con otros disefios en una comparacién grafica. Los puntos del

disefio son:
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1 -1 -1
2 1 -1
3 -1 1
4 1 1
5 -1.414 0
6 1.414 0
7 0 -1.414
8 0 1.414
9 0 0
10 0 0
11 0 0
12 0 0
13 0 0

Los puntos axiales son (a, 0), (- a, 0), (0, a) y (0, - ) para dos factores,
los valores de a se deben seleccionar. Los valores de o para el disefio
de arriba es v/2, que es el valor por default en MINITAB. Note que si
=1y se usa el conjunto de puntos del factorial completo, el resultado
es un disefio 32, cuando estos puntos son combinados con los puntos
centrales. De otra manera, el disefio tiene 5 niveles para cada factor,
mas que suficientes para estimar los efectos lineales y cuadréaticos,
aunqgue las columnas de efectos cuadraticos no son ortogonales unos
con otros. De esta manera, solo los puntos del factorial, son usados para
la estimacién de la interaccion AB, ya que solo los primeros cuatro
elementos en la columna obtenida al multiplicar A x B son diferentes
de cero.

El objetivo es por lo general, no crear un disefio 32, pero ademas

resolver para o, como para tener un disefio rotable. El Gltimo es un
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disefio para el que la Var (Yx) es la misma para todos los puntos X
(donde X denota el conjunto de puntos coordenados) que son
equidistantes desde el centro del disefio, al punto (0, 0) donde hay dos
factores, independiente en la direccién del centro. Es bien conocido que

esta condicidn se encuentra para o. =VF cuando F denota el nimero de

puntos en la parte factorial. Entonces (4)” =v2 = 1.414 cuando k =2y
la parte factorial contiene el factorial completo. Note que todos los
puntos después de los puntos centrales son equidistantes del origen con
esta seleccion de o.

Ya que los puntos axiales (que también son llamados puntos
estrella ya que forman una configuracion de estrella cuando son
combinados con los otros puntos) son ortogonales para cualquier
seleccion de a y los puntos del factorial también son ortogonales, por
esto el disefio es ortogonal para la estimacion de los efectos lineales de
los factores, no obstante del nimero de puntos centrales que son usados.
Los efectos cuadraticos de los factores no son ortogonales entre ellos
porgue no pasan, a menos que las columnas que representan los efectos
cuadréaticos tengan algunos numeros negativos, pero no puede pasar
puesto que el cuadrado de un nimero positivo o negativo es un nimero
positivo. Las columnas para los efectos cuadraticos son ortogonales
para los efectos lineales y para los efectos de interaccion.

Hablando de “efectos” que fueron usados de una manera general

en los parrafos anteriores, se puede orientar la cuestion para un DCC.
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Si se considera el DCC para dos factores dado anteriormente en esta
seccion, se observa que las observaciones en los cinco niveles de cada
factor ocurren con diferente frecuencia. Esto es, se tiene solamente una
observacidn en cada punto axial, dos observaciones en cada punto del
factorial y cinco puntos centrales. Calculando los efectos condicionales
y usando solamente los puntos potencialmente til del factorial.

Myers y Montgomery (1995) hicieron la siguiente pregunta:
“rqué tan importante es la rotabilidad?” Su vision es que un disefio
proximo a rotarse sera suficientemente bueno y lo mismo se dira
probablemente de la ortogonalidad. Se puede notar que los estimadores
de efectos cuadraticos como un grupo estdn menos correlacionados
unos con otros en un disefio de espacio-rellenado que con un DCC,
aunque esto es equivalente por el hecho de que los estimadores de
efectos cuadréticos estan correlacionados con los estimadores de los
efectos de interaccidn y con los estimadores de efectos lineales y por lo
tanto los ultimos dos estan correlacionados unos con otros.

Aunque la rotabilidad es una propiedad deseable de un disefio
de superficie de respuesta, se pierde algo de vigor cuando pensamos en
coémo la ecuacion se ajusta al resultado de la experimentacion. Una vez
qgue los niveles del factor Optimo han sido determinados,
indudablemente es interesante obtener un intervalo de prediccion para
la respuesta. Por lo general, no es necesario un segundo intervalo de

prediccion para una combinacion de niveles del factor tal que el punto
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es la misma distancia del centro al punto que representa las condiciones
Optimas. Ademé&s si uno o mas niveles del factor son alterados
ligeramente, por cualquier razon, de la combinacion de niveles del
factor que se supone Optimo, el punto que representa la combinacion de
niveles es usado en la misma distancia del centro del disefio al punto
Optimo. Sdlo si la distancia fuera la misma, no existe garantia que las
dos varianzas de los valores ajustados serd la misma ya que la
rotabilidad se aplica solamente a puntos usados en el disefio y no a todos
los puntos en la region cubierta por el disefio que tienen la misma
distancia del centro a los puntos disefio.

Se puede observar una aplicacion de un DCC en la siguiente
seccidn, se orienta la cuestion hacia la posibilidad de que un DCC
genere muchos puntos de disefio. Para cuatro factores, un DCC tendra
25 puntos si existe s6lo un punto central (16 + 1 + 8), ademas un disefio
3*~Ltiene 27 puntos no muy diferentes y de esta manera los DCC tienen
mas de un punto central. Wu y Hamada (2000) mostraron que todos los
efectos principales pueden ser estimados, ademas de la capacidad para
estimar cada interaccion de dos factores usando dos grados de libertad
(en lugar de cuatro grados de libertad que tiene cada interaccién). Por
lo que 20 grados de libertad son usados para estimar los efectos, de los
26 que estan disponibles.

Se puede notar que el nimero de efectos que son estimados en

un modelo de segundo orden completo es k + k + (’Zf) = (k? + 3K) /2, asi
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como el nimero de puntos en el DCC es 2% + 2k + ¢, si se usa un
factorial completo, cuando c denota el nimero de puntos centrales. Esto
daréa suficientes grados de libertad, para estimar todos los efectos; en
realidad, el disefio es algo indtil en este aspecto, por ejemplo, se tienen
20 efectos que son estimados para k = 5, ademas se tendran 43 puntos
de disefio, si s6lo se usa un punto central, lo cual no se recomienda.
Ademas, no necesitamos factores con 5 niveles para estimar efectos de
segundo orden.

Se puede reducir considerablemente el nimero de puntos de
disefio usando siempre un disefio 2%~ 0 un disefio 2%~ 2en la porcion

factorial.

12.6.2. Variaciones en DCC

Los disefios centrales compuestos (DCC) mencionados en la seccion
anterior se refieren a los disefios centrales compuestos estandar. Hay
variaciones del disefio que algunas veces se usan. Por ejemplo; la region
de operacion se puede definir por los puntos factoriales, los otros puntos
en el espacio del disefio tienen las coordenadas de + /2. Los puntos
principales (estrellas) tendran que ser “acortados” para conformar esta
region, que es, en valor absoluto més grande de cualquier coordenada y
no excede a 1. Para dos factores, esto significa que el factorial y los

puntos estrella constituyen un disefio 32, excepto para el hecho de que
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el punto (0, 0) se pierda, que se puede considerar no perdido del disefio
completo ya que el disefio contiene puntos centrales. En general, este
disefio se denomina un cubo central de lado ya que los puntos axiales
estan en el centro de la superficie en la region cuboidal. Se puede
denominar a este disefio el cubo central de lado para diferenciarlo del
disefio central compuesto estandar.

Un cubo central de lado tiene sentido si la region de interés es
cuboidal; si la region de interés es esférica se puede usar el disefio
central compuesto estandar. Este también se puede usar si la rotabilidad
es importante ya que el cubo central de lado obviamente no es rotable
puesto que los puntos estrella no tienen las coordenadas que son
necesarias para la rotabilidad.

Si se desea una region esférica, entonces las coordenadas no
pueden exceder a 1 en valor absoluto, una solucion es “reducir la
escala” del disefio, tal que los puntos estrella estén dentro de la region
restringida y los puntos del factorial tengan coordenadas mas pequefas.
Esto puede ser acompafiado empezando con el disefio central
compuesto regular y dividiendo completamente por a. Por ejemplo,

para k = 2 los nueve puntos distintos son:
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0. 707 - 0.707
-0.707 0.707
0.707 0.707
1 0
-1 0
0 1
0 -1
0 0

Esto se llama por lo general Disefio Compuesto Central Inscrito, con la
notacion DCCI, usado en algunas situaciones para distinguir este disefio
del disefio central compuesto y disefio central compuesto de lado. De
esta manera el DCCI es rotable ya que es una version escalada de un

disefio rotable.

12.6.3. Disefios compuestos pequefios

Hay varias maneras de construir disefilos compuestos que tienen menos
corridas (combinaciones) que un disefio central compuesto. Estos
disefios fueron propuestos por Hartley (1959) que usé un disefio de
resolucion 111 para la porcion factorial, con otros métodos propuestos
por Ghosh y Al —Sabah (1996) y Draper y Lin (1990), entre otros.
Ademas de que son economicos, los disefios compuestos pequefios

tienen su valor en la caracteristica de que la correlacion entre los
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estimadores de los efectos cuadraticos se reduce, asi como el nimero

de puntos factoriales.

12.6.3.1. Disefios Draper — Lin

Trabajando para producir disefios compuestos con menos puntos de
disefio que los DCC, que resultan de usar un factorial completo o un
factorial fraccional para la porcién factorial incluye a Westlake (1965)
quién uso fracciones irregulares del sistema 2*. Draper (1985) utilizé
columnas de los disefios de Plackett — Burman, para producir disefios con
el mismo numero de factores pero con menos puntos de disefio. Draper
y Lin (1990) progresaron en el grupo de disefios, encontrando disefios
para valores mas grandes de k y disefios que Draper (1985) considerd que
no existian en una version singular en una primera instancia. Los disefios
de Draper- Lin no son rotables. Otra deficiencia es que los coeficientes
de términos del mismo orden, tal como coeficientes de términos lineales
no son estimados con la misma precision. Draper y Lin (1990) no

discutieron la seleccion de o para estos disefos pero Croarkin y Tobias

(2002) indicaron que o es seleccionado entre VF y Vk.
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12.6.3.2. Analizando la superficie ajustada

Una vez que se ha seleccionado el disefio, el experimento ha sido
conducido, los datos han sido analizados y el modelo se ha ajustado, el
siguiente paso es analizar la superficie ajustada ya que la tarea principal
de un estudio de superficie de respuesta es la optimizacion. Esto es, el
investigador esta interesado en determinar la combinacion de factores
gue maximice o minimice la respuesta esperada, dependiendo de los
objetivos.

La naturaleza de la superficie debe ser caracterizada para que el
investigador pueda determinar; (1) si la respuesta maxima o minima se
comprende dentro de la region experimental y (2) si el maximo o
minimo se comprende dentro de la region experimental ¢ cuanto cambia
la respuesta para movimientos pequefios en diferentes direcciones?

En general esto no facilita la determinacion del maximo o el
minimo en una aplicacion practica ya que es necesario utilizar métodos
mas sofisticados. Un problema que ha sido tratado negligentemente por
el método usado es que los coeficientes de los términos cuadrados en
un modelo de segundo orden no son independientes ya que los términos

cuadrados no son independientes. Por ejemplo considere el modelo,

Y=70+2A+3B-A2-2B2-AB (12)
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Existe obviamente un minimo global no finito, suponer que A=0y B
— oo, resulta que Y — - 0. Esto parece como que existe un maximo, no
obstante que el maximo no es obvio. Por lo que es necesario un analisis
de la superficie ajustada para determinar el o los puntos estacionarios.
Con solo dos factores se puede hacer esta determinacion usando célculo

y resolviendo el sistema de ecuaciones. Esto es:

ay

aZZ—ZA—B:O
Y 3 4B-A=0
0B

Resolviendo estas ecuaciones para A y B se tiene que A = g =0.714y

B = ; = 0.751. Esto produce una Y = 71.5714, que puede ser tomado

como el “maximo verdadero”.
Los datos que fueron generados usando el modelo anterior y
anadiendo el término de error € ~ N (0, 0.6) y los valores de disefio de

Ay B son de un disefio central compuesto (DCC) con cinco puntos

centrales y un a = /2 . La ecuacion ajustada es:

Y =69.810 + 1.973A + 2.985B — 1.159A2 — 1.908B2 — 1.414AB
(13)
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Con un R?=0.992. Note que los coeficientes de A% y AB son estimados
con un gran porcentaje de error a pesar de que R? es completamente
alto. La correlacion entre los estimadores de los términos cuadraticos
es — 0.130; los estimadores de los términos de error no estan
correlacionados.

La superficie ajustada de la ecuacién anterior esta dada por la

Figura 12.17. Un andlisis de esta superficie ajustada produce:

g—j =1.973-2.318A—1.414B = 0

g =2.985-3.816B—-1.414A=0

Si se resuelven estas ecuaciones se obtiene que A=0.483y B = 0. 603.
Los valores de A difieren notablemente de los valores de A obtenidos
en la primera ecuacion. El valor de ¥ en este punto es de 71.19 no tan
lejano del méximo verdadero de 71.57 de la primera ecuacion.

De la Figura 12.17 se observa que el maximo ocurre cuando A
y B estan entre 0 y 1 y si se observa detenidamente la figura, se puede
ver que el maximo ocurre cuando A 'y B estan cercanos a 0.50. Se puede
observar el punto (0. 483, 0. 603).
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Figura 12.17. Superficie de respuesta para la ecuacion Y.

12.6.3.3. Caracterizacion de puntos estacionarios

Es facil determinar si un punto estacionario es un maximo o un minimo,
cuando se tienen dos factores, ya que la superficie se puede graficar
facilmente; este no es el caso cuando se tienen mas de dos factores.
Consecuentemente se tiene la necesidad de determinar si un punto
estacionario es un maximo, un minimo o un punto silla.

Esto se observa en los eigenvalores de la matriz de coeficientes de los
términos de segundo orden. Sea W que denota la matriz de

eigenvalores. De la ecuacion anterior se tiene:
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—1.159 -—-1.414
—1.414 —1.908

(14)
Note que los coeficientes de AB ocupan la diagonal principal. Ambos
eigenvalores de la matriz son negativos. Ya que los eigenvalores son
negativos, el punto debe ser un maximo. Si todos los eigenvalores son
positivos, entonces el punto es un minimo y una mezcla de signos
significa que el punto es un punto silla.

Se puede ilustrar un punto silla. Considere la ecuacion,

Y=70 + 2A + 3B —A? + 3B2 - AB (15)

Es una pequefia modificacion de la primera ecuacién con el coeficiente
de B? positivo. Esto causa que los signos de los eigenvalores sean
mixtos. Usando la ecuacion anterior se generan los datos que resultan
en una superficie ajustada que tiene la semejanza a una silla. Por lo que
generando datos con errores aleatorios que tienen la misma distribucion

se obtiene la ecuacion ajustada,

Y =70.133 +2.0672A + 2.988B —0. 9301A% + 2. 9032B2— 0.9590AB
(16)

Con los estimadores de los parametros que difieren ligeramente de los
correspondientes parametros.
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La superficie ajustada para esta ecuacion es la Figura 12.18.

Grafica de la superficie
deYvusB, A

5

0

65 |

60 - I

Figura 12.18 Superficie ajustada para la ecuacion Y.

La silla puede que no sea tan obvia en la Figura 12.18, pero se observa
aparente cuando los contornos de respuesta constantes son mostrados

en la Figura 12.19.
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Gréfica de
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Figura 12.19. Contornos de la respuesta constante de la ecuacion Y.

La Figura 12.19 no es una silla perfecta, pero si se observa con atencion

parece una silla torcida con un lado perdido. Cabe sefialar que en este

caso la respuesta incrementa al iniciarse en el centro y moverse hacia la

derecha. Ademas, la respuesta disminuye si se mueve a la izquierda.

12.6.3.4. Regiones de confianza de puntos estacionarios

Es dificil determinar niveles de factores 6ptimos para maximizar o

minimizar la respuesta, es Util saber como se puede determinar bien el

Optimo y como la respuesta es sensible a ligeros cambios en los niveles

del factor lejos del 6ptimo. Tal como se construyen los intervalos de
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confianza para los pardmetros en la aplicacion de procedimientos
estadisticos basicos, también es deseable tener una regién de confianza
del punto éptimo. Desafortunadamente, no es practico intentar calcular

una region de confianza del punto éptimo sin un software apropiado.

12.6.3.5. Analisis Ridge (cordillera)

Las gréaficas de contornos son completamente usadas cuando existe un
pequefio numero de factores, pero su uso es muy limitado cuando existe
un gran namero de factores. El analisis ridge propuesto por Hoerl
(1959) es una técnica que puede ser usada para determinar la
combinacion éptima de los niveles de factores para cualquier nUmero
de ellos. El objetivo es determinar una senda hacia la region 6ptima
usando una aproximacién de optimizacion restringida. (Note que esto
es diferente del método de la senda de pendiente
ascendente/descendente). Se determina de un modelo ajustado de
primer orden, mientras que al andlisis ridge se aplica por lo general a
modelos de segundo orden.
Especificamente, el 6ptimo esta sujeto a las restricciones que
K X% =R2 El método de los multiplicadores de Langrange se utiliza
para determinar que las X son las coordenadas del punto 6ptimo sujeto
a las restricciones, aunque Peterson, et al (2002) proponen un método

gue no requiere el uso de los multiplicadores de Lagrange. Su método
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y la metodologia de Gilmour y Draper (2003) son discutidos y debatido
en Peterson, et al (2004). Las bandas de confianza de la senda hacia la
respuesta Optima fueron introducidas por Carter et al. (1986) con una
mejor aproximacion dada por Peterson (1993).

Considere la senda creciente mostrada en la Figura 12.20, ya que
el punto dptimo parece que cae fuera de la region experimental; es Util
conocer la senda para seguir hacia el punto 6ptimo con la intencion de
que la futura experimentacion se haga a lo largo de la senda. Se puede
hacer una conjetura aspera de la senda de la Figura 12.20, pero si se
tienen tres factores en lugar de dos, se requieren gréficas de contornos

maultiples y se tiene que combinar la informacion de estas graficas.

2

Grafica de contornos
de EPA_Rendimiento
Us B, A.

A

Figura 12.20. Ejemplo de una grafica de contornos.
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12.6.3.6. Analisis Ridge con factores de ruido

Para este andlisis, Peterson y Kuhn (2005) generaron una aproximacion
para conducir un analisis ridge y optimizar una superficie de respuesta
con la presencia de variables de ruido, que extendio el trabajo de
Peterson (1993). Los autores mostraron coOmo construir, una senda
Optima para la raiz del cuadrado medio del error de un proceso de
interés. Ellos repitieron el mensaje de Hoerl (1985) de que las gréaficas
de contornos no son suficientes para entender superficies de respuesta
de altas dimensiones, especialmente cuando existen variables de ruido.
Recomendaron el uso de gréficas trazadas de ridge (cordilleras) sobre
fijas para indicar como el proceso medio, difiere del valor de interés

cuando existe movimiento a lo largo de la senda ridge (cordillera).

12.6.3.7. Condiciones 6ptimas y regiones de operatibilidad.

Es completamente posible que los métodos para determinar condiciones
de operacion 6ptima no sean aplicados debidos a la region y de sus
condiciones de operacién factible que no son hiperrectangular. Cuando
esto ocurre, se pueden emplear diferentes métodos. Giesbrecht y
Gumpertz (2004) discutieron esto en detalle, relativo a SAS PROC
OPTEX, que permite la seleccion de un subconjunto especifico de
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puntos, con los otros puntos dispersos uniformemente sobre la region
factible.

12.7. Resumen

Aproximaciones clasicas y modernas de la MSR han sido presentadas
en este apartado. Histéricamente, la aproximacién estandar ha sido usar
un procedimiento de tres pasos: (1) Use un disefio de dos niveles, como
un disefio parrilla, para identificar los factores importantes, (2) conducir
los experimentos a lo largo de una senda de pendiente ascendente
/descendente, en un esfuerzo por identificar la region de respuesta
Optima y (3) una vez que la region esta localizada, use un disefio de
superficie de respuesta para caracterizar la naturaleza de la superficie
(considerando que se ajusta a un modelo de segundo orden) para
identificar los factores 6ptimos.

Tal aproximacion se obtiene si hay interacciones significativas,
como cuando el falso grupo de factores es identificado en el primer
paso. Para guardar otra vez esta posibilidad, especialmente si se
sospecha que hay interacciones, un disefio de resolucion V de tres
niveles se puede usar y para los factores parrilla ajustar un modelo de
segundo orden, con el disefio proyectado a otros factores que se supone

son significativos.
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Ejemplo 12.4 Un proceso quimico que convierte 1,2-propanidol a 2,5-
dimetylpiperazina es el objeto de un experimento para determinar las
condiciones oOptimas (las condiciones de maxima conversion),
estudiandose los siguientes factores. Para su analisis susamos el
software SAS.

x1= (cantidad de NH3 — 102) /51

X2 = (Temperatura — 250) /20

x3 = (cantidad de H20 — 300) /200

X4 = (presion de hidrégeno — 850) /350

data proceso;
input nitro temp agua presi conver;

cards;

-1 -1 -1 -1 58.2

1 -1 -1 -1 23.4
-1 1 -1 -1 21.9
1 1 -1 -1 21.8
-1 -1 1 -1 14.3
1 -1 1 -1 6.3

-1 1 1 -1 4.5

1 1 1 -1 21.8
-1 -1 -1 1 46.7
1 -1 -1 1 53.2
-1 1 -1 1 23.7
1 1 -1 1 40.3
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-1 -1 1 1 7.5
1 -1 1 1 13.3
-1 1 1 1 49.3
1 1 1 1 20.1
0 0 0 0 32.8
-14 0 0 0 311
14 0 0 0 28.1
0 -14 0 0 175
0 14 0 0 49.7
0 0 -14 0 49.9
0 0 14 0 34.2
0 0 0 -14 311
0 0 0 14 431
run;

proc sort;

by nitro temp agua presi;

run;

proc rsreg data=proceso out=rproceso;

model conver = nitro temp agua presi/lackfit residual;
ridge max;

run;,
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The RSREG Procedure
Coding Coefficients for the Independent Variables

Factor Subtracted off Divided by
Nitro 0 1.400000
Temp 0 1.400000
Agua 0 1.400000
Presi 0 1.400000

Response Surface for Variable conver

Response Mean 29.752000
Root MSE 14.067809
R-Square 0.6622

Coefficient of Variation 47.2836

Type |
Sum
Regression DF of Squares R-Square FValue Pr>F
Linear 4 2088.648735  0.3566 2.64 0.0972
Quadratic 4 519.802536 0.0887 0.66 0.6357
Crossproduct 6 1270.318750  0.2169 1.07 0.4398
Total Model 14 3878.770021  0.6622 1.40 0.3004
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Sum of Mean

Residual DF Squares Square F Value Pr>F
Lack of Fit 10 1979.032379 197.903238
Pure Error 0 0

Total Error 10 1979.032379 197.903238

Parameter
Estimate
Standard from Coded

Parameter DF Estimate  Error tValue Pr>|t| Data
Intercept 1 40.198215 8.321708 4.83 0.0007  40.198215
Nitro 1 -1511044 3.151968 -0.48 0.6420 -2.115462
temp 1 1284137 3.151968 0.41 0.6923 1.797791
agua 1 -8.738956 3.151968 -2.77 0.0197 -12.234538
presi 1 4954819 3.151968 1.57 0.1470 6.936747
nitro*nitro 1 -6.332399 5.035510 -126 02371 -12.411502
temp*nitro 1 2193750 3.516952 0.62 0.5467 4.299750
temp*temp 1 -4.291583 5.035510 -0.85 0.4140  -8.411502
agua*nitro 1 -0.143750 3.516952 -0.04 0.9682  -0.281750
agua*temp 1 8.006250 3.516952 2.28  0.0461 15.692250
agua*agua 1 0.019642 5.035510 0.00  0.9970 0.038498
presi*nitro 1 1581250 3.516952 0.45 0.6626 3.099250
presi*temp 1 2806250 3.516952 0.80  0.4435 5.500250
presi*agua 1 0293750 3.516952 0.08  0.9351 0.575750
presi*presi 1 -2.505869 5.035510 -0.50 0.6295  -4.911502
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La funcion ajustada de segundo orden es,

$ =40.198 — 1.511x1 + 1.284x, — 8.739x3 + 4.955x4 — 6.332x7
+ 2.194x1%2 — 4.292x% — 0.144x1x3 + 8.006x2x3 + 0.0196x5 +
1.581x1X4 + 2.806X2X4 + 0. 294xX3X4 — 2.506x%

Entonces la respuesta en el punto estacionario en ys = 43.52

Sum of Mean
Factor DF Squares Square F Value Pr>F
Nitro 5 475.789167 95.157833 0.48 0.7832
Temp 5 1405.197804  281.039561 1.42 0.2973
Agua 5 2548.592316  509.718463 2.58 0.0952
Presi 5 705.437292 141.087458 0.71 0.6278

The RSREG Procedure

Canonical Analysis of Response Surface Based on Coded Data

Critical Value
Factor Coded Uncoded
Nitro 0.189062 0.264687
Temp 0.738318 1.033646
Agua 0.207556 0.290578
Presi 1.191401 1.667961

Predicted value at stationary point: 43.524455
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Eigenvectors
Eigenvalues nitro temp agua presi
5.103843 0.074140 0.528240 0.826418 0.180275
-4.232252 0.215098 0.137387 -0.307108 0.916811
-11.776317 0.768774 0.456751 -0.285763 -0.344535
-14.791284  0.597681 -0.702471 0.375577 0.090850

Stationary point is a saddle point.

Esto indica que un andlisis ridge revela candidatos razonables para las
condiciones de operacion con sus restricciones de que pueden caer
dentro o en los limites del disefio experimental. En este caso los puntos
factoriales estan a una distancia de dos unidades del centro del disefio.

Las coordenadas para los candidatos razonables son:

X1=-0.1308 x2 = - 0.7861 x3= - 1.8281 y x4= 0.1514

con un radio de dos unidades. La respuesta estimada esta dada por ys = 64.61
y un error estandar en este punto de S;; = 16.543. Notar que el error estandar
empieza a crecer después de un radio de 1.4. Recuerde que la distancia axial
en el disefio es de 1.4 y los puntos factoriales estan a una distancia de 2.0.
En realidad en este caso uno se siente obligado a recomendar condiciones
en radios de 1.4 0 1.5 donde la respuesta predicha es mas pequefia pero el

error estandar es considerablemente mas pequefio.
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Ejemplo 12.5.Considerar el siguiente ejemplo con tres variables de
disefio: el tiempo de reaccion, temperatura y el porcentaje de catalisis.
Las variables respuesta son; el porcentaje de conversion y la actividad

termal. El programa de analisis usando SAS es:
data proceso;
input tie tem catal cover acti;

cards;

-1 -1 -1 74 53.2

1 -1 -1 51 62.9
-1 1 -1 88 53.4
1 1 -1 70 62.6
-1 -1 1 71 57.3
1 -1 1 90 67.9
-1 1 1 66 59.8
1 1 1 97 67.8
-1.682 0 0 76 59.1
1682 0 0 79 65.9
0 -1.682 0 85 60

0 1682 0 97 60.7
0 0 -168 255 574
0 0 168 281 63.2
0 0 0 81 59.2
0 0 0 75 60.4
0 0 0 76 59.1
0 0 0 83 60.6
0 0 0 80 60.8
0 0 0 91 58.9
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run;
proc sort;

by tie tem catal cover acti;

run;

proc rsreg data=proceso out=rproceso;

model cover = tie tem catal/lackfit residual;

ridge max;

run;

proc rsreg data=proceso out=superl;

model cover= tie tem catal/actual lackfit residual predict press;
ridge radius=0 to 20 by 1 maximun minimum;

run;

proc rsreg data=proceso out=rproceso;

model acti = tie tem catal/lackfit residual;

ridge max;

run;

proc rsreg data=proceso out=superl;

model acti= tie tem catal/actual lackfit residual predict press;
ridge radius=0 to 20 by 1 maximun minimum;

run;
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Los resultados del anélisis son:
Coding Coefficients for the Independent Variables

Factor Subtracted off Divided by
Tie 0 1.682000
Tem 0 1.682000
Catal 0 1.682000

Response Surface for Variable cover

Response Mean 78.300000
Root MSE 4.716774
R-Square 0.9199

Coefficient of Variation 6.0240

Type |
Sum
Regression DF of Squares R-Square FValue Pr>F
Linear 3 763.060957 0.2747 11.43 0.0014
Quadratic 3 601.284484 0.2164 9.01 0.0034
Crossproduct 3 1191.375000 0.4288 17.85 0.0002
Total Model 9 2555.720441  0.9199 12.76 0.0002
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Residual

Lack of Fit
Pure Error
Total Error

Parameter
Intercept
Tie

tem

catal
tie*tie
tem*tie
tem*tem
catal*tie
catal*tem

catal*catal

DF

10

)
A

N i e = = = T T =

Sum of Mean
Squares Square F Value Pr>F
56.479559 11.295912 0.34 0.8691
166.000000  33.200000
222.479559  22.247956

Parameter

Estimate
Standard from Coded
Estimate  Error tValue Pr>|t| Data
81.090931 1923744 4215 <.0001 81.090931
1.028390 1.276285  0.81 0.4391 1.729751
4.040343 1.276285 3.17 0.0101 6.795856
6.203724 1.276285 4.86 0.0007 10.434664
-1.833557 1.242263 -1.48  0.1707 -5.187360
2.125000 1.667631 1.27 0.2314 6.011889
2.938238 1.242263 2.37  0.0396 8.312640
11.375000 1.667631  6.82 <.0001 32.181286
-3.875000 1.667631 -2.32 0.0425 -10.962856
-5.191487 1.242263 -4.18 0.0019 -14.687360

La funcion de segundo orden ajustado a los datos de conversion es:

$ =81.09 + 1.0284x; + 4.043x2 + 6.2037xs — 1.8336x2 +
2.9382x2 — 5.1915x2 + 2.1250x1x; + 11.375X1X3 — 3.8750X2X3
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The RSREG Procedure

Sum of Mean
Factor DF Squares Square F Value Pr>F
Tie 4 1134.162370  283.540593 12.74 0.0006
Tem 4 503.674234 125.918559 5.66 0.0121
Catal 4 2069.453363  517.363341 23.25 <.0001

Canonical Analysis of Response Surface Based on Coded Data

Critical Value
Factor Coded Uncoded
Tie -0.604961  -1.017545
Tem -0.315222  -0.530204
Catal -0.189892  -0.319399

Predicted value at stationary point: 78.505882
Eigenvectors
e tem catal

Eigenvalues t
9.639512 -0.139545 0.942203 -0.304600
6.575268 0.797732 0.289209 0.529133
-27.776860 -0.586643  0.169152 0.791983
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Stationary point is a saddle point.

Estimated Ridge of Maximum Response for Variable cover

Coded Estimated Standard Uncoded Factor Values

Radius Response Error tie tem catal
0.0 81.090931 1.923744 0 0 0
0.1 82.303904 1.917452 0.056971 0.100639  0.122136
0.2 83.538483 1.902353 0.149510 0.211124  0.215030
0.3 84.871185 1.890037 0.250711 0.327487 0.290719
0.4 86.327493 1.900168 0.351821 0.450441  0.354943
0.5 87.918563 1.959061 0.449282 0.581060 0.409629
0.6 89.651105 2.094639 0.540983 0.720151 0.455198
0.7 91.530323 2.328625 0.625363 0.868107 0.491510
0.8 93.560935 2.671250 0.701228 1.024819 0.518327
0.9 95.747503 3.122355 0.767789 1.189638 0.535584
1.0 98.094485 3.676284 0.824724 1.361443 0.543531

The RSREG Procedure
Coding Coefficients for the Independent Variables

Factor Subtracted off Divided by
Tie 0 1.682000
Tem 0 1.682000
Catal 0 1.682000
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Response Surface for Variable cover

Response Mean

Root MSE
R-Square

Coefficient of Variation

Sum of Squared Residuals
Predicted Residual SS (PRESS)

Regression
Linear
Quadratic
Crossproduct
Total Model

Residual
Lack of Fit
Pure Error

Total Error

O W w w

DF

10

78.300000
4.716774
0.9199
6.0240
222.47955866
676.28123633
Type |

Sum

of Squares R-Square

763.060957 0.2747

601.284484 0.2164

1191.375000  0.4288

2555.720441  0.9199

Sum of Mean

Squares Square

56.479559  11.295912

166.000000 33.200000

222.479559 22.247956
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F Value

11.43
9.01

17.85
12.76

F Value

0.34

Pr>F

0.0014
0.0034
0.0002
0.0002

Pr>F

0.8691



Parameter
Intercept
Tie

Tem

Cata
tie*tie
tem*tie
tem*tem
catal*tie
catal*tem

catal*catal

Factor
Tie
Tem
Catal

DF

N e e = = = T = T =N

DF

Standard
Estimate  Error
81.000931 1.923744
1.028390 1.276285
4.040343 1.276285
6.203724 1.276285
-1.833557 1.242263
2.125000 1.667631
2.938238 1.24226
11.375000 1.667631
-3.875000 1.667631
-5.191487 1.242263

Sum of
Squares
1134.162370
503.674234
2069.453363

t Value
42.15
0.81
3.17
4.86
-1.48
1.27
32.37
6.82
-2.32
-4.18

Mean

Square

Pr> [t
<.0001
0.4391
0.0101
0.0007
0.1707
0.2314
0.0396
<.0001
0.0425
0.0019

F Value

283.540593 12.74
125.918559 5.66
517.363341 23.25
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Parameter
Estimate
from Coded
Data
81.090931
1.729751
6.795856
10.434664
-5.187360
6.011889
8.312640
32.181286
-10.962856
-14.687360

Pr>F

0.0006
0.0121
<.0001



Canonical Analysis of Response Surface Based on Coded Data

Critical Value
Factor Coded Uncoded
Tie -0.604961  -1.017545
Tem -0.315222  -0.530204
Catal -0.189892  -0.319399

Predicted value at stationary point: 78.505882
Eigenvectors
e tem catal

Eigenvalues t
9.639512 -0.139545 0.942203 -0.304600
6.575268 0.797732 0.289209 0.529133
-27.776860 -0.586643  0.169152 0.791983

Stationary point is a saddle point.

Coding Coefficients for the Independent Variables

Factor Subtracted off Divided by
Tie 0 1.682000
Tem 0 1.682000
Catal 0 1.682000

466



Response Surface for Variable acti

Response Mean 60.510000
Root MSE 1.763165
R-Square 0.8918

Coefficient of Variation 2.9138

Type |

Sum
Regression DF of Squares R-Square F Value
Linear 3 244.139993 0.8498 26.18
Quadratic 3 10.056754 0.0350 1.08
Crossproduct 3 1.993750 0.0069 0.21
Total Model 9 256.190497 0.8918 9.16

Sum of Mean
Residual DF Squares Square F Value
Lack of Fit 5 27.434169 5.486834 7.51
Pure Error 5 3.653333 0.730667
Total Error 10 31.087503 3.108750
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<.0001
0.4019
0.8846
0.0009

Pr>F
0.0226



Parameter

Estimate

Standard from Coded
Parameter DF Estimate Error tValue Pr>|t| Data
Intercept 1 59.849766 0.719110 83.23 <.0001 59.849766
Tie 1 3.583007 0.477085 7.51 <.0001 6.026618
Tem 1 0.254601  0.477085 0.53 0.6052 0.428238
Catal 1 2229832  0.477085 4.67  0.0009 3.750578
tie*tie 1 0.834790  0.464367 1.80  0.1024 2.361724
tem*tie 1 -0.387500 0.623373 -0.62 0.5481 -1.096286
tem*tem 1 0.074837  0.464367 0.16  0.8752 0.211724
catal*tie 1 -0.037500 0.623373 -0.06 0.9532  -0.106092
catal*tem 1 0312500 0.623373 050 0.6270 0.884101
catal*catal 1 0.057164 0.464367 0.12  0.9045 0.161724

La funcion de respuesta de segundo orden para la variable actividad

estd dada por:
9 =59.85 + 3.5830x1 + 0.25460x%, + 2.2298x3 + 0.83479x2 +

0.07484x§ + 0.05716963% —0.38750x1x2 — 0.3750x1X3 +
0.3125x2x3
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Sum of Mean

Factor DF  Squares Square F Value
Tie 4 186.602821 46.650705  15.01
Tem 4 2.948590 0.737148 0.24
Catal 4 68.750484  17.187621  5.53

Canonical Analysis of Response Surface Based on Coded Data

Critical Value
Factor Coded Uncoded
tie -2.239518  -3.766869
tem -4.022702  -6.766185

catal -1.334673  -2.244920
Predicted value at stationary point: 49.737172

Eigenvectors
Eigenvalues tie tem catal
2.503967 0.967278 -0.244425 -0.068037
0.533638 0.214345 0.643762 0.734593
-0.302433 0.135754 0.725139  -0.675088

Stationary point is a saddle point
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Estimated Ridge of Maximum Response for Variable acti.

Coded Estimated Standard Uncoded Factor Values
Radiu  Response Error tie tem catal

0.0 59.849766 0.719110 0 0 0

0.1 60.577850 0.716758 0.144944 0.008588 0.084905
0.2 61.340962 0.711113 0.294283 0.014009 0.162376
0.3 62.140694 0.706508 0.447419 0.016216 0.232755
0.4 62.978506 0.710292 0.603774 0.015254 0.296453
0.5 63.855729 0.732300 0.762814 0.011239 0.353934
0.6 64.773554 0.782970 0.924061 0.004332 0.405681
0.7 65.733047 0.870421 1.087095  -0.005277 0.452181
0.8 66.735148 0.998480 1.251557  -0.017385 0.493905
0.9 67.780688 1.167091 1.417145  -0.031787 0.531300
1.0 68.870395 1.374138 1.583607  -0.048283 0.564784

Coding Coefficients for the Independent Variables

Factor Subtracted off  Divided by

tie 0 1.682000
tem 0 1.682000
catal 0 1.682000
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Response Surface for Variable acti

Response Mean 60.510000
Root MSE 1.763165
R-Square 0.8918
Coefficient of Variation 2.9138

Sum of Squared Residuals 31.087502811

Predicted Residual SS (PRESS) 214.50054499

Type |
Sum
Regression DF  of Squares R-Square F Value Pr>F
Linear 3 244139993 0.8498 26.18 <.0001
Quadratic 3 10.056754 0.0350 1.08 0.4019
Crossproduct 3 1.993750 0.0069 0.21 0.8846
Total Model 9 256.190497 0.8918 9.16 0.0009
Sum of Mean
Residual DF Squares Square FValue Pr>F
Lack of Fit 5 27.434169 5.486834 7.51 0.0226
Pure Error 5 3.653333 0.730667
Total Error 10 31.087503 3.10875
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Parameter
Intercept
tie

tem

catal
tie*tie
tem*tie
tem*tem
catal*tie
catal*tem

catal*catal

Factor
tie
tem

catal

Standard
DF Estimate  Error
1 59.849766 0.719110
1 3.583007 0.477085
1 0.254601 0.477085
1 2.229832 0.477085
1 0.834790 0.464367
1 -0.387500 0.623373
1 0.074837 0.464367
1 -0.037500 0.623373
1 0.312500 0.623373
1 0.057164 0.464367

Sum of

tValue Pr>|

.23 <.0001
7.51 <.0001
0.53 0.6052
4.67 0.0009
1.80 0.1024

-0.62  0.5481
0.16 0.8752

-0.06  0.9532
050 0.6270
0.12  0.9045

Parameter
Estimate
from Coded
Data
59.849766
6.026618
0.428238
3.750578
2.361724
-1.096286
0.211724
-0.106092
0.884101
0.161724

Squares Mean Square F Value Pr>F

186.602821  46.650705
2.948590 0.737148

68.750484 17.187621
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0.24 0.9110
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Canonical Analysis of Response Surface Based on Coded Data

Critical Value
Factor Coded Uncoded
tie -2.239518  -3.766869
tem -4.022702  -6.766185

catal -1.334673  -2.244920
Predicted value at stationary point: 49.737172

Eigenvectors
Eigenvalues tie tem catal
2.503967 0.967278 -0.244425 -0.068037
0.533638 0.214345 0.643762 0.734593
-0.302433 0.135754 0.725139  -0.675088
Stationary point is a saddle point.
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The RSREG Procedure
Estimated Ridge of Minimum Response for Variable acti

Coded Estimated Standard Uncoded Factor Values
Radius Response Error tie tem catal
0 59.849766 0.719110 0 0 0

1.000000  54.098618 1.374222 -1.109921  -0.162139  -1.253360
2.000000  49.976093 5.168808  -1.569762 0.081801  -2.974164
3.000000  46.276617  11.710653  -1.597487 0.997132  -4.681440
4.000000  42.361802  20.898136  -1.462415 2.172146  -6.197508
5.000000  38.001146  32.718620  -1.276700 3.404441  -7.583398
6.000000  33.113897  47.168983  -1.071868 4.647460  -8.893856
7.000000 27.666142  64.248142  -0.858212 5.890554  -10.158342
8.000000  21.641204  83.955641  -0.639850 7.131296  -11.392943
0.000000  15.029895 106.291260  -0.418709 8.369367  -12.607038
10.000000 7.826718 131.254879  -0.195798 9.605004  -13.806446
11.000000 0.028174  158.846435 0.028305  10.838555  -14.994964
12.000000  -8.368076 189.065884 0.253249  12.070351  -16.175177
13.000000 -17.363656 221.913202 0.478806  13.300678  -17.348910
14.000000 -26.959730 257.388368 0.704825  14.529772  -18.517485
15.000000 -37.157158 295.491379 0.931201  15.757828  -19.681886
16.000000 -47.956585 336.222221 1.157856  16.985001  -20.842861
17.000000 -59.358506 379.580888 1.384735  18.211422  -22.000988
18.000000 -71.363310 425.567376 1611796  19.437195 -23.156722
19.000000 -83.971304 474.181683 1.839008  20.662408  -24.310424
20.000000 -97.182733 525.423805 2.066344  21.887133  -25.462388
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12.8 Ejercicios

12.1 Se realizé un experimento en donde se us6 un factorial 32 y los

resultados son los siguientes.

A B Y
-1 -1 10
-1 0 20
-1 1 30
0 -1 20
0 0 20
0 1 20
1 -1 30
1 0 20
1 1 10

a) Construya e interprete la grafica de la superficie.

b) ¢Sugiere la grafica que algo esta sesgado? Expligue.

12.2 Usando un software apropiado (MINITAB o JMP) construya un
disefio uniforme para cuatro factores en 16 corridas (combinaciones)
usando (-2, 2) el rango de los factores. Compare estos resultados con
los correspondientes DCC (rotables) de 16 corridas para cuatro factores.

Comente.

12.3 Considere que un investigador usa un DCC para tres factores,

utilizando un disefio 2° para la parte factorial y cinco puntos centrales.
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Los punto centrales fueron usados para estimar o, que fue mucho mas
pequefio que el estimador obtenido de todos los grados de libertad
obtenido para obtener el estimador. Explique una posible razén de esta

discrepancia.

12.4 En su articulo, Allen et al. (2000) describieron un escenario en el
cual los ingenieros decidieron usar un método de superficie de respuesta
para seleccionar los parametros del disefio, en la ausencia de “modelos
de ingenieria adecuados”. Un DCC fue esquematizado ya que requerian
25 corridas y la administracion estuvo dispuesta a garantizar recursos
para desarrollar 12 corridas experimentales. En su lugar fue usado un

disefio de bajo costo con 14 corridas y sus caracteristicas son:

Corrida 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
A -5 1 -1 1 00 00 -5 -1 1 -1 00 5 5 5
B -1 1 1 -1 0 1 -1 0 1 1 0O -5 -5 -5
C -5 -1 1 -5 00 00 -500 -1 -1 -1 5 5 5
D 1 1 1 -5 00 00 -5 00 -1 -1 -1 5 5 5

a) ¢Es este un numero suficiente de puntos del disefio para ajustar un
modelo de segundo orden con cuatro factores? Explique.

b) ¢Cuales son las propiedades del disefio? Especificamente, ¢hay
algunos efectos que pueden ser estimados ortogonalmente? ;Hay
algunos efectos para los cuales la correlacién entre los efectos

estimados es indeseable? Explicar.
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c) ¢Recomendaria usted que este disefio sea usado? Explicar.

12.5 En el articulo citado en el ejercicio anterior el autor también dio
los resultados de un estudio con 12 corridas experimentales con el

mismo disefio anterior. Los resultados fueron:

Hileras 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
A 1.25 2.0 1.0 2.0 1.5 15 125 10 2.0 1.0 15 175
B 1.7 2.1 2.1 1.7 1.9 2.1 1.7 1.9 2.1 2.1 1.9 1.8
C 125 10.0 200 125 100 150 200 150 200 100 150 175
D 10.0 10.0 100 625 750 750 625 750 50 5.0 50 875
Y 5595 101.76 101.23 52.93 59.93 80.54 60.87 72.02 102.7 51.36 59.42 81.94

a). Note que los valores de disefio en las unidades originales no estan
codificadas. Convertirlas a unidades codificadas.

b) ¢Puede un modelo de segundo orden completo ser ajustado a estos
datos? Si no, ¢como podemos procesarlos para determinar el estimador
de los efectos?

c) Los autores ajustaron un modelo con 10 términos ¢cdémo
determinarias los efectos significativos? ¢Usarias un ANVA u otra
aproximacion?

d) Dos de los términos del modelo ajustado por los autores fueron A'y
A%A. Calcular la correlacion entre los términos establecidos para A.
Ahora restar la media de A de cada valor de Ay calcular la correlacion
entre los valores medios centrados y los cuadrados de estos valores.

Comentar ¢Seria recomendado hacer esto?
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e) ¢Recomendaria que un disefio diferente sea usado, que fuera mas

econdmico que este? Explicar.

12.6 Enliste los puntos del disefio para un DCC inscrito para cuatro
factores (Es rotable el disefio? Explicar. Si no, ;el disefio se podria
hacer rotable? Explique.

12.7 ;Cual seria la motivacion para hacer un disefio CCI en lugar de un
DCC estandar?

12.8 Explique porqué una grafica de superficie construida de un DCC

con cuatro factores por lo general no representa la superficie verdadera.

12.9 Asuma que k = 3 y se construye una region de confianza sobre un
punto que aparentemente es un optimo. Explicar porque es llamada una
region en lugar de un intervalo ¢(Qué influenciaria el tamafio de la

region?

12.10 Si estuvieras determinando los factores significativos de un gran
grupo para determinar la combinacién Optima de niveles de estos
factores, para maximizar la respuesta, ¢ Iniciaria con un disefio de tres

niveles o con un disefio de dos niveles? Explicar.
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12.11 Explique porqué el método de pendiente ascendente no se puede

aplicar a modelos ajustados que contienen un término de interaccion.

12.12 Asuma que un disefio Draper-Lin para cuatro factores es usado
en un estudio y los valores de las respuestas son: 10.2, 10.7, 11.5, 12.6,
13.4, 12.2, 15.1, 10.9, 11.9, 11.3, 12.2, 14.1, 15.8, 13.6, 13.9, 15.0.
Ajuste el modelo de segundo orden y compare los errores estandares de

los estimadores ¢Es la diferencia en precision de alguna consecuencia?

12.13 Considere un DCC completo para 5 factores con 48 puntos: 32
puntos del factorial, 10 puntos axiales y 6 puntos centrales. Calcular la
correlacion entre las columnas de efectos cuadraticos, hacer lo mismo
para una mitad del DCC para el mismo nimero de factores con 32
puntos: 16 del factorial, 10 puntos axiales y 6 puntos centrales.

Compare los dos conjuntos de coeficientes de correlacion y comente.

12.14 Considere un experimento con 5 factores.

a) Obtenga una % fraccion apropiada del factorial 2° para ajustar un
modelo de primer orden.

b) Para el disefio seleccionado en el inciso anterior bosqueje la tabla del

ANVA asumiendo que cada punto del disefio se repite dos veces.
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c) Suponga que es necesario correr el experimento en bloques de
tamario 8. Escriba un plan apropiado y defina el modelo lineal asociado
y bosqueje la tabla del ANVA.

12.15 Considere un disefio simple con 4 factores.
a) Defina explicitamente la matriz D del modelo del disefio.
b) Bosqueje la tabla del ANVA con r =2 repeticiones para cada punto

del disefio.

12.16 Considere un DCC para un experimento con 5 factores. Muestre
que con una ¥ fraccion de resolucion V del disefio 2° como la parte
factorial se pueden estimar todos los efectos lineales, cuadréatico y lineal

X lineal.

12.17 Los siguientes datos fueron recolectados para examinar una

superficie de respuesta:

Observ. 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
X1 -1 1 -1 1 -2 2 0 0 0 0 0
X2 -1 -1 1 1 0 0 -2 2 0 0 0

Y 52 45 48 55 47 52 36 44 49 54 42

a) Ajuste un modelo de segundo orden a los datos y establezca el punto
estacionario.

b) Determine los eigen valores de B y describa la superficie.
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c) Use el método del andlisis ridge (cordillera) para definir la respuesta
y su localizacion como una funcién del radio de un circulo cerca del

origen.
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ANEXOS

Anexo A. Puntos porcentuales de la distribucién t

N A 40 .25 .10 .05 .025 .01 .005 .0025 .001 .0005
1 |.325 1000 3078 6.314 12706 31.821 63.657 127.32 31831 636.62
2 |.289 816 1886 2920  4.303 6.965 9.925 14.089 23.326  31.598
3 |.277 765 1636 1353 3.182 4541 5.841 7.453  10.213  12.924
4 | 2711 741 1533 2132 2.776 3.747 4.604 5.598 7.173 8.610
5 | 267 .727 1476 2.015 2.571 3.365 4.032 4773 5.893 6.869
6 | .265 .727 1440 1.943 2.447 3.143 3.707 4317 5.208 5.959
7 | .263 711 1415 1.895 2.365 2.998 3.499 4.019 4.785 5.408
8 | 262 706 1397 1.860 2.306 2.896 3.355 3.833 4.501 5.041
9 | .261 .703 1383 1.833 2.262 2.821 3.250 3.690 4.297 4.781
10 | .260 .700 1.372 1.812 2.228 2.764 3.169 3.581 4.144 4.587
11 | 260 .697 1.363 1.796 2.201 2.718 3.106 3.497 4.025 4.437
12 | 259 695 135 1.782 2.179 2.681 3.055 3.428 3.930 4318
13 | 259 694 1350 1771 2.160 2.650 3.012 3.372 3.852 4221
14 | 258 692 1345 1761 2.145 2.624 2977 3.326 3.787 4.140
15 | 258 691 1.341 1.753 2.131 2.602 2.947 3.286 3.733 4.073
16 | .258 .690 1.337 1.746 2.120 2.583 2921 3.252 3.686 4.015
17 | 257 689 1.333 1.740 2.110 2.567 2.898 3.222 3.646 3.965
18 | 257 .688 1.330 1.736 2.101 2.552 2.878 3.197 3.610 3.922
19 | 257 688 1328 1.729 2.093 2.539 2.861 3.174 3.579 3.883
20 | .257 687 1325 1.725 2.086 2.528 2.845 3.153 3.552 3.850
21 | .257 686 1323 1.721 2.080 2.518 2.831 3.135 3.527 3.819
22 | .25 .686 1.321 1.717 2.074 2.508 2.819 3.119 3.505 3.792
23 | .256 .685 1.319 1.714  2.069 2.500 2.807 3.104 3.485 3.767
24 | 256 685 1.318 1.711 2.064 2.492 2.797 3.091 3.467 3.745
25 | .25 .684 1316 1.708 2.060 2.485 2.787 3.078 3.450 3.725
26 | .256 .684 1315 1.706 2.056 2.479 2.779 3.067 3.435 3.707
27 | 256 .684 1314 1.703 2.052 2.473 2771 3.057 3.421 3.690
28 | ;256 .683 1.313 1.701 2.048 2.467 2.763 3.047 3.408 3.674
29 | 256 .683 1.311 10699  2.045 2.462 2.756 3.038 3.396 3.659
30 | .256 .683 1.310 1.697 2.042 2.457 2.750 3.030 3.385 3.646
40 | .255 681 1303 1.684  2.021 2.423 2.704 2971 3.307 3.551
60 | .254 679 1296 1.671 2.000 2.390 2.660 2.915 3.232 3.460

120 | .254 677 1.289 1.658 1.980 2.358 2.617 2.860 3.160 3.373
o |.253 674 1282 1.645 1.960 2.326 2.576 2.807 3.090 3.291

v= grados de libertad
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Anexo B. Puntos porcentuales de la distribucion y?

y X 0.995 0.990 0.975 0.950 0.500 0.050 0.025 0.010 0.005
1 0.00 0.00 0.00 0.00 0.45 3.84 5.02 6.63 7.88

2 0.01 0.02 0.05 0.10 1.39 5.99 7.38 9.21 10.60
3 0.07 0.11 0.22 0.35 2.37 7.81 9.35 11.34 12.84
4 0.21 0.30 0.48 0.71 3.36 9.49 11.14 13.28 14.86
5 0.41 0.55 0.83 1.15 4.35 11.07 12.38 15.09 16.75
6 0.68 0.87 1.24 1.64 5.53 12.59 14.45 16.81 18.55
7 0.99 1.24 1.69 2.17 6.35 14.07 16.01 18.48 20.28
8 1.34 1.65 2.18 2.73 7.34 15.51 17.53 20.09 21.96
9 1.73 2.09 2.70 3.33 8.34 16.92 19.02 21.67 23.59
10 2.16 2.56 3.25 3.94 9.34 18.31 20.48 23.21 25.19
11 2.60 3.05 3.82 4.57 10.34 19.68 21.92 24.72 26.76
12 3.07 3.57 4.40 5.23 11.34 21.03 23.34 26.22 28.30
13 3.57 411 5.01 5.89 12.34 22.36 24.74 27.69 29.82
14 4.07 4.66 5.63 6.57 13.34 23.68 26.12 29.14 31.32
15 4.60 523 6.27 7.26 14.34 25.00 27.49 30.58 32.80
16 5.14 5.81 6.91 7.96 15.34 26.30 28.85 32.00 34.27
17 5.70 6.41 7.56 8.67 16.34 27.59 30.19 33.41 35.72
18 6.26 7.01 8.23 9.39 17.34 28.87 31.53 34.81 37.16
19 6.84 7.63 8.91 10.12 18.34 30.14 32.85 36.19 38.58
20 7.43 8.26 9.59 10.85 19.34 31.41 34.17 37.57 40.00
25 10.52 11.52 13.12 14.61 24.34 37.65 40.65 4431 46.93
30 13.79 14.95 16.79 18.49 29.34 43.77 46.98 50.89 53.67
40 20.71 22.16 24.43 26.51 39.34 55.76 59.34 63.69 66.77
50 27.99 29.11 32.36 34.76 49.33 67.50 71.42 76.15 79.49
60 35.53 37.48 40.48 43.19 59.33 79.08 83.30 88.38 91.95
70 43.28 45.44 48.76 51.74 69.33 90.53 95.02 10042  104.22
80 551.17 53.54 57.15 60.39 79.33 101.88  106.63  112.33  116.32
90 59.20 61.75 65.65 69.13 89.33 11314 11814 12412  138.30
100 67.33 70.06 74.22 77.93 99.33 12434 12956 13581  140.17

v = grados de libertad
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Anexo C. Areas bajo la curva normal

z 00 | 01 | 02 | .03 ] 04 [ 05 [ 06 [ 07 08 09
-34 | 0003 0003 0003 0003 .0003 .0003 .0003 .0003 .0003  .0002
-3.3 | 0005 0005 0005 0005 .0005 .0004 .0004 .0004 .0004  .0003
-3.2 | 0007 0007 0006 0006 .0006 .0006 .0006 .0005 .0005 .0005
-31 | 0010 0009 0009 0009 .0008 .0009 .0008 .0008  .0007  .0007
-30 [ 0013 0013 0013 0012 .0012 .0011 .0011 0011 0010  .0010
-29 [ 0019 0018 0017 0017 .0016 .0016 .0015 .0015 0014 .0014
-28 | 0026 0025 0024 0023 0023 .0022 .0021 .0021 0020  .0019
-27 | 0035 0034 0033 0032 0031 .0030 .0029 .0028 0027  .0026
-26 | 0047 0045 0044 0043 0041 0040 .0039 0038 0037  .0036
-25 | 0062 0060 0059 0057 .0055 .0054 .0052 .0051 .0049  .0048
-24 | 0082 0080 0078 0075 .0073 .0071 .0069 .0068 .0066  .0064
-23 | 0107 0104 0102 0099 0096 .0094 .0091 .0089 .0087  .0084
-22 | 0139 0136 01382 0129 0125 0122 0119 .0116 0113 .0110
-21 | 0179 0174 0170 0166 .0162 0158 0154 .0150 0146 .0143
-20 | 0228 0222 0217 0212 0207 0202 0197 .0192 0188  .0183
-19 | 0287 0281 0274 0268 0262 .0256 .0250 .0244 0239  .0233
-18 | 0359 0352 0344 0336 .0329 .0322 .0314 0307 0301 .0294
-17 | 0446 0436 0427 0418 0409 0401 0392 0384 0375 .0367
-16 | 0548 0537 0526 0516 .0505 .0495 .0485 0475 0465 .0455
-15 | 0668 0655 0643 0630 0618 .0606 .0504 0582 0571  .0559
-14 | 0808 0793 0778 0764 0749 0735 0722 .0708 0694  .0681
-13 | 0968 0951 0934 0918 0901 .0885 .0869 .0853 0838  .0823
-12 | 1151 1181 1112 1093 1075 1056 .1038 .1020 1003  .0985
-11 | 1357 1335 1314 1202 1271 1251 1230 1210 1190 1170
-10 | 1587 1562 1539 1515 1492 1469 1446 1423 1401 01379
-09 | 1841 1814 1788 1762 1736 1711 1685 .1660 .1635 1611
-08 | 2119 2090 2061 2033 .2005 .1977 1949 1922 1894 1867
-0.7 | 2420 2389 2358 2327 2296 2266 .2236 .2206 2177 2148
-06 | 2743 2709 2676 2643 2611 2578 2546 2514 .2483 2451
-05 | 3085 3050 3015 2081 2046 2912 2877 2843 2810 .2776
-04 | 3446 3409 3372 3336 3300 3264 3228 3192 3156 .3121
-03 | 3821 3783 3745 3707 3669 3632 3504 3557 3520 .3483
-02 | 4207 4168 4129 4090 4052 4013 3974 3936 3897 3859
-0.1 | 4602 4562 4522 4483 4443 4404 4364 4325 4286 4247
-00 | 5000 4960 4920 4880 4840 4801 4761 4721 4681 4641
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z .00 01 | .02 03 | 04 | 05 | .06 [ .07 [ .08 .09
0.0 | 5000 5040 5080 .5120 5160 .5199 5239 5279 5319  .5359
0.1 | 5398 5438 5478 5517 5557 5596 5636 .5675 .5714 5753
02 | 5793 5832 5871 5910 5948 5987 6026 .6064 .6103  .6141
03| 6179 6217 6255 6293 6331 .6368 .6406 .6443 6480 06517
0.4 | 6554 6591 .6628 .6664 .6700 .6736 .6772 .6808 .6844  .6879
05 | .6915 .6950 .6985 .7019 .7054 .7088 .7123 .7157 .7190  .7224
0.6 | .7257 7291 7324 7357 .7389  .7422 7454 7486 .7517  .7549
07 | 07580 7611 7642 7673 7704 7734 7764 7794 7823  .7852
08 | .7881  .7910 .7939 7967 .7995 .7023 .8051 .8078 .8106  .8133
09 | 8159 8186 .8212 .8238 .8264 .8289 .8315 .8340 .8365  .8389
10 | 8413 8438 8461 .8485 8508 .8531 .8554 .8577 .8599  .8621
11 | 8643 8665 .8686 .8708 .8729 .8749 8770 .8790 .8810  .8830
12 | 8849 8869 .8888 .8907 .8925 .8944 8962 .8980 .8997  .9015
13| 9032 9049 9066 .9082 .9099 .9115 9131 9147 9162  .9177
14 | 9192 9207 9222 9236 .9251 9265 .9278 .9292 9306  .9319
15| 9332 9345 9357 9370 .9382 .9394 9406 .9418 9429  .9441
16 | 9452 9463 9474 9484 9495 9505 9515 .9525 9535  .9545
17 | 9554 9564 9573 9582 9591 .9599 9608 .9616 .9625  .9633
1.8 | 9641 9649 9656 .9664 .9671 .9678 9686 .9693 .9699  .9706
19 | 9713 9719 9726 9732 9738 9744 9750 9756 9761  .9767
20 | 9772 9778 9783 9788 9793 .9798 .9803 .9808 .9812  .9817
21| 9821 9826 .9830 .9834 .9838 .9842 9846 .9850 .9854  .99857
22 | 9861 9864 9868 9871 .9875 .9878 .9881 .9884  .9887  .9890
23| 9893 9896 .9898 9901 .9904 .9906 .9909 .9911 .9913  .9916
24 | 9918 9920 9922 9925 9927 .9929 9931 9932 9934  .9936
25| 9938 9940 9941 9943 9945 9946 9948 9949 9951  .9952
26 | 9953 9955 9956 .9957 .9959 .9960 .9961 .9962 .9963  .9964
27 | 9965 9966 .9967 9968 .9969 .9970 .9971 .9972 9973  .9974
28 | 9974 9975 9976 9977 .9977 .9978 9979 .9979 9980  .9981
29 | 9981 9982 9982 9983 .9984 9984 9985 9985 9986  .9986
30 | 9987 9987 9987 9988 9988  .9989 9989  .9989 .9990  .9990
31 | 9990 9991 .9991 9991  .9992 9992 9992 .9992 9993  .9993
32 | 9993 9993 9994 9994 9994 9994 9994 9995 9995  .9995
33| 9995 9995 9995 9996 .9996 .9996 .9996 .9996 .9996  .9997
34 | 9997 9997 9997 .9997 9997 .9997 9997 .9997 .9997  .9998
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Anexo D. Puntos porcentuales de la distribucion F
FO.OSJ’I,VZ

V.
g 2 3 4 5 6 7 8 9 10 12 15 20 24 30 40 60 | 120 0

$

161.4 199.5 215.7 224.6 230.2 234.0 236.8 238.9 240.5 241.9 2349 2459 248.0 249.1 250.1 251.1 252.2 253.3 254.3

18.51 19.00 19.16 19.25 19.30 19.33 19.35 19.37 19.38 19.40 19.41 19.43 19.45 19.45 19.46 19.47 19.48 19.49 19.50

10.13 955 928 912 901 894 889 885 881 879 874 870 866 864 862 859 857 855 853

771 694 659 639 626 616 609 6.04 6.00 59 591 586 580 577 575 572 569 566 563

6.61 579 541 519 505 495 488 482 477 474 468 462 456 453 450 446 443 440 436

599 514 476 453 439 428 421 415 410 406 400 394 387 384 381 377 374 370 367

559 474 435 412 397 387 379 373 368 364 357 351 344 341 338 334 330 327 323

532 446 407 384 369 358 350 344 339 335 328 322 315 312 3.08 304 301 297 293

O 0| N o af | W N =

512 426 386 363 348 337 329 323 318 314 307 301 294 290 286 283 279 275 271

[
o

496 410 371 348 333 322 314 307 302 298 291 285 277 274 270 266 262 258 254

11 |484 398 359 336 320 309 301 295 290 285 279 272 265 261 257 253 249 245 240

12 (475 389 349 326 311 3.00 291 285 280 275 269 262 254 251 247 243 238 234 230

13 |467 381 341 318 3.03 292 283 277 271 267 260 253 246 242 238 234 230 225 221

14 1460 374 334 311 296 285 276 270 265 260 253 246 239 235 231 227 222 218 213

15 (454 368 329 306 290 279 271 264 259 254 248 240 233 229 225 220 216 211 207

16 |449 363 324 301 285 274 266 259 254 249 242 235 228 224 219 215 211 206 201

17 |445 359 320 296 281 270 261 255 249 245 238 231 223 219 215 210 206 201 196

18 |441 355 316 293 277 266 258 251 246 241 234 227 219 215 211 206 202 197 192

19 (438 352 313 290 274 263 254 248 242 238 231 223 216 211 207 203 198 193 188

20 |435 349 310 287 271 260 251 245 239 235 228 220 212 208 204 199 195 190 184
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1.25

3.84

3.00

2.60

2.37

221
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1.94
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504




Anexo E. Puntos porcentuales de la distribucion F

FO.OZS, vlv2

Vi

<
N

10
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20

24

30

40

60

120

647.8

799.5
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948.2
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517

5.12

5.07

5.01

4.96
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4.85

8.07

6.54
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5.52

5.29

5.12

4.99

4.90

4.82

4.76

4.67

4.57

4.47

4.42

4.36

431

4.25

4.20

4.14

7.57

6.06

5.42

5.05

4.82

4.65

4.53

4.43

4.36

4.30

4.20

4.10

4.00

3.95

3.89

3.84

3.78

3.73

3.67

O 0| N o af | W N =

7.21

571

5.08

4.72

4.48

4.32

4.20

4.10

4.03

3.96

3.87

3.77

3.67

3.61

3.56

351

3.45

3.39

3.33

[
o

6.94

5.46

4.83

4.47

4.24

4.07

3.95

3.85

3.78

3.72

3.62

3.52

3.42

3.37

331

3.26

3.20

3.14

3.08

11

6.72

5.26

4.63

428

4.04

3.88

3.76

3.66

3.59

3.53

3.43

3.33

3.23

3.17

3.12

3.06

3.00

294

2.88

12

6.55

5.10

4.47

4.12

3.89

3.73

3.61

351

3.44

3.37

3.28

3.18

3.07

3.02

2.96

291

2.85

2.79

2.72

13

6.41

4.97

4.35

4.00

3.77

3.60

3.48

3.39

331

3.25

3.15

3.05

2.95

2.89

2.84

2.78

2.72

2.66

2.60

14

6.30

4.86

4.24

3.89

3.66

3.50

3.38

3.29

3.21

3.15

3.05

2.95

2.84

2.79

2.73

2.67

2.61

2.55

2.49

15

6.20

4.77

4.15

3.80

3.58

341

3.29

3.20

3.112 3.06

2.96

2.86

2.76

2.70

2.64

2.59

2.52

2.46

2.40

16

6.12

4.69

4.08

3.73

3.50

3.34

3.22

3.12

3.05

2.99

2.89

2.79

2.68

2.63

2.57

251

2.45

2.38

2.32

17

6.04

4.62

4,01

3.66

3.44

3.28

3.16

3.06

2.98

2.92

2.82

2.72

2.62

2.56

2.50

244

2.38

2.32

2.25

18

5.98

4.56

3.95

3.61

3.38

3.22

3.10

3.01

2.93

2.87

2.77

2.67

2.56

2.50

2.44

2.38

2.32

2.26

2.19

19

5.92

4.51

3.90

3.56

3.33

3.17

3.05

2.96

2.88

2.82

2.72

2.62

251

2.45

2.39

2.33

2.27

2.20

2.13

20

5.87

4.46

3.86

351

3.29

3.13

3.01

291

2.84

2.77

2.68

2.57

2.46

241

2.35

2.29

2.22

2.16

2.09
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21

5.83

4.42

3.82

3.48

3.25

3.09

2.97

2.87

2.80

2.73

2.64

2.53

2.42

2.37

231

2.25

2.18

211

2.04

22

5.79

4.38

3.78

3.44

3.22

3.05

2.93

2.84

2.76

2.70

2.60

2.50

2.39

2.33

2.27

221

2.14

2.08

2.00

23

5.75

4.35

3.75

3.41

3.18

3.02

2.90

2.81

2.73

2.67

2.57

2.47

2.36

2.30

2.24

2.18

211

2.04

1.97

24

5.72

4.32

3.72

3.38

3.15

2.99

2.87

2.78

2.70

2.64

2.54

244

2.33

2.27

221

2.15

2.08

2.01

1.94

25

5.69

4.29

3.69

3.35

3.13

2.97

2.85

2.75

2.68

2.61

251

241

2.30

2.24

2.18

212

2.05

1.98

191

26

5.66

4.27

3.67

3.33

3.10

2.94

2.82

2.73

2.65

2.59

2.49

2.39

2.28

2.22

2.16

2.09

2.03

1.95

1.88

27

5.63

4.24

3.65

331

3.08

2.92

2.80

271

2.63

2.57

2.47

2.36

2.25

2.19

2.13

2.07

2.00

1.93

1.85

28

5.61

422

3.63

3.29

3.06

2.90

2.78

2.69

2.61

2.55

2.45

2.34

2.23

217

211

2.05

1.98

1.91

1.83

29

5.59

4.20

3.61

3.27

3.04

2.88

2.76

2.67

2.59

2.53

2.43

2.32

221

2.15

2.09

2.03

1.96

1.89

1.81

30

5.57

4.18

3.59

3.25

3.03

2.87

2.75

2.65

2.57

251

241

2.31

2.20

2.14

2.07

2.01

1.94

1.87

1.79

40

5.42

4.05

3.46

3.13

2.90

2.74

2.62

2.53

2.45

2.39

2.29

2.18

2.07

2.01

1.94

1.88

1.80

1.72

1.64

60

5.29

3.93

3.34

3.01

2.79

2.63

2.51

241

2.33

2.27

2.17

2.06

1.94

1.88

1.82

1.74

1.67

1.58

1.48

120

5.15

3.80

3.23

2.89

2.67

2.52

2.39

2.30

2.22

2.16

2.05

1.94

1.82

1.76

1.69

1.61

1.53

1.43

131

5.02

3.69

3.12

2.79

2.57

241

2.29

2.19

211

2.05

1.94

1.83

1.71

1.64

157

1.48

1.39

1.27

1.00
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Anexo F. Puntos porcentuales de la distribucién F

Foovvv2
VV1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 12 15 20 24 30 40 60 | 120 0
2
1 |4052 4999.5 5403 5625 5764 5859 5928 5982 6022 6056 6106 6157 6209 6235 6261 6287 6313 6339 6366
2 19850 99.00 99.17 99.25 99.30 99.33 99.36 99.37 99.39 99.40 99.42 99.43 99.45 99.46 99.47 99.47 99.48 99.49 99.50
3 |34.12 30.82 2946 28.71 2824 2791 27.67 27.49 27.35 27.23 27.05 26.87 26.69 26.00 26.50 226.41 26.32 26.22 26.13
4 12120 18.00 16.69 15.98 1552 1521 1498 14.80 14.66 1455 1437 1420 14.02 13.93 13.84 13.75 13.65 13.56 13.46
5 |16.26 13.27 12.06 11.39 10.97 10.67 10.46 10.29 10.16 10.05 9.89 9.72 955 947 938 929 920 911 9.02
6 [13.75 1092 978 915 875 847 826 810 798 787 772 756 740 731 723 714 706 6.97 6.88
7 1225 955 845 785 746 719 699 684 6.72 6.62 647 631 616 6.07 599 591 582 574 565
8 |11.26 865 759 701 663 637 618 603 591 581 567 552 536 528 520 512 503 495 486
9 |1056 802 699 642 606 580 561 547 535 526 511 496 481 473 465 457 448 440 431
10 [10.04 756 655 599 564 539 520 506 494 485 471 456 441 433 425 417 408 4.00 391
11 |965 721 622 567 532 507 489 474 463 454 440 425 410 402 394 38 378 369 3.60
12 933 691 595 541 506 482 464 450 439 430 416 401 386 378 370 362 354 345 336
13 [9.07 670 574 521 486 462 444 430 419 410 396 382 366 359 351 343 334 325 317
14 |886 651 556 504 469 446 428 4014 403 394 380 366 351 343 335 327 318 3.09 3.00
15 [868 6.36 542 489 456 432 414 400 389 380 367 352 337 326 321 313 3.05 296 287
16 (853 623 529 477 444 420 403 389 378 369 355 341 326 318 310 3.02 293 284 275
17 [840 6.11 518 467 434 410 393 379 368 359 346 331 316 3.08 300 292 283 275 265
18 (829 601 509 458 425 401 384 371 360 351 337 323 308 300 292 294 275 266 257
19 (818 593 501 450 417 394 377 363 352 343 330 315 3.00 292 284 276 267 258 249
20 (810 585 494 443 410 387 370 356 346 337 323 309 294 286 278 269 261 252 242

507




21 |802 578 487 437 404 381 364 351 340 331 317 303 288 280 272 264 255 246 236
22 |795 572 482 431 399 376 359 345 335 326 312 298 283 275 267 258 250 240 231
23 |788 566 476 426 394 371 354 341 330 321 307 293 278 270 262 254 245 235 226
24 |782 561 472 422 390 367 350 336 326 317 303 289 274 266 258 249 240 231 221
25 |7.77 557 468 418 385 363 346 332 322 331 299 285 270 262 254 245 236 227 217
26 |7.72 553 464 414 382 359 342 329 318 3.09 296 281 266 258 250 242 233 223 213
27 |768 549 460 411 378 356 339 326 315 3.06 293 278 263 255 247 238 229 220 210
28 |7.64 545 457 407 375 353 336 323 312 303 290 275 260 252 244 234 226 217 2.06
29 |760 542 454 404 373 350 333 320 3.09 300 287 273 257 249 241 233 223 214 203
30 |756 539 451 402 370 347 330 317 307 298 284 270 255 247 239 230 221 211 201
40 |7.31 518 431 383 351 329 312 299 289 280 266 252 237 229 220 211 202 192 180
60 [7.08 498 413 365 334 312 295 282 272 263 250 235 220 212 203 194 184 173 160
120(6.85 479 395 348 317 296 279 266 256 247 234 219 203 195 18 176 166 153 1.38
o |6.63 461 178 332 302 280 264 251 241 232 218 204 188 179 170 159 147 132 1.00
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Tabla G.

1 1+r
Valores de = In (—)
2 1-r

0.000 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006 0.007

0.008

0.009

0.000

0.000

0.0010

0.0020

0.0030

0.0040

0.0050

0.0060

0.0070

0.0080

0.0090

0.010

0.0100

0.0110

0.0120

0.0130

0.0140

0.0150

0.0160

0.0170

0.0180

0.0190

0.020

0.0200

0.0210

0.0220

0.0230

0.0240

0.0250

0.0260

0.0270

0.0280

0.0290

0.030

0.0300

0.0310

0.0320

0.0330

0.0340

0.0350

0.0360

0.0370

0.0380

0.0390

0.040

0.0400

0.0410

0.0420

0.0430

0.0440

0.0450

0.0460

0.0470

0.0480

0.0490

0.050

0.0501

0.0511

0.0521

0.0531

0.0541

0.0551

0.0561

0.0571

0.0581

0.0591

0.060

0.0601

0.0611

0.0621

0.0631

0.0641

0.0651

0.0661

0.0671

0.0681

0.0691

0.070

0.0701

0.0711

0.0721

0.0731

0.0741

0.0751

0.0761

0.0771

0.0781

0.0791

0.080

0.0802

0.0812

0.0822

0.0832

0.0842

0.0852

0.0862

0.0872

0.0882

0.0892

0.090

0.0902

0.0912

0.0922

0.0933

0.0943

0.0953

0.0963

0.0973

0.0983

0.0993

0.100

0.1003

0.1013

0.1024

0.1034

0.1044

0.1054

0.1064

0.1074

0.1084

0.1094

0.110

0.1105

0.1115

0.1125

0.1135

0.1145

0.1155

0.1165

0.1175

0.1185

0.1195

0.120

0.1206

0.1216

0.1226

0.1236

0.1246

0.1257

0.1267

0.1277

0.1287

0.1297

0.130

0.1308

0.1318

0.1328

0.1338

0.1348

0.1358

0.1368

0.1379

0.1389

0.1399

0.140

0.1409

0.1419

0.1430

0.1440

0.1450

0.1460

0.1470

0.1481

0.1491

0.1501

0.150

0.1511

0.1522

0.1532

0.1542

0.1552

0.1563

0.1573

0.1583

0.1593

0.1604

0.160

0.1614

0.1624

0.1634

0.1644

0.1655

0.1665

0.1676

0.1686

0.1696

0.1708

0.170

0.1717

0.1727

0.1737

0.1748

0.1758

0.1768

0.1779

0.1789

0.1799

0.1810

0.180

0.1820

0.1830

0.1841

0.1851

0.1861

0.1872

0.1882

0.1892

0.1903

0.1913

0.190

0.1923

0.1934

0.1944

0.1954

0.1965

0.1975

0.1986

0.1996

0.2007

0.2017

0.200

0.2027

0.2038

0.2048

0.2059

0.2069

0.2079

0.2090

0.2100

0.2111

0.2121

0.210

0.2132

0.2142

0.2153

0.2163

0.2174

0.2184

0.2194

0.2205

0.2215

0.2228

0.220

0.2237

0.2247

0.2258

0.2268

0.2279

0.2289

0.2300

0.2310

0.2321

0.2331

0.230

0.2342

0.2353

0.2363

0.2374

0.2384

0.2395

0.2405

0.2416

0.2427

0.2437

0.240

0.2448

0.2458

0.2469

0.2480

0.2490

0.2501

0.2511

0.2522

0.2533

0.2543

0.250

0.2554

0.2565

0.2575

0.2586

0.2597

0.2608

0.2618

0.2629

0.2640

0.2650

0.260

0.2661

0.2672

0.2682

0.2693

0.2704

0.2715

0.2726

0.2736

0.2747

0.2758

0.270

0.2769

0.2779

0.2790

0.2801

0.2812

0.2823

0.2832

0.2844

0.2855

0.2866

0.280

0.2877

0.2888

0.2898

0.2909

0.2920

0.2931

0.2942

0.2953

0.2964

0.2975

0.290

0.286

0.2997

0.3008

0.3019

0.3029

0.3040

0.3051

0.3062

0.3073

0.3084

0.300

0.3095

0.3106

0.3117

0.3128

0.3139

0.3150

0.3161

0.3172

0.3183

0.3195

0.310

0.3206

0.3217

0.3228

0.3239

0.3250

0.3261

0.3272

0.3283

0.3294

0.3305

0.320

0.3317

0.3328

0.3339

0.3350

0.3361

0.3372

0.3384

0.3395

0.3406

0.3417

0.330

0.3428

0.3439

0.3451

0.3462

0.3473

0.3484

0.3496

0.3507

0.3518

0.3530

0.340

0.3541

0.3552

0.3564

0.3575

0.3586

0.3597

0.3609

0.3620

0.3632

0.3643

509



0.350

0.3654

0.3666

0.3677

0.3689

0.3700

0.3712

0.3723

0.3734

0.3746

0.3757

0.360

0.3769

0.3780

0.3792

0.3803

0.3815

0.3826

0.3838

0.3850

0.3861

0.3873

0.370

0.3884

0.3802

0.3907

0.3919

0.3931

0.3942

0.3954

0.3966

0.3977

0.3989

0.380

0.4001

0.4012

0.4024

0.4036

0.4047

0.4059

0.4071

0.4083

0.4094

0.4106

0.390

0.4118

0.4130

0.4142

0.4153

0.4165

0.4177

0.4189

0.4201

0.4213

0.4225

0.400

0.4236

0.4248

0.4260

0.4272

0.4284

0.4296

0.4308

0.4320

0.4332

0.4344

0.410

0.4356

0.4368

0.4380

0.4392

0.4404

0.4416

0.4429

0.4441

0.4453

0.4465

0.420

0.4477

0.4489

0.4501

0.4513

0.4526

0.4538

0.4550

0.4562

0.4574

0.4587

0.430

0.4599

0.4611

0.4623

0.4636

0.4648

0.4660

0.4673

0.4685

0.4697

0.4710

0.440

0.4722

0.4735

0.4747

0.4760

0.4772

0.4784

0.4797

0.4809

0.4822

0.4835

0.450

0.4847

0.4860

0.4872

0.4885

0.4897

0.4910

0.4923

0.4935

0.4948

0.4961

0.460

0.4973

0.4986

0.4999

0.5011

0.5024

0.5037

0.5049

0.5062

0.5075

0.5088

0.470

0.5101

0.5114

0.5126

0.5139

0.5152

0.5165

0.5178

0.5191

0.5204

0.5217

0.480

0.5230

0.5243

0.5256

0.5279

0.5282

0.5295

0.5308

0.5321

0.5334

0.5347

0.490

0.5361

0.5374

0.5387

0.5400

0.5413

0.5427

0.5440

0.5453

0.5466

0.5480
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1+
Tabla G. Valores de 2 In (—)
2 1-r

r 0.000 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006 0.007  0.008 0.009
0.500 05493 0.5506 0.5520 0.5533 0.5547 0.5560 0.5573 0.5587 0.5600 0.5614
0.510 05627 0.5641 0.5654 0.5668 0.5681 0.5695 0.5709 0.5722 0.5736 0.5750
0.520 05763 0.5777 0.5791 0.5805 0.5818 0.5832 0.5846 0.5860 0.5874 0.5888
0.530 05901 0.5915 0.5929 0.5943 0.5957 0.5971 0.5985 0.5999 0.6013 0.6027
0.540 0.6042 0.6056 0.6070 0.6084 0.6098 0.6112 0.6127 0.6141 0.6156 0.6170
0550 0.6184 0.6198 0.6213 0.6227 0.6241 0.6256 0.6270 0.6285 6299 0.6314
0.560 0.6328 0.6343 0.6358 0.6372 0.6387 0.6401 0.6416 0.6431 0.6446 0.6460
0.570 0.6475 0.6490 0.6505 0.6620 0.6535 0.6550 0.6565 0.6579 0.6594 0.6610
0.080 0.6625 0.640 0.6655 0.6670 0.6685 0.6700 0.6715 0.6731 0.6746 0.6761
0590 0.6777 0.6792 0.6807 0.6823 0.6838 0.6854 0.6869 0.6885 0.6900 0.6916
0.600 0.6931 0.6974 0.6963 0.6978 0.6994 0.7010 0.7026 0.7042 0.7057 0.7073
0.610 0.7089 0.7105 0.7121 0.7137 0.7153 0.7169 0.7185 0.7201 0.7218 0.7234
0.620 0.7250 0.7266 0.7283 0.7299 0.7315 0.7332 0.7348 0.7364 0.7381 0.7398
0.630 0.7414 0.7431 0.7447 0.7464 0.7481 0.7497 0.7514 0.7531 0.7548 0.7565
0.640 0.7582 0.7599 0.7616 0.7633 0.7650 0.7667 0.7684 0.7701 0.7718 0.7736
0.650 0.7753 0.7770 0.7788 0.7805 0.7823 0.7840 0.7858 0.7875 0.7893 0.7910
0.660 0.7928 0.7946 0.7964 0.7981 0.7999 0.8017 0.8035 0.8053 0.8071 0.8089
0.670 0.8107 0.8126 0.8144 0.8162 0.8180 0.8199 0.8217 0.8236 0.8254 0.8273
0.680 0.8291 0.8310 0.8328 0.8347 0.8366 0.8385 0.8404 0.8423 0.8442 0.8461
0.690 0.8480 0.8499 0.8518 0.8537 0.8556 0.8576 0.8595 0.8614 0.8634 0.8653
0.700 0.8673 0.8693 0.8712 0.8732 0.8752 0.8772 0.8792 0.8812 0.8832 0.8852
0.710 0.8872 0.8892 0.8912 0.8933 0.8953 0.8973 0.8994 0.9014 0.9035 0.9056
0.720  0.9076 0.9097 0.9118 0.9139 0.9160 0.9181 0.9202 0.9223 0.9245 0.9266
0.730  0.9287 0.9309 0.9330 0.9352 0.9373 0.9395 0.99417 0.9439 0.9461 0.9483
0.740  0.9505 0.9527 0.9549 0.9571 0.9594 0.9616 0.9639 0.9661 0.9684 0.9707
0.750 0.9730 0.9752 0.9775 0.9799 0.9822 0.9845 0.9868 0.9892 0.9915 0.9939
0.760 0.9962 0.9986 1.0010 1.0034 1.0058 1.0082 1.0108 1.0130 1.0154 1.0179
0.770 1.0203 10.228 1.0253 1.0277 1.0302 1.0327 1.0352 1.0378 1.0403 1.0428
0.780 1.0454 1.0479 1.0505 1.0531 1.0557 1.0583 1.0609 1.0635 1.0661 1.0688
0.790 1.0714 1.0741 1.0768 1.0795 1.0822 1.0849 1.0875 1.0903 1.0931 1.0958
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0.800 1.0986 1.1014 1.1041 1.1070 1.1098 1.1127 1.1155 1.1184 1.1212 1.1241
0.810 1.1270 1.1299 1.1329 1.1358 1.1388 1.1417 1.1447 1.1477 1.1507 1.1538
0.820 1.1568 1.1599 11630 1.1660 1.1692 1.1723 1.1754 1.1786 1.1817 1.1849
0.830 1.1870 1.1913 1.1946 1.1979 1.2011 1.2044 1.2077 1.2111 1.2144 1.2178
0.840 1.2212 1.2246 1.2280 1.2315 1.2349 1.2384 1.2419 1.2454 1.2490 1.2526
0.850 1.2561 1.2598 1.2634 1.2670 1.2708 1.2744 1.2782 12819 1.2857 1.2895
0.860 1.2934 1.2972 13011 1.3053 1.3089 1.3129 1.3168 1.3209 1.3249 1.3290
0.870 1.3331 1.3372 1.3414 13456 1.3498 1.3540 1.3583 1.3626 1.3670 1.3714
0.880 1.3758 1.3802 1.3847 1.3892 1.3938 1.3984 1.4030 1.4077 1.4124 14171
0.890 14219 14268 1.4316 1.4366 14415 1.4465 14516 1.4566 1.4618 1.4670
0900 1.4722 14775 1.4828 14883 14937 14992 15147 15103 15169 1.5217
0910 15275 15334 15393 15453 1.5513 1.5574 15636 1.55698 1.5762 1.5825
0920 15890 1.5956 1.6022 1.6089 1.6157 1.6226 1.6296 1.6366 1.6438 1.6510
0930 16584 1.6659 1.6734 1.6811 1.6888 1.6967 1.7047 17129 1.7211 1.7295
0940 1.7380 1.7467 1.7555 1.7645 1.7736 1.7828 1.7923 1.8019 1.8117 1.8216
0950 1.8318 1.8421 1.8527 1.8635 1.8745 1.8857 1.8972 19090 1.9210 1.9333
0960 1.9459 1.9588 1.9721 19857 1.9996 2.0140 2.0287 2.0439 2.0595 2.0756
0970 2.0923 21095 2.1273 21457 2.1649 2.1847 2.2054 22269 2.2494 2.2729
0980 22976 2.3223 2.3507 23796 24101 24426 24774 25147 25550 2.5988
0.990 2.6467 2.6995 2.7587 2.8257 2.9031 2.9945 3.1063 3.2504 3.4534 3.8002
0.9999 4.9517
0.99999 6.103

512






&) A

Difusién y Divulgacién
Cientifica y Tecnolégica

José Manuel Pina Gutiérrez
Rector

Wilfrido Miguel Contreras Sanchez
Secretario de Investigacién, Posgrado y Vinculacién

Fabidn Chablé Falcén
Director de Difusién y Divulgacién Cientifica y Tecnolégica

Francisco Morales Hoil
Jefe del Departamento Editorial de Publicaciones No Periédicas

Esta obra se terminé de imprimir el 30 de agosto de 2015,
con un tiraje de 300 ejemplares, en los talleres de M. A
Impresores, S. A. de C. V.; Avenida Hierro Numero 3;
Colonia Ciudad Industrial; Villahermosa, Tabasco,
México. El cuidado estuvo a cargo de los autores y del
Departamento Editorial de Publicaciones No Periédicas de
la Direccién de Difusién y Divulgacién Cientifica y
Tecnolégica de la UJAT.



