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PROLOGO

Las Matematicas se caracterizan por el rigor de sus afirmaciones y la exactitud de sus resultados; sin embargo, el
logro de esta precisién ha sido fruto del trabajo y la perseverancia de varias generaciones de matematicos. Debemos
recordar que, durante mucho tiempo, fue la intuicién la que guié el quehacer de las mentes matematicas. Asi lo
muestra el desarrollo del Calculo Infinitesimal a lo largo de los siglos XVII y XVIII, en los cuales se construyeron las
bases de la ciencia moderna. En ese entonces, las nuevas ideas irrumpieron con tal fuerza creadora, que se dejé un
tanto de lado la claridad de los conceptos y los procedimientos; nociones como las de variable, funcién, continuidad,
derivabilidad, etc., se utilizaron sin recelo, apelando maés al instinto matematico, que a la prudencia de la légica.

No obstante, poco a poco, se hizo patente la necesidad de esclarecer las definiciones y precisar los métodos; de
esta manera, en el siglo XIX, de la mano de grandes matematicos como Cauchy, Weierstrass o Dirichlet, aparecié
un importante movimiento en favor de la claridad y el rigor. Esto dio por resultado una mayor formalizacién de las
Matematicas y, con ello, se hizo necesario el disponer de procedimientos de demostracién apropiados a las afirmaciones
que se deseaban probar. Estos métodos se desarrollaron y diversificaron ampliamente durante los siglos XX y XXI,
y se han convertido en herramientas de trabajo muy valiosas para todo profesional de las Matematicas.

El presente libro introduce al lector en algunos de estos métodos de demostracion, describiendo con claridad las
caracteristicas de cada uno de ellos, asi como las condiciones en las que son aplicables. El material se acompana de
una gran variedad de ejemplos, que ilustran, de forma comprensible y amena, los procedimientos implicitos en estos
métodos, de tal manera que el lector pueda orientarse en su uso y aplicacion.

Por todo ello, la lectura atenta y cuidadosa de este libro, proporcionara a los interesados en las Matemadticas, no
Unicamente una guia que de forma sencilla los conducird a identificar los diferentes modos de demostracién, sino,
también, una metodologia que, de forma didéctica, les permitira entrenarse en el arte de la demostracién rigurosa.

Dr. Gerardo Delgadillo Pin6n

Divisién Académica de Ciencias Bésicas
Universidad Juarez Auténoma de Tabasco
Noviembre de 2024



INTRODUCCION

Proposito de esta obra, alcances y prerrequisitos sugeridos para el lector

El objetivo de este libro es ilustrar, a través de ejemplos detallados, acerca de la estructura de ciertos méto-
dos de prueba —los mas comunes— que son de amplio uso tanto en Matematicas como en disciplinas cientificas que
en su desarrollo tedrico utilizan las Matemaéticas. Para empezar, consideramos que una manera de simplificar la
aproximacion a dichas técnicas de demostracién es mostrar cada una de ellas por separado, para asi poder hacer
énfasis en sus diferencias respectivas. Al mismo tiempo, dado el propdsito eminentemente introductorio de este li-
bro, nos restringimos unicamente a los procedimientos de argumentaciéon més elementales, en la inteligencia de que
intentamos ensenar a utilizar estos procedimientos a aquellos que atn no hayan tenido un acercamiento a ellos;
aunque, sorprendentemente a nuestro favor, resultard el hecho de que, por si solos, abarcan un amplisimo ntimero
de resultados; con lo que la persona recién iniciada en su estudio podré sentirse satisfecha de los alcances de su
aprovechamiento. Antes de continuar, procedemos a listar estos seis métodos de prueba: Método Directo, Reduccion
al Absurdo, Método Analitico, Demostracion por Casos, Exhibicién de Contraejemplo e Induccién Matematica. Al
respecto de los ejemplos, hemos elegido tomarlos de las asignaturas mas bésicas de las Matematicas; nuevamente,
nos mueve para esto ultimo la sencillez de sus resultados. Un recuento no exhaustivo es el siguiente: Teoria Elemen-
tal de Conjuntos, Algebra Elemental, Geometria Analitica, Calculo Diferencial e Integral, Algebra Lineal, Célculo
Vectorial, Topologia de Espacios Euclidianos, Numeros Complejos; entre otros pocos més. En cuanto a los requisitos
tedricos de Matemadticas que se requieren se encuentra casi exclusivamente el manejo de procedimientos de calculo,
tanto numéricos como algebraicos, entre los que destacan: Operaciones Elementales entre Conjuntos, Operaciones
Aritméticas, Manipulaciones Algebraicas, Resolucién de Ecuaciones Algebraicas y Sistemas de Estas, Manejo de
Desigualdades, Solucién de Inecuaciones, Limites de Funciones Elementales, Derivadas de Funciones Elementales; se
incluyen también unos cuantos ejemplos con prerrequisitos teéricos mds avanzados para quienes disfruten de més
conocimiento en Matematicas; para redondear lo anterior, se anexan ejercicios semejantes a los ejemplos presentados.

El papel de las demostraciones en Matematicas y su relaciéon con otros
saberes procedimentales

Actualmente (2025), se encuentra de moda la presentacién hipotética-deductiva de las Matemadticas, a la que
se le suele llamar “Matematica Formal” o “Formalizada.” Esto puede constatarse en los diferentes libros de texto
contemporaneos sobre las distintas disciplinas de Matemaéticas que existen en circulacion. Este enfoque formal consiste
en partir de unas cuantas afirmaciones, a las que indistintamente se las llaman Aziomas, Postulados o Principios, las
cuales se aceptan como incuestionablemente verdaderas, y el asunto consiste en deducir todas las demds afirmaciones
de la teoria a partir de aquéllas. Ahora bien, la herramienta indispensable que se utiliza para hacer tal derivacién de
afirmaciones es la demostracion de las segundas por medio de las primeras. Como se ve, el papel de las demostraciones
en la arquitectura de la Matemaética Formal es esencial; por lo que se impone como cuestiéon de vital importancia para
adentrarse en este tipo de conocimiento el dominio de los diferentes métodos de prueba. Ahora bien, enfatizamos que
para conseguir tal destreza se requiere del aprendizaje de estas técnicas de demostracion, haciéndonos eco del refran
popular que dice “todo lo que es importante en la vida, se aprende.” Consideramos que no es suficiente con tener
una cierta intuiciéon de cémo funcionan las pruebas, ya que esta confianza puede llevar facilmente a decepciones; los
autores de estas lineas creemos que es necesario también un fuerte entrenamiento en los distintos procedimientos de
demostracién que permita conocer tanto las estructuras internas de éstos como sus diferencias, todo ello a través de
ejemplos pormenorizados de sus aplicaciones. Nuevamente, para todo esto recomendamos ampliamente a quien desee
conseguir tal habilidad, que se tome la pequena molestia de sumergirse en las paginas de este tratado.
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Abundando atin més en lo dicho en el parrafo anterior, los autores han podido constatar en su practica docente que
incluso personas con una sélida formacién para efectuar calculos en Matematicas manifiestan abiertamente su estupor
al enfrentarse a la tarea de aprender a hacer demostraciones, al comparar estos saberes procedimentales y constatar
que son rotundamente diferentes, no bastando lo primero para salir airoso en lo segundo. Es que, efectivamente en
general en cuestiones pedagogicas, un cierto saber-hacer no tiene que parecerse a otro, incluso en la misma disciplina
cientifica y atin cuando se disponga de un conocimiento profundo de uno de ellos, ya que también las técnicas didacticas
correspondientes para ensenar ambos pueden ser, de entrada, enteramente distintas. Se trata pues, llanamente, de un
problema frecuente al abordar un nuevo aprendizaje. Sin embargo, dada la organizacién jerarquica de los distintos
tipos de conocimientos, y como se podra constatar en los ejemplos de este libro, el dominio en hacer céalculos, en
ciertos aspectos dependientes del contenido material a demostrar, es indispensable para llevar a buen término una
prueba. Y asi sucesivamente, conforme se va desarrollando una teoria, los procedimientos de calculo recientemente
conseguidos suelen facilitar las demostraciones posteriores, dindose una simbiosis-retroalimentacion muy fructifera y
caracteristica del grado de desenvolvimiento de una disciplina cientifica. Asi pues, podemos afirmar que, tanto saber
calcular como saber demostrar, son dos tipos de conocimiento imprescindibles a desarrollar para adentrarse en la
actual Matematica Formalizada y sus aplicaciones.

Lo anterior no es, con todo, el final. Quienes trabajan en la investigacién en Matematicas o en teorias de disciplinas
cientificas que emplean las Matemadticas saben que, ademaés de la Matematica Formal, existe otro tipo de matematica,
a la que podemos denominar “Matematica Informal” o “Conjetural”, que es en donde se concentra el trabajo de
investigacion. Los enunciados de dicha Matematica Informal se encuentran, por asi decirlo, en la “frontera” de la
Matematica Formal, y se caracterizan porque, a diferencia de los teoremas de la primera, atin no han recibido una
prueba; a dichos enunciados usualmente se los llama conjeturas, y se los acepta como objeto de investigacién debido
a que han sido corroborados para un nimero muy alto de casos particulares, en el caso de Matemadticas, o por una
cantidad enorme de observaciones, en el caso de las disciplinas cientificas que aplican las Matemadticas. Un caso de
conjetura que llamé la atencién mundial estuvo dado por el, asi llamado, Ultimo Teorema de Fermat, el cual fue
enunciado alrededor del afio 1637 por Pierre de Fermat (1601-1665) y demostrado hasta 1995 por Andrew Wiles
y Richard Taylor (para un recuento pormenorizado de la extensa historia alrededor de este enunciado, favor de
consultar [I8]). Para posterior referencia, damos a continuacién una formulacién de esta conjetura, en términos un
tanto repetitivos, pero que en esta presentacién nos sera de gran utilidad mas adelante. El Ultimo Teorema de Fermat
dice lo siguiente,

“para todo x, para todo y, para todo z y para todo n, si x es un entero positivo, y es un entero positivo,

n »

z es un entero positivo, n es un entero positivo y n es mayor o igual que 3, entonces z" + y" # 2".

Al ser el Ultimo Teorema de Fermat un caso emblemético de conjetura matematica, vamos a proceder a efectuar un
analisis de su estructura a continuacién. Al principio aparece repetidamente la frase “para todo ...” A esta parte, se
la conoce como la cuantificacion, aunque hay que decir que el tipo de cuantificador puede variar —puede ser: universal
o existencial, afirmativo o negativo; en el caso presente, y que aparece en todas las veces, es universal afirmativo—.
Después, el resto lo compone un tipo de proposicién de la forma “si ..., entonces ...”, que en Logica se denomina
proposicion condicional. En ella, el enunciado localizado entre la palabra “si” y la palabra “entonces” se lo llama
las hipdtesis, las premisas o el antecedente de la proposicion condicional. Como se ve, éste se compone de varios
enunciados, que a su vez son denominados hipdtesis o premisas, enlazados por medio de la conjuncion; es decir, por
la palabra “y.” Finalmente, posterior a la palabra “entonces” viene lo que se conoce como la tesis, la conclusion o el
consecuente de la proposicion condicional.

Hasta aqui con el analisis de la estructura de una tipica conjetura. Ahora bien, el lector seguramente se preguntara,
., qué tiene que ver todo esto con los temas que abordaremos en este libro? Enseguida intentaremos dar la respuesta.
Pongamonos ahora en el lugar de un investigador que estd colocado frente a una de estas conjeturas. Dado que
ésta ha sido corroborada un numero suficiente de veces, lo mejor que se le puede recomendar a dicho investigador
por parte de alguien mdas experimentado (ver [12]) es ponerse a demostrar este enunciado. Antes de continuar,
debemos decir que un procedimiento habitual antes de pasar a una prueba consiste en suprimir la cuantificacion,
utilizando para esto ciertos trucos aplicables a las variables cuantificadas, y que pueden ser consultados en los tratados
de Légica Matemética (ver, por ejemplo, [3] o [21I]). Esto significa que el interesado puede empezar el trabajo de
demostracién con una proposicién de la forma “si P, entonces ", en donde P representa las hipdtesis, en tanto que
@ constituye la tesis. Continuando, ahora el asunto se reduce a probar @) a partir de P. Es en este momento cuando
el investigador puede echar mano de las distintas técnicas de demostracion que existen para llevar a cabo la tarea.
Aunque, parafraseando al gran Pierre de Fermat, “este espacio es demasiado pequeno para dar cuenta de los avatares
que puede sufrir una conjetura al ser atacada a través de sucesivas pruebas” (nuevamente, para lo anterior constltese
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[12]), al final, después de muchos intentos de demostracién y si el interesado tiene suerte, obtendrd una proposicién
de la forma “si P’, entonces Q'”, en donde, y a diferencia de lo ocurrido con el Ultimo Teorema de Fermat, tanto el
antecedente P, como el consecuente () originales, han sido reemplazados por P’ y @', respectivamente, pero que, en
contraste, la proposicién condicional correspondiente, con su cuantificacién debidamente restituida, ha sido objeto de
una prueba exitosa, convirtiéndose con ello en un legitimo teorema de la Matemdtica Formalizada. Es en este punto
en que el investigador puede darse por satisfecho, ya que todo el esfuerzo empleado previamente ha quedado, por el
momento, justificado.

A pesar de que el pdrrafo anterior no hace suficiente justicia a la verdadera ordalia que representa el trabajo
ordinario de investigacién en Matematicas, al menos esperamos con él haber respondido a la pregunta formulada
al principio del mismo. Como seguramente se pudo apreciar, el conocimiento de los métodos de demostracién, vy,
mas aun, la pericia en su empleo, son verdaderamente indispensables para el investigador de Matematicas. Y es
que, a diferencia de los teoremas de la Matematica Formal, las conjeturas de la Matematica Informal constituyen en
contraste un terreno movedizo, ya que en ellas tanto las hipdtesis como la tesis se andan tambaleando, a pesar de los
esfuerzos previos de corroboracién; por lo que las tinicas herramientas verdaderamente firmes que posee el interesado
las constituyen las técnicas de prueba. Por cierto, podemos afirmar también que, debido al recurso de los métodos
de demostracion, el saber probar y el saber hacer investigacion se encuentran més cercanos en su estructura, que la
que hay entre el saber demostrar y el saber efectuar calculos. En fin, en todo caso, si el lector estd interesado en
convertirse, o es, un investigador en Matematicas o en alguna disciplina cientifica que en su desarrollo teérico haga
uso de las Matematicas, y si considera que no esta de més darse una “fogueada” en las técnicas elementales de prueba
como preparacién para su preciada tarea tan deseada, proxima o actual, lo invitamos a adentrarse en las paginas de
este libro para encontrar el material requerido para este entrenamiento.

Demostraciones “manuales” versus Probadores Automaticos de Teore-
mas

Desde la segunda mitad del siglo veinte han aparecido unos programas de ordenador denominados “Probadores
Automaéticos de Teoremas” —o ATP por sus siglas en inglés—, los cuales, en un principio (ver [I1]), se utilizaban
para la demostracion de teoremas de la Logica Proposicional o de la Geometria Fuclidiana. Para poder efectuar tal
labor, al programa se le proporcionaban los axiomas de la teoria, algunas reglas de inferencia y ciertas guias mas
0 menos intuitivas para proceder en las pruebas; con estas herramientas, se suponia que la computadora quedaba
capacitada para proveer las demostraciones correspondientes. Mds recientemente, a principios del siglo veintiuno (ver
5] v [@)), dichos programas se han ampliado a las pruebas, en general, de teoremas mateméticos; no obstante, atin
siguen dependiendo de la informacién que se les proporciona a fin de que cuenten con todos los datos necesarios para
hacer los enlaces y obtener las conclusiones. Es alrededor de este avance de los ATP que se plantean ptblicamente
algunas cuestiones, en ocasiones encontradas, respecto a su relacién con la ensefianza de los métodos de demostracion.
Primeramente, se comienza por cuestionar la conveniencia de dicho desarrollo tecnolégico, ya que, supuestamente,
podria justificar la “desaparicién” de dichas técnicas de prueba. Simultdneamente, en la direccién opuesta, se pone en
duda la pertinencia de la ensenanza del manejo “manual” de estos mismos, y si no resultaria mejor, para usos practicos,
el permitir que las computadoras realicen, en adelante, dicho trabajo. Como tercera cuestién, aunque no de menor
importancia, se plantea si la invencién de estos programas responde a alguna necesidad humana digna de ser atendida,
o si, por el contrario, se trata simplemente de un aspecto “divertido”, pero al fin de cuentas frivolo, concerniente
al entrenamiento en la programacién de ordenadores. Con el propédsito de poder documentar unas respuestas bien
cimentadas respecto de estos cuestionamientos, en el parrafo siguiente vamos a efectuar un andlisis histérico de un
desarrollo tecnolégico previo que, curiosamente, también llevé a los mismos planteamientos por su intima relacion
con otra actividad propiamente matematica. Nos referimos a la aparicién de las calculadoras automdticas.

En 1642 el matemético francés Blaise Pascal (1623-1662) crea la primera maquina que sumaba. Posteriormente,
en 1671, el matematico y filésofo alemdn Gottfried Leibniz (1646-1716) construye un dispositivo que también podia
multiplicar. Con estos dos avances se tenfan todos los fundamentos necesarios para la fabricacion de las calculadoras
automadticas; no obstante, para su comercializacién masiva, ain en esta versién mecdnica, se requerian de avances
tecnoldgicos significativos como la minaturizacién de los componentes, mayormente engranes, y de la produccién en
serie; esta ultima, como se sabe, fue una consigna que justificd, y que finalmente resolvié, la Revolucién Industrial.
Asi, no fue sino hasta 1820 que el inventor inglés Thomas de Colmar estuvo en condiciones de poder patentar
su “Aritmometro”, el cual seria el primer prototipo de calculadora mecédnica producible en serie para propositos
comerciales; esta maquina se venderia desde 1851 hasta 1915. Nuevamente, sin embargo, este dispositivo, y otros
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que le siguieron, distaban mucho de ser lo suficientemente “portatiles” para conseguir la tan anhelada distribucion
masiva; esto, a pesar de los innumerables esfuerzos que se efectuaron al respecto. Era entonces fuerte la sospecha de
que se necesitaria de un nuevo avance tecnoldgico que lograra una atin mayor miniaturizacion de los componentes.
Este paso se consiguié hasta mediados del siglo veinte con la invencién de la Electronica. La creacién sucesiva de
bulbos, transistores y circuitos integrados, que dieron forma a esta nueva punta de lanza tecnoldgica, permitié la
efectiva portabilidad de las calculadoras. Con esto, en 1967, la compania estadounidense Texas Instruments presenta
la primera calculadora electronica de bolsillo, en la forma del modelo “Cal Tech”; este avance, junto con otros
dispositivos andlogos que fueron surgiendo en las décadas siguientes, posibilit6, ahora si debido a sus bajos costos, el
acceso de cualquier persona al cdlculo automatizado de las operaciones aritméticas bésicas. En la actualidad (2025),
dicha disponibilidad de célculo se encuentra plenamente integrada como una herramienta mas, por ejemplo, en los
teléfonos moviles.

Una vez que las calculadoras automaticas portatiles se empezaron a convertir en objetos de uso cotidiano, in-
mediatamente se comenzaron a plantear entre la opinién publica las cuestiones relativas a la conveniencia del uso
de dichos aparatos; simultaneamente por el contrario, se pudieron escuchar preguntas sobre la pertinencia de seguir
ensenando, en la forma como se venia haciendo, a utilizar las operaciones aritméticas dadas estas herramientas no-
vedosas; e, incluso, se hicieron oir cuestionamientos irénicos alrededor de la supuesta imperiosa necesidad de estas
invenciones. Como se ve, estos planteamientos son exactamente los mismos que en este momento se dan en derredor
de los Probadores Automaéticos de Teoremas. En otras palabras: nada nuevo bajo el sol. Afortunadamente, en el caso
de las calculadoras automaticas, la experiencia en su uso nos permite ya contestar a los interrogantes anteriores.
Podriamos empezar diciendo que es tinicamente entre las personas que tienen algin tipo profundo de “analfabetis-
mo aritmético” entre las que es posible encontrar, atin ahora, a quienes no pueden comprender la utilidad de estos
adelantos tecnoldgicos; y es que se encuentra profundamente enraizada en la incapacidad propia de saber “efectuar
cuentas” esta otra imposibilidad de alguien para poder apreciar aquellos aparatos que, precisamente, se dedican a
“sacar cuentas.” Por otra parte, podriamos decir que son aquellos individuos que en su trabajo diario tienen que
lidiar con interminables listas de operaciones aritméticas encadenadas (contadores, administradores, etc.) quienes
mé&s provecho obtienen de estas herramientas de calculo. En fin, el balance final al respecto de las calculadoras au-
tomaéticas es, abrumadoramente, mas en favor que en contra de su uso; por lo que resulta conveniente conservarlas
entre nosotros. Como se dice habitualmente: las calculadoras llegaron para quedarse.

Volviendo a los Probadores Automaticos de Teoremas, apoyandonos en el parrafo anterior, podemos ahora ade-
lantar algunas respuestas respecto de las interrogantes sobre estos programas planteados al inicio de esta seccién.
En esta ocasién, convendria empezar mencionando que, al igual que con las calculadoras automaticas, es un pre-
rrequisito importante el conocer y el haberse ejercitado, en este caso, en el manejo de demostraciones matematicas
para poder apreciar los ATP; como siempre en cuestiones cientificas, la ignorancia no sirve de nada. Es decir, la
sola existencia de los ATP deberia ser un factor de impulso hacia el aprendizaje manual de los métodos de prueba.
Pasando ahora al tema del uso de estos programas, deberiamos comentar que probablemente los ATP se puedan
convertir, en un futuro, precisamente en auxiliares para la ensefianza de las técnicas de demostracién, al permitir
comprobar en forma rapida la correcciéon de una prueba, tal y como se utilizan frecuentemente las calculadoras para
verificar la respectiva correccién de operaciones aritméticas previamente efectuadas en forma manual. Finalmente,
respecto del posible empleo de los ATP para efectuar demostraciones de grandes “masas” de conjeturas con el fin
de poder decidir su veracidad o falsedad, la respuesta en forma de ejemplos que daremos a continuacién podria, tal
vez, resultar sorprendente. En primer lugar, ocurre que existen, no solamente programas, sino incluso lenguajes de
programacién basados en la Légica —como PROLOG (ver [16])— que se propagandizan como genuinos ATP. Sucede
que en los programas escritos en dichos lenguajes se plantean, con los recursos de éste, preguntas que el ordenador
intenta responder haciendo uso de las reglas de inferencia de la Légica, més los datos proporcionados por el mismo
programa, y que, en caso de que existan resultados que satisfagan los requerimientos, responden afirmativamente
listando las soluciones encontradas. En esta situacién, la cuestiéon considerada como proposiciéon es un teorema Por
el contrario, si no encuentra soluciones, el programa responde negativamente; lo cual en términos logicos significa
que la cuestion vista como proposicién no era un teorema. Ahora puede resultar claro que a estos superlenguajes
de computo se los reconozca como legitimos demostradores “masivos” de teoremas. En segundo lugar, el uso de
ordenadores que realizan demostraciones ha sido empleado en la industria para la verificaciéon de que ciertos procesos
se realizan correctamente; en esta situacion, se demuestra que el proceso es “verdadero”, esto es, que “funciona”
(ver, por ejemplo, [5] y [9]). Asi, el proceso de demostracién, propio de las mateméticas, ha despertado el interés de
una industria necesitada de la confirmacién de la validez de sus procesos automatizados. Una vez més, esta nueva
aplicacién nos provee de un ejemplo alusivo a la demostracién “masiva” de teoremas.

En resumen, tanto los métodos de demostracién como los probadores automaticos de teoremas son aspectos de las
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Matematicas y la Tecnologia, respectivamente, que valdria la pena proceder a estudiar; por lo menos para empezar
a desmitificarlos. Resulta recomendable el habituarse a convivir con estas herramientas con el fin de sacar el mayor
provecho posible de ellas, en caso necesario. En cuanto a los ATP corresponde, remitimos para su estudio a las
referencias bibliograficas provistas en esta seccion, ya que los alcances mas bien modestos de este libro nos impiden
profundizar en este tema tan interesante. Por lo que respecta a las técnicas de prueba, este libro si puede contribuir
positivamente a afianzar su aprendizaje; por lo que una vez mas queda abierta la invitacién a internarse en los
capitulos siguientes para lograr este objetivo.

Sobre la distribucion del libro

Como habiamos dicho previamente, en esta obra se estudian los métodos elementales de prueba dados por Método
Directo, Reduccion al Absurdo, Método Analitico, Demostracién por Casos, Exhibicion de Contraejemplo e Induccion
Matematica; por lo que a cada uno de ellos se le consagra un capitulo completo. A su vez, cada capitulo estd compuesto
de tres secciones denominadas, respectivamente, Introduccién, Ejemplos y Ejercicios. De estas secciones, inicamente
la primera de cada capitulo contendra tres subsecciones; de éstas, la inicial se dedica a la presentaciéon del método,
la segunda trata sobre la estructura del método y, finalmente, la tercera estd dedicada a las sugerencias para su uso.
De esta manera, esperamos poder aprovechar al maximo la seccién introductoria para preparar la aplicacion de estas
técnicas de demostracién en las secciones siguientes del capitulo.

Los dos primeros capitulos estan dedicados a las dos técnicas de prueba més basicas que existen, y que estan dadas
por el Método Directo y la Reduccién al Absurdo. Decimos que estos métodos de demostracién son los més sencillos
de comprender, ya que su estudio es incluso abordado en una etapa muy inicial en el estudio de las Matemaéticas;
concretamente, en los cursos de Légica Matematica (ver, por ejemplo, [3] y [21]).

En el capitulo tercero se aborda el Método Analitico de prueba. El atractivo de esta técnica de demostracién
radica en su presentacion compuesta por etapas. En la primera se consigue, por medio de un artificio, reconstruir
la prueba que supuestamente ha sido dada para la conclusién deseada; en tanto que en la segunda, en donde se
aprovecha la etapa previa, es simplemente la prueba de la conclusién por el Método Directo.

El cuarto capitulo estd avocado a la Demostracién por Casos. En este método de prueba se hace uso de disyunciones
exclusivas, como la Dicotomia y la Tricotomia —la primera aparece en Logica como la “Ley del Tercero Excluso” y
la segunda en conjuntos totalmente ordenados—, para poder atacar cada uno de los casos en que es dividida la
demostracién por medio de pruebas enteramente distintas.

En el capitulo cinco se presenta el método denominado Exhibicién de Contraejemplo. La importancia de esta
técnica de argumentacién estriba, como menciondbamos més arriba, en la cercania que guarda con el proceso de
hacer investigacion en Matematicas. Junto con el Método Analitico, comparte esta proximidad con este otro tipo de
saber procedimental.

Finalmente, en el sexto capitulo se aborda la Induccién Matemaética. Aunque es preciso admitir que este método de
prueba se cuenta entre los més bésicos —de hecho hay libros de texto enteramente dedicados a él (como, por ejemplo,
[19])—, nos vimos obligados a dejarlo al tltimo debido a los ejemplos elegidos, ya que algunos de éstos dependen a su
vez de otros ejemplos previamente desarrollados utilizando otras técnicas de demostracién.

Para terminar, cabe mencionar lo siguiente. Existen otros métodos més avanzados de prueba, los cuales no se
han considerado aqui por ser mas recientes y, su uso, menos frecuente y elemental que los que se mencionaron. Entre
ellos destaca el Axioma de Eleccién y sus equivalentes que son: Principio de Buen Orden, Lema de Zorn, Principio
de Induccién Transfinita, Teorema de la Compacidad del Producto, etc. También hay otras demostraciones basadas
en el Axioma de Martin junto con la negacién de la Hipdtesis Generalizada del Continuo (ver [13]); més atin, existen
pruebas que utilizan el Método de Forcing; etc. (para estos temas, se pueden consultar [8] y [20]). Se comprenderd
que el cardcter netamente introductorio de este libro nos obliga a no abordar, por el momento, estos temas tan
interesantes como complicados.

Esperamos, con lo previo, haber despertado en usted, estimado lector, el afdn de adentrarse en las paginas de este
libro.



Capitulo 1

METODO DIRECTO

1.1. Introduccién

1.1.1. Presentacion del método

Entre las técnicas de prueba en Matematicas, el Método Directo de demostracién destaca por ser la mas elemental
de todas ellas. A fin de poder apreciar esto, a continuacién detallamos su manera de proceder. Supongamos que se
desea probar la proposiciéon condicional “si p, entonces ¢”, en donde, como de costumbre, p es la conjuncién de las
premisas y q es la conclusién, y que dicha demostracion se desea conseguir con el apoyo de cierta Teoria particular de
las Matematicas. Para conseguir la prueba usando el Método Directo se necesita partir de la hipdtesis p y, junto con
las herramientas de la teorfa en cuestién (axiomas, definiciones, teoremas, etc.), se pueden ir consiguiendo, por medio
de inferencias, proposiciones sucesivas una tras otra. En concreto, se puede empezar obteniendo la proposicion ¢;; a
su vez, con ésta y las proposiciones anteriores, se puede lograr una nueva inferencia dada por la proposicién gs; etc. Y
asi sucesivamente, después de n inferencias, se arribara a la proposicién ¢, de la cual, finalmente, se podra concluir
la tesis ¢. Es decir, iniciando con la conjuncién de premisas y el apoyo de la teoria particular, se puede obtener un
derrotero compuesto de proposiciones inferidas cuyo objetivo final es el consecuente de la condicional. Con todo esto,
podremos afirmar que la proposicién “si p, entonces q” es verdadera.

El origen del Método Directo no se conoce con certeza; sin embargo, se considera la primera herramienta que
el ser humano utiliz6 para tratar de alcanzar la verdad en Matematicas. Es en este contexto temporal en el que
los historiadores de la ciencia atin no consiguen suficiente evidencia para verificar si civilizaciones antiguas —como
la de Egipto o las de los Pueblos Mesopotamicos— fueron capaces de dar demostraciones con el rigor exigible en
Mateméticas (ver [I5] y [I7]). Lo que si estd fuera de duda es que dicho rigor en las pruebas fue conseguido por
matematicos de la Grecia Clasica, Aqui podemos destacar a dos de los fil6sofos mas antiguos; nos referimos a Tales
de Mileto (624-546 a.C. aproximadamente) y a Pitdgoras de Samos (570-490 a.C. aproximadamente), a los que, por
cierto, la tradicién les adjudica sendos teoremas que llevan sus nombres. De hecho, al segundo de ellos se le atribuye
la creacién de una escuela filoséfica denominada, precisamente, “Escuela Pitagdrica” y que es famosa por fomentar
el estudio de las Matematicas; es en ella en donde la tradicion habla tanto de éxitos como de fracasos al tratar de
demostrar resultados mateméticos. Como se ve de todo esto, es indiscutible el empleo de técnicas de prueba en una
fase muy temprana de la Grecia Clasica.

A continuacién, resaltaremos las caracteristicas particulares que tiene el Método Directo de argumentacion y que
lo diferencian de los deméas. En primer lugar, la demostracién que se obtiene es lineal; esto es, carece de bifurcaciones
en pasos, como sucede en la Induccion Matematica, o de bifurcacién en opciones, como acontece en la Demostracion
por Casos. En segundo lugar, el objetivo del derrotero de prueba es conseguir la conclusién afirmada; no negada,
como ocurre en la Exhibicién de Contraejemplo. Finalmente, como tercera caracteristica, la conclusién es siempre un
objetivo final de la demostracién; es decir, nunca se utiliza la afirmacién de la tesis como precondicién para efectuar
la reconstruccién de su prueba, como sucede en la etapa de Analisis del Método Analitico; ni tampoco se parte de
la negacién de la conclusién para probar lo contradictoria que es esta suposicién, como acontece en la Reduccion
al Absurdo. Por todas estas caracteristicas, resalta el Método Directo como la maés sencilla de todas las técnicas de
demostracién.
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1.1.2. Estructura del método

La estructura general del Método Directo se detalla a continuacién.
Se requiere probar la proposicién condicional “si p, entonces ¢”, donde p es la conjuncién de premisas y ¢ es la
conclusién. El formato es el siguiente:

De p, se infiere q1; se infiere go; se infiere .. .; se infiere ¢, ; se infiere q.

Una vez conseguido lo anterior, se concluye que la proposicién condicional “si p, entonces ¢” es verdadera.

1.1.3. Sugerencias para su uso

La aplicacion del método es un proceso arduo; no obstante, es indispensable para probar proposiciones en las que
no es complicado construir la demostracién, pues el objetivo final es claro de obtener a partir de las premisas; en este
tipo de situaciones, el método encaja perfectamente.

1.2. Ejemplos

El método directo es 1til para demostrar la inyectividad de una funcién.

Funcién inyectiva

Definicién 1.2.1. Sean A y B dos conjuntos. Una funcién f : A — B se llama inyectiva o uno a uno si, para
cualesquier 1,22 € A tales que 21 # w2, se tiene que f (x1) # f (z2). Lo anterior equivale a decir, para cualesquier
x1,%9 € A, 81 f (x1) = f (x2), entonces x1 = o.

En la practica, para demostrar la inyectividad, se usa la dltima forma de la definicién, es decir, se parte de la
igualdad f (x1) = f (z2), y por medio de operaciones inversas se la simplifica hasta dejarla en la forma z; = xs.

Ejemplo 1.2.2. Probar que la funcién
3
fz) = (7+ V529 — 2) _4,

tal que f : [\9/ 2/5; —i—oo) — R, es inyectiva.

Demostracion. Sean x1,x2 € [\9/ 2/5; +oo). Vamos a partir de f(x1) = f(xz2) y, usando operaciones inversas,

intentaremos llegar a que x1; = x5. Comenzando,

fla) = f(x2).

Evaluando f en los argumentos obtenemos
3

(7o yut—2) —a= (74 ot 2) s

A continuacién, procedemos a simplificar paulatinamente ambos lados de la igualdad, de “afuera” de las férmulas,
hacia “adentro” de ellas.
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<7+\/5x$2’7—2>3.
(=)

T+4/bz) —2 = T+ 4/5x)—2.
Sz —2 = 4/bxd—2.

2 2
( 53;‘;—2) - ( 53:3—2).

ﬂ

/N |/
\]

+

ot

]

=

|

\)

| N~
w

I

5r] —2 = bx)—2.
5v] = 5.
o
vl = /.
r1 = X2
Luego, f es inyectiva. |
Ejemplo 1.2.3. Probar que la funcién
7
—6x — 1
9— {8 — [ ————
() \/ ( 20 —4 >
g\r) = 3 ’

tal que g : (—o00;2) U (2;400) — R, es uno a uno.

Demostracion. Sean x1, 29 € (—00;2) U (2; +00). Vamos a partir de g (1) = g (22) y, usando operaciones inversas,
intentaremos llegar a 7 = x3. Comenzando,

g(z1) = g(x2).

Evaluando ¢ en los argumentos obtenemos

7 7
9 76‘%1 -1 9 *6‘%2 -1

3 3

Procedamos ahora a simplificar poco a poco ambos lados de la ecuacién; como de costumbre, de “afuera” de las
férmulas, hacia “adentro” de ellas.
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7
6$1—1
9— /8~
\/ (21’1 )
olg 1\’
4
21’1 4
8(2.%‘1 4
6.1‘1 1 7
21’1 4
7 *61‘171 T
2.271—4

—6$1 -1
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6.231
21’1

61’1 ]. 7
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7
—6.%‘2—1
9—{/8— ().
98_ —61‘2—1 4
2%2—4 '
2%2—4
S _ —6$2—1 7
2.’13‘2—4
—6372—1 7
21‘274
7 *61‘271 7
2.272—4 '

—6.732 -1

2%1—4

2£U2—4 '

Ahora, hay que efectuar las divisiones indicadas. Hagamos esto con el cociente (—6x — 1) /(22 — 4) como modelo

genérico de las expresiones anteriores.

-3
20 —4 | —6x -1
+6x —12
—13
Luego,
—6x—1 13
2r —4 27 — 4’
Sustituyendo, podemos continuar.
3 13 B 13
2331 —4 N 23}2 —4 '
13 -~ 13
2$1 —4 N 21‘2 - 4
1 B 1
201 —4 2wy —4
1 -1 - 1 -1
2x1 — 4 o 2ry — 4 '
2501 —4 = 21‘2 — 4.
2],‘1 = 2.132.
ry = X2.

De donde g es inyectiva.

Funcién estrictamente creciente

Definicién 1.2.4. Sea f una funcién real definida en un intervalo A. Se dice que f es estrictamente creciente en A si,
para cualesquier z1, xo € A tales que 1 < x2, se tiene que f (x1) < f (z2). Esto equivale a decir, si f (1) £ f (z2),

entonces 1 £ x3.

Inyectividad de las funciones estrictamente crecientes

Ejemplo 1.2.5. Sea f una funcién real estrictamente creciente en el intervalo A. Probar que f es inyectiva.
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Demostracion. Sean x1,xo € A tales que
fx1) = f(x2).
Por tricotomia tenemos que
fx) £ flze) vy [lz2) £ f(21).
Por la definicién alternativa de funcién estrictamente creciente obtenemos

.’Eljfil,'g y $2§<$1.

Por tricotomia otra vez, concluimos que
xry = T2.

Por tanto, f es inyectiva.

Ejemplo 1.2.6. Probar que la funcién

f(;z:,y) = (9:3 (1 fyS) + 3z, 23 (1+y3) +3:17+2) ,
tal que f: [1;2] x [3;4] — R?, es inyectiva.
Demostracion. Sean (x1,y1), (x2,y2) € [1;2] x [3;4]; por lo que

1<z <2, 3<y1<4, 1<2<2 y 3<y<4

11

(1.1)

Vamos a partir de f(xl, Y1) = f(xg, y2) ¥, usando operaciones inversas, intentaremos llegar a que (x1,y1) = (22, y2).

Comenzando,

—

[ (@1,m1) = f($27y2)-

Evaluando f en los argumentos obtenemos
(23 (1= y}) + 321,28 (1 +yd) + 321 +2) = (23 (1 — v3) + 322,23 (1 +y3) + 322 +2).
Igualando coordenada a coordenada arribamos al siguiente sistema de ecuaciones,

z‘i)’ (1—y§) + 371 ::cg’ (lfyg’) + 32,
@3 (L+y3) + 321 +2=a3 (1+43) + 322 +2.

Mejor atun,

@} = aiy} + 3x1 = a3 — 23y5 + 3w,
{ o3+ ady? 4+ 3wy + 2 =23 + wdys 4+ 31y + 2.
Sumando miembro a miembro las ecuaciones anteriores obtenemos
223 + 621 + 4 = 223 + 6z + 4.
Pasando los términos del lado derecho restando al miembro izquierdo y simplificando conseguimos

223 — 213 + 621 — 65 = 0.

Mejor atun,
2 (29 — 23) + 6 (z1 —x2) = 0.

Factorizando la diferencia de cubos del primer paréntesis tenemos que
2 (x1 — x2) (x% + z1x0 + x%) +6(zx1 —xz2) =0.
Haciendo explicito el factor 2 (x; — x2) en el miembro izquierdo de la igualdad anterior obtenemos

2(x1 — x2) (x% + 1wy + 23 +3) =0.
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Aqui tenemos dos posibilidades,
obien x —x =0, obien 274 ziwy+25+3=0. (1.3)

Sin embargo, por las desigualdades (1.1)), ocurre que tanto x; como s son positivos; por lo que la segunda igualdad
a cero de (1.3]) es imposible. Luego, (1.3) queda reducido a

.731—332:0.

Es decir,
xr1y = I2.

Ahora, sustituyendo en la segunda ecuacién de conseguimos
:cier:ci’yf + 3z + 2 :x? +x?y§’+3x1 + 2.
Eliminando términos idénticos en ambos lados de la igualdad anterior tenemos que
iyt = aiy;.
Extrayendo raices ciibicas en los dos lados de la igualdad previa obtenemos
r1yy = 21Y2.

Nuevamente, dado que por (1.1)) x; es positivo, podemos cancelarlo como factor en ambos miembros de la igualdad
anterior y conseguimos

Y1 =Y.
En resumen, x1 = 2 y y1 = yo; con lo cual (z1,y1) = (22, y2). Por tanto, f es inyectiva. [ ]

Imagen y preimagen de un conjunto bajo una funcién

Definicién 1.2.7. Sean: X y Y dos conjuntos, A C X, BCY y f: X — Y una funcién. Definimos la imagen o
imagen directa de A bajo f, denotada por f(A), y la preimagen o imagen inversa de B bajo f, representada por
f~1(B), de las siguientes maneras,

FA) ={f(@):zeA} y [fH(B)={z:[(x)eB}.
Propiedades de la imagen y de la preimagen

Ejemplo 1.2.8. Sean: X y Y dos conjuntos, A C X, BC X, C CY y f: X — Y una funcién. Probar que la
imagen y la preimagen tienen las siguientes propiedades:

1L AC fH(f(A)).
2. f(fH(0)cc.
3. CNf(A)=f(ANF1(C)).

4. Cnf(X)=f(f ().
5. Interseccién. f (AN B) C f(A)N f(B).

Demostracion. 1. Sea x € A. Por definicién de imagen directa obtenemos f (z) € f (A). Por definicién de preimagen
conseguimos = € f~! (f (A)). Dado que esto ocurre para todo x € A, concluimos que A C f=1 (f (A)).

2. Sea y € f(f7'(C)). Pero entonces, existe € f~'(C) tal que y = f (x); es decir, f(z) € f(f'(C)). Por
definicién de imagen obtenemos 2 € f~! (C). Por definicién de preimagen conseguimos y = f (z) € C. Dado que esto
sucede para todo y € f (f_1 (C)), concluimos que f (f_1 () ccC.

3. A fin de probar la igualdad C' N f(4) = f (Aﬁ f! (C)), hay que establecer las dos contenciones siguientes:
Cnf(A)CfAnf 1)y fF(ANfFH(C) cCNf(A).
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(C) Seay € CN f(A); porloquey € Cyy € f(A). Por la segunda pertenencia, tenemos que existe z € A
tal que y = f (x). Ahora, por la primera pertenencia ocurre que f (x) € C. Por definicién de preimagen obtenemos
r€ fH(C). Enresumen, z € Ayz € f~' (C); porlo cual z € ANf~* (C). Por definicién de imagen conseguimos y =
fx)ef(An 1 (C)). Dado que esto acontece para todo y € CN f (A), concluimos que CNf (4) C f (AN f~1(C)).
(D) Seay e f (AN ! (C)). Luego, existe z € AN f7H(C) tal que y = f (x). Pero entonces x € Ay x € f~(C).
Por la primera pertenencia y definicién de imagen obtenemos y = f (z) € f (A). Ahora, por la segunda pertenencia
y definicién de preimagen conseguimos y = f (x) € C. En sintesis, y € C'y y € f (A): por lo que y € C'N f (A). Dado
que esto ocurre para todo y € f (A nft (C)), concluimos que f (A nft (C)) cCnf(A).

De las dos contenciones C'N f(A4) C f (AN ! (@) v f(AN ! (C)) € Cn f(A), concluimos la igualdad
Cnf(A)=f(Anf(0).

4. En el inciso anterior, haciendo A = X, obtenemos
CnfX)=f(Xni (o). (14)

Ahora bien, por definicién de preimagen tenemos que f~! (C') € X; por lo que X N f~1 (C) = £~ (C). Sustituyendo
en el lado derecho de conseguimos C' N f (X) = f (f_1 (@)).

5. Sea y € f (AN B). Pero entonces, existe x € AN B tal que y = f (x); es decir, y = f (z), conz € Ay x € B. Por
definicién de imagen obtenemos y = f (z) € f(A) y y = f(x) € f(B). En otras palabras, y € f (A) N f(B). Dado
que esto sucede para todo y € f (AN B), concluimos que f (AN B) C f(A)N f(B). [ ]

Diferencia relativa y complemento

Definicién 1.2.9. Sean X un conjunto y A y B dos subconjuntos de X. Definimos la diferencia relativa, el comple-
mento relativo, o, simplemente, la diferencia de A y B, denotada por A\ B o por A — B, de la siguiente manera

A\B={z:2€A y z¢B}.
Se define el complemento de A, representado por A°, como A° = X \ A.

Valor absoluto

Definicién 1.2.10. Sea x € R. El valor absoluto o mddulo de x, denotado por |z|, se define de la siguiente manera,

| = z, si 0<ux,
Tl -z, si xz<0.

Una forma de calcular el médulo que es mas 1util para las demostraciones estd dada por la siguiente definicion
alternativa (ver el Ejercicio IV del Capitulo cuatro),

|x] = Va2,
Limite de una funcién real de variable real

Definicién 1.2.11. Sean: A un intervalo abierto no vacio, a € A, f una funcién real de variable real con dominio
Dy, A\ {a} C Dy y L € R. Decimos que el limite de f (z) cuando x tiende hacia a es L, lo cual se denota por

lim f(x)=1L,
r—ra

si el siguiente enunciado es verdadero:
Para todo € > 0, existe d > 0 tal que, six € A,y

si 0<|x—a|]<d, entonces |f(z)—L|<e.
Limites unilaterales de una funcién real de variable real

Definicién 1.2.12. Sean: a € R, f una funcién real de variable real con dominio Dy y L € R. Si existe c € R y es tal
que a < ¢y (a;c) C Dy, entonces en este caso se dice que el limite de f (x) cuando x tiende hacia a por la derecha

es L, lo cual se denota por
lim f(x) =1L,

r—a™T
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si para todo € > 0, existe § > 0 tal que, si z € (a;¢), y
si 0<x—a<d, entonces |f(z)—L|<e.

Ahora, si existe d € R y es tal que d < a y (d;a) C Dy, entonces en esta situacién se dice que el limite de f (x)
cuando x tiende hacia a por la izquierda es L, lo cual se denota por

lim f(z)=1L,

T—ra—

si para todo £ > 0, existe 0 > 0 tal que, si z € (d;a), y

si 0<a—xz<J, entonces |[f(z)—L|<e.
A los limites por la derecha y por la izquierda se les llama también limites unilaterales.
Determinacion de los limites unilaterales por medio del limite

Ejemplo 1.2.13. Sean: A un intervalo abierto no vacio, a € A, f una funcién real de variable real con dominio Dy,
A\{a} C Dy y L € R. Probar que, si el lim,_,, f (z) existe y es igual a L, entonces lim,__,,+ f (z) y lim,__,,— f ()
existen y son iguales a L.

Demostracion. Supongamos que lim,_,, f(x) = L. Ahora, demos ¢ > 0. Por definicién de limite, existe § > 0 tal
que,siz € A,y
si 0<|zx—a|]<d, entonces |f(z)—L|<e.

(Limite por la derecha) Para averiguar si existe el limite por la derecha, supongamos ahora que 0 < z — a < §.
Luego, como = — a es positivo, tenemos que |z —a| =  — a. De donde 0 <  — a = |z —a| < §. Pero entonces
|f () — L| < ¢, por la definicién de limite. En resumen, si 0 < x — a < ¢, entonces |f (z) — L| < €. Por tanto,

lim f(x)=L.

r—a™t

(Limite por la izquierda) Similarmente, para averiguar si existe el limite por la izquierda, suponemos ahora que
0 < a—x < 4. Tendremos entonces que x —a = — (a — ) < 0; es decir, x —a es negativo. Luego, |[x —a| = — (z —a) =
a—2z. De donde, 0 < a —z = |z — a| < §, lo cual por definicién de limite implica que |f (x) — L| < e. En conclusién,
si0 < a—x < J, entonces |f (x) — L| < €. Esto es,

lim f(x)=L.

r—ra~

Composicion de funciones

Definicién 1.2.14. Sean f y g dos funciones con dominios respectivos Dy y D,. Se define la funcién compuesta o
composicion de [ y g, denotada por f o g, como aquella cuya regla de correspondencia es (f o g) (z) = f(g(z)), y
cuyo dominio es

Diog=DgN{z:g(x)eDst=D,N{z:y=9g() yyeDy}.

Funcién continua real de variable real en un nimero

Definicién 1.2.15. Sean a € R y f una funcién real definida en algin intervalo abierto A que contenga a a. Se dice
que f es continua en a si para todo ¢ > 0, existe § > 0 tal que,six € Ay

si |r—a| <4, entonces |f(z)— f(a)]<e.

En términos del limite, la definicién de continuidad queda de la siguiente forma. Se dice que f es continua en a si se
cumplen las dos condiciones siguientes:

1. f(a) existe.

2. hlzl}no fla+h)=f(a).
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Si una de estas condiciones no se cumple para f en a, se dice que f es discontinua en a. Notese que si z = a + h se
tiene que, si h — 0, entonces x — a. Asi, una tercera manera de definir continuidad en un punto es la siguiente. Se
dice que f es continua en a si se cumplen las dos condiciones siguientes:

1. f(a) existe.
2. mlz’_n?a f(z)=f(a).

Finalmente, si una de estas condiciones no se cumple para f en a, se dice que f es discontinua en a.
Preservaciéon de la continuidad bajo la composicién

Ejemplo 1.2.16. Sean: a,b € R, f y g dos funciones reales de variable real con dominios respectivos D¢ y Dy, a € D,
y g (a) € Dy. Probar que si g es continua en a y si f es continua en g (a), entonces f o g es continua en a.

Demostracion. Supongamos que g es continua en a y que f es continua en g (a). Por lo anterior, existen intervalos
abiertos Ay B talesquea € A C Dy y g(a) € B C Dy. Ahora, como f es continua en g (a), tenemos que dada € > 0,
existe A > 0 tal que,siy € By

s ly—g(a) <A entonces |f(y) = f(g(a)| <= (15)
A continuacién, dado que g es continua en a, para A > 0, existe § > 0 tal que,six € Ay
si |x—al <d, entonces |g(z)—g(a)l <A

Si sustituimos y = g () en obtenemos

si lg(@)—g(@)] <A entonces |f (9(2)) — (g () <e.
Por lo que para todo € > 0, existe § > 0 tal que,siz € Ay

si |z —al <9, entonces |(fog)(x)—(foyg)(a)l<e.

En otras palabras, f o g es continua en a. |

Derivada de una funcién real de variable real en un nimero

Definicién 1.2.17. Sean f una funcién real de variable real con dominio Dy y « € Dy. Definimos la derivada de f
en x, denotada por f’(x), como el siguiente limite si existe,
h) —
() = pim TN T

h—0

En este caso, se dice que f es derivable o diferenciable en x. A la funcién f’ dada por f’(x), cuando existe, se le
llama la derivada de f. Nétese que, al igual que en el caso de la continuidad, si w = x + h, cuando h — 0, ocurre que
u — x; por lo que una segunda forma de definir la derivada de f en x es la siguiente,

U—>xT uU—x

En los siguientes dos ejemplos se aplican las propiedades que el limite tiene ante las operaciones elementales.
Dichas propiedades se demuestran en el Ejemplo del Capitulo 3.

Derivabilidad implica continuidad

Ejemplo 1.2.18. Sean f una funcién real con dominio Dy y & € Dy. Probar que, si f es derivable en z, entonces f
es continua en .

Demostracion. Por hipotesis, f es derivable en x. Esto significa que el siguiente limite existe,

)=t LD S @)

h—0 h

(1.6)

Para probar que f es continua en z, bastarad establecer los dos hechos siguientes:
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1. f(x) existe.
2. lim f(x+h)=f(x).
h—0
Ahora bien, por hipétesis tenemos que = € Dy; por lo que la primera condicién se cumple ya que f se puede evaluar

en z. Dediquémonos, pues, a demostrar que la segunda condicién se verifica también. A este fin, manipulemos
algebraicamente f (z + h) para involucrar el cociente de ([1.6)) de la siguiente manera,

(x)zh{f(x—i_h}i_f(x)}

flet+h)=[f(@+h)—f(2)+f +f(z).

Ahora, tomando el limite cuando h tiende hacia cero obtenemos

lim (h [f(x‘thz_f(x)} —|—f(x)> _ (hZ@O h) [lz’m f(xJ’h})L_f(x)} + lim f(2)

h—0 h—0 h—0
= (0)f (@) + f(x)=0+f(x) = f(a).

Por tanto, f es continua en x. |

lim f (a+h)

Versién débil de la Regla de L’Hospital

Ejemplo 1.2.19. Sean: f y g dos funciones reales con dominios respectivos Dy y Dy, a € Dy N Dy, f'(a) y ¢ (a)
existen, ¢’ (a) # 0, y f (a) = g (a) = 0. Probar que
f@) _ f'(a)

e g(x) g (a)

Demostracion. Dado que f y g son derivables en a, en el cociente f (x) /g (x) podemos a su vez preparar el cociente
de incrementos para calcular la derivada de cada funcién aprovechando que f(a) = g(a) = 0. Procediendo asi

obtenemos
f(z)—f(a)
[@) _J@-0_f@)-f@_ ~ a—a
g(@) g@)-0 g(@)—gla) gx)—gla)
Tomando el limite cuando z tiende hacia a conseguimos
f@-f@ . f@)-f
i f(l’): i r—a _ w—a r—a :fl(a)
v—a g(z) =—a g(z)—g(a) i 9@ —g(a) g (a)’

Sucesién real convergente

Definicién 1.2.20. Sean {z,},. , una sucesién real y a € R. Se dice que {z,,}, -, converge hacia a, lo cual se denota
por limy,_, o T, = a, si, para todo € > 0, existe un entero positivo N tal que, si n > N, entonces |z, — a| < &.

Preservaciéon de la convergencia bajo la continuidad

Ejemplo 1.2.21. Sean f una funcién real de variable real con dominio Dy y a € Dy. Probar que, si f es continua en
ay si{z,},., es una sucesién contenida en D; que converge hacia a, entonces ocurre que la sucesion {f (z,)}
converge hacia f (a).

Demostracion. Supongamos que f es una funcién continua en a y que {z, } -, es una sucesién contenida en D; que

. pong q yq nfn=1 o rda
converge hacia a, es decir, que lim, o ¥, = a. Hay que probar que la sucesién {f (z,)},_, converge hacia f (a).
Para esto, demos € > 0. Dado que f es continua en a, existe 8 > 0 tal que, si x € Dy y

si |r—al <fB, entonces |f(z)— f(a)l<e. (1.7)



CAPITULO 1. METODO DIRECTO 17

Ahora, como lim,,__,~ T, = a, para 3 > 0 existe un entero positivo N tal que
si n>N, entonces |x,—al<p.
Aprovechando que, para todo entero positivo n, x, € Dy, sustituyendo « por x, en obtenemos
si |z, —al < B, entonces |f(x,)— f(a)|l<e.
En sintesis, dado € > 0 existe un entero positivo N tal que,
si n>N, entonces |f(zx,) — f(a)|l<e.
En otras palabras, la sucesién {f (z,)} -, converge hacia f (a). [ ]

Subespacio vectorial

Definicién 1.2.22. Sean n un entero positivo y S C R”, con S # ). Se dice que S es un subespacio vectorial de R™
si las dos condiciones siguientes se cumplen:
Sean a € Ry ¢, € S arbitrarios.

1. Cerradura aditiva. v+ @ € S.
2. Cerradura multiplicativa. aw € S.
Combinacion lineal y espacio generado por un conjunto
Definicién 1.2.23. Sean: m y n dos enteros positivos, ay,...,a, € Ry 91,...,0, € R". A la expresiéon
a101 + ...+ AU,

se la llama una combinacion lineal de {1, ..., 0} Ahora, sea S C R"™. El espacio generado por S, representado por
(S), es el conjunto de todas las combinaciones lineales de elementos de S; es decir,

(S) ={a101 + ...+ a,¥, : p es entero positivo, as,...,ap, ER y ¥,...,79, € S}.
Noétese que S C (S).
El espacio generado como subespacio vectorial
Ejemplo 1.2.24. Sean n un entero positivo y S C R", con S # ). Probar que (S) es subespacio vectorial de R".

Demostracion. Para empezar, se tiene que § # .S C (S); con lo cual (S) # 0. Sean o € R y @, @ € (S); por lo que
existen enteros positivos m y p, a1,...,am,b1,...,bp ERy U1,...,Up, W,..., W, € S tales que ¥ = a101+. ..+ amln
yw:b1w1+...+bpwp.

(Cerradura aditiva) Ocurre que

T+ W= a101 + ...+ an¥n + bW + ...+ by, € (S).
(Cerradura multiplicativa) Sucede que
ot = a (a1 + ...+ am¥ny) = (@a1) U1 + . .. + (@) Ty € (S) .
De lo anterior, tenemos que (S) es subespacio vectorial de R™. u

Producto punto

Definiciéon 1.2.25. Sean n un entero positivo y @, 7 € R"™; por lo que existen z1,...,%n,Y1,---,yn € R tales que
U= (x1,.-..,2,) ¥y U = (y1,...,Yn). Definimos el producto punto, producto escalar o producto interior de @ y U,
denotado por 4 - U, de la siguiente manera,

U= (21, s &n) Y1y 3Yn) =T1Y1 + -« + TpYn.

En forma mnemotécnica, el producto punto se realiza coordenada a coordenada, pero efectuando al final la suma
sobre los resultados.
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Notese que el producto punto de dos vectores es un escalar y no un vector.

Propiedades elementales del producto punto

Ejemplo 1.2.26. Sean: n un entero positivo, i, ¥, w € R™ y a € R. Probar que el producto punto tiene las siguientes
propiedades:

1. Conmutatividad. @ -7 =7 4.

2. Aditividad. @ - (7

+
@
I
IS
ST
_l’_
S
g

w

—~

S
|

. Homogeneidad. a (u -

o U =0, entonces 4 - v = 0.

=

Isotropia del cero. Si @ =
5. Positividad. @ - @ > 0.

6. No degeneracién. i - @ = 0 si, y sélo si, & = 0.

. I, n . L, -
Demostracion. Como @, 0,w € R", existen 1,...,Tn,Y1,--sYn, 21,---,2n € R tales que @ = (x1,...,2,), T =

(Y15 Yn) Yy W= (215, 2n).
1. Para lograr la demostracion de la conmutatividad, partiremos del lado izquierdo de la igualdad que deseamos

probar y, usando las propiedades conmutativas de las operaciones en los reales, vamos a intentar llegar al lado
derecho. Comenzando,

U-T= (21, Tn) Wiy Un) =T1Y1 + -+ T =NT1+ oo F Y = Y1, Yn) - (@1, ) =T - 4L

2. Para demostrar la igualdad @ - (04 W) = @ - U+ @ - W, vamos a partir del lado izquierdo e intentaremos llegar al
lado derecho usando la distributividad en los reales. Procediendo,

- (T4+d0) = (x1,..,20) (Y1, sYn) + (21,3 20) = (@1, oy 20) - (1 + 215+ Yn + 2n))
= w1t a)+. AT Yn+ ) =T+ 2120+ Tnln  Tn2n
= zp+.. Frpyntrizit .o Az = (@1, xn) Y1y Yn) F (@1, mn) (21,000, 20)
= U-U+U-w
3. De manera similar a las pruebas anteriores, para demostrar la igualdad de la homogeneidad, vamos a partir del

lado izquierdo, intentaremos llegar a la expresion de enmedio, e inmediatamente después retomaremos el camino para
lograr alcanzar el lado derecho; en todos los casos, se usara la asociatividad del producto en los reales. Comenzando,

a(@-9) = a((@1,...,2n) W1,y Yn)) =a (@11 + ...+ TpYn) = aZ1Y1 + . .. + ATpYn
= (az)y1+ ...+ (azp) yn = (ax1, ..., ax,) - (Y1, yn) = (@ (@1, .-y 20)) - (Y1, -+, Yn)
= (au)-¥

ar1yr + ...+ arpyn = xray1 + ... + Tpay, = 1 (ay1) + ... + xn (ayn)
(X1, ) - (ay1y oy ayn) = (@1, Zn) - (@ (Y1, -+ Yn))
= U-(a?).

4. Supongamos que @ = 0. Evaluemos el producto escalar de @ y @ usando la homogeneidad ya probada de éste.
i-7=0-5=(00)-7=0(0-7) =o0.

Anélogamente se prueba el caso para cuando v = 0.
5. Efectuemos el producto « - 4.

—

A= (21, ) (T1, e, @) =210 + o DT, = 25 4 22

IS

Como lo obtenido es una suma de cuadrados, tenemos que - & es no negativo; es decir,

w-u>0.
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6. Hay que probar dos implicaciones: si « - © = 0, entonces © = 0, y si & = 0, entonces @ - @ = 0.
(Suficiencia) Supongamos que @ - @ = 0. Tenemos que probar que % = 0. Procediendo,

u-id=0.
Sustituyendo @ por sus coordenadas obtenemos
(1, xn) (1, x0) =
2 2
r+...tx, =

Ahora bien, una suma de cuadrados es cero, cuando, y sélo cuando, cada uno de los nimeros elevados al cuadrado
es cero; esto es,
T =...=x,=0.

Sustituyendo en la representacién de coordenadas para @ tenemos que

@=(x1,...,2,) = (0,...,0) =0.

(Necesidad) Ahora, hay que suponer que 4 = 0, v hay que demostrar que 4 - @ = 0; lo cual nos indica que se trata
de un caso particular del inciso 4 (isotropia del cero), cuando 4 = ¥ = 0. u

Norma
Definicién 1.2.27. Sean n un entero positivo y ¢ € R". Definimos la norma o magnitud de U, denotada por ||7], de

la siguiente manera,
9] = Vv - @.

Independencia lineal, ortogonalidad y ortonormalidad en conjuntos de vectores

Definicién 1.2.28. Sean m y n dos enteros positivos y 01, ..., 0, € R™. Se dice que {1,...,7,} es un conjunto
linealmente independiente de vectores de R™ si, para cualesquier ay, ..., a,, € R, se cumple lo siguiente,

si a1ty +...4+ant, =0, entonces a; =...=a, =0.

Se dice que {1, ..., Uy} es un conjunto ortogonal de vectores de R™ si, para cualesquier 4,5 € {1,...,m}, con i # j,
se tiene que 7; - U; = 0. Se dice que {¥,...,Tn} es un conjunto ortonormal de vectores de R™ si es ortogonal y si
|5;|| = 1, para todo i € {1,...,m}.

Ortogonalidad de vectores no nulos y ortonormalidad de vectores implican, respectivamente, inde-
pendencia lineal

Ejemplo 1.2.29. Probar que todo conjunto ortogonal de vectores no nulos de R™ es linealmente independiente. En
particular, se tiene que todo conjunto ortonormal de vectores de R™ es linealmente independiente.

Demostracion. Sean m y n dos enteros positivos y vy, ..., 0, € R" tales que {¥1,...,0,,} es un conjunto ortogonal
de vectores de R" y ¥; # 0 para todo ¢ € {1,...,m}. Ahora, tomemos a1, ...,a, € R, y supongamos que

a1 + ...+ a,v, =0.

Elijamos i € {1,...,m}, y efectuemos el producto punto con ¥; en ambos lados de la ecuacién anterior,

ﬁz(a1171++an17m):1720

Por las propiedades elementales del producto punto obtenemos

— —

a1 (U; - 01) + ...+ am (T; - U) = 0.

Por la ortogonalidad de {4, ..., %, } tenemos que ;- 0; =0, si ¢ # j, y U; - U; = [|%:]|%. Sustituyendo en la igualdad
previa tenemos que
a1 (0) + ...+ a; |5|]> + ... 4 am (0) = 0.
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Simplificando el lado izquierdo conseguimos
S 2

Ahora bien, como @; # 0, tenemos que ||; ||2 = ;- U; > 0. Con esto, podemos continuar simplificando el lado izquierdo
de la igualdad obteniendo
a; = 0.

Dado que lo anterior ocurre para todo i € {1,...,m}, concluimos que a; = ... = a,, = 0. Por tanto, {¢},...,0,,} es
un conjunto linealmente independiente de vectores de R".

Finalmente, como un conjunto ortonormal de vectores de R™ es un caso particular de un conjunto ortogonal de
vectores no nulos de R™, la conclusién recientemente probada se le aplica. ]

Bola abierta

Definicién 1.2.30. Sean: n un entero positivo, @ € R"™ y r > 0. Definimos la bola abierta de centro @ y radio r,
denotada por B (a;r), de la siguiente manera,

B(a;r)={peR":|p—dl <r}.
Los intervalos abiertos como bolas abiertas
Ejemplo 1.2.31. Probar que todo intervalo abierto no vacio es una bola abierta en R, y viceversa.

Demostracion. Sean a,b € R, con a < b. Para probar que un intervalo abierto no vacio es una bola abierta, sera
suficiente con establecer la igualdad siguiente,

a+b b—a
:b) =B ; .
@t =5 (5050

A este fin, utilizaremos equivalencias. Sea

x € (a3b).
<~

a<z<b.

Dado que el punto medio del intervalo es (a + b) /2, restemos este valor en todos los lados de la desigualdad doble
anterior.
—

a+b a+b a+b
a-— <z - 5 <b-— 5

Simplificando obtenemos
<~

a—>b a+b b—a

2 ' 2
Mejor aun,
<~

b—a a+b b—a

- 5 <T— 9 < 5

Obsérvese que los extremos de la desigualdad previa tienen signos distintos. Luego, es posible separarla en la disyun-
cién siguiente,
—

o bien 7b—a< 7a+b<0’ o bien ngia;—b<b;a.
Multiplicando todos los lados de la primera desigualdad doble por —1 conseguimos
= b b b b
o bien O<—(m—a; ><;a, o bien ng—a+ < ;a. (1.8)

Con el objetivo de introducir el valor absoluto en las desigualdades anteriores, es necesario hacer un paréntesis para
establecer las afirmaciones siguientes;
a+b a+b
T — =—|a-— ,
2 2

a+b

si x— < 0, entonces
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y
b b b
si ng,i’ entonces xfa—’_ :;vfa—’_ .
2 2 2
Sustituyendo en (|1.8)) podemos continuar con la cadena de equivalencias.
b b b b
obien 0< x—a+ <;a7 obien 0< x—CH_ < —a.
2 2 2
Simplificando la disyuncién obtenemos
b b
a+ —a
0< |z — < .
—% 2’ 2
Ahora bien, dado que todo valor absoluto es no negativo, la desigualdad del lado izquierdo sale sobrando. Eliminandola
conseguimos
<~

x_a—&—b < b—a
2 2

Por definicién de bola abierta tenemos que
—

xEB(a+b;b_a).
2 2

atb b—a
2 72 ’

En resumen,

x € (a;b) si, y solo si, meB(

Con esta equivalencia obtenemos finalmente la igualdad buscada;

a+b b—a
(a,b)—B( B )

Para probar el reciproco, nos apoyaremos en este resultado final. Sea E una bola abierta en R. Luego, existen
p,r € R, con r > 0, tales que

(1.9)

E=B(pr).

En orden de encontrar a qué intervalo abierto corresponde, basta con igualar esta bola abierta a la del tipo obtenido
a partir de un intervalo en (1.9)); es decir, hay que efectuar la siguiente comparacién,

a+b b—a
B(p,r)—B( 5 3 )

Igualando término a término los nimeros involucrados, arribamos al siguiente sistema de ecuaciones lineales,

_a+b
2 b
b—a

r= .

2

Resolviéndolo respecto de a y b conseguimos
a=p—r y b=p+r.
Sustituyendo estas expresiones para a y b en (|1.9) obtenemos

p—r+p+tr ptr—(p—r)
2 : 2

(prw+ﬂB< >BmﬂE.

Ademas, como p—1r < p+r, tenemos que el intervalo abierto conseguido es no vacio. Asi, podemos concluir que toda
bola abierta en R es un intervalo abierto no vacio. ]
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Punto interior e interior de un conjunto

Definicién 1.2.32. Sean: n un entero positivo, S C R"™ y ' € S. Se dice que p’ es un punto interior de S si existe
r > 0 tal que B (p}r) C S. Al conjunto de puntos interiores de S se le llama el interior de S y se denota por S° o por
Int S. Con esta notacién, un punto p de S es un punto interior si, y sélo si, 5 € S°. Finalmente, nétese que S° C S.
Contencién de la unién de interiores en el interior de la unién

Ejemplo 1.2.33. Sean n un entero positivo y S y T dos subconjuntos de R"™. Ocurre que S° UT° C (SUT)°.

Demostracion. Sea
pesScuTe.

Se tiene que,
obien pe€S° obien peT.

Es decir, o bien p es punto interior de S, o bien p’ es punto interior de T'. En cualquier caso, existe r > 0 tal que,
obien B(p;r)CS, obien B(p;r)CT.

Para cualquier opcion se puede concluir que
B (p;r) C SUT;

por lo que P’ es punto interior de S UT'. En simbolos,
pe(SuT)’.
Dado que esto sucede para todo p € S°UT®, concluimos que

S°UT® C(SUT)°.

Conjunto abierto

Definicién 1.2.34. Sean n un entero positivo y S C R". Se dice que S es un conjunto abierto de R™ si todos los
puntos de S son puntos interiores de .S; es decir, si S = S°.

La topologia usual en los espacios euclidianos

Definicién 1.2.35. Sea n un entero positivo. A la coleccién de todos los conjuntos abiertos de R™ se le denomina la
topologia usual o euclidiana de R™, y se representa por 7; es decir,

7 ={5:5 es un conjunto abierto de R"}.

En estas circunstancias, se dice que la pareja (R",7) es un espacio topoldgico, en tanto que a R™ se le denomina un
congunto topologizado por T o, simplemente, un conjunto topologizado.

Uniones e intersecciones

Definicién 1.2.36. Sea I un conjunto no vacio al que, para los propdsitos de esta definicién, llamaremos un conjunto
de indices. Sea X un conjunto y considérese P (X), el conjunto potencia de X. Definase una funcién f: I — P (X)
tal que, para cada i € I, existe A; C X tal que i — A;, o sea, f (i) = A;; a tal funcién se la llama una funcion
indezadora. Sea {A;},.; una coleccién de subconjuntos de X. Definimos la union de las A; con i € I, denotada por
User A;, de la siguiente manera,

UAi:{a:eX:existeie]talquexeAi}.
il

Asimismo, definimos la interseccion de las A; con i € I, representada por N;cs A;, de la siguiente forma,

ﬂAi:{xeX:J;EAiparatodoiel}.
iel
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Maximo y minimo de un conjunto de niimeros reales

Definicién 1.2.37. Sean n un entero positivo y ay, ..., a, € R. Usaremos la notacién Méx (ay, ..., a,) para denotar
al mayor entre los nimeros del conjunto {as,...,a,}. Por otra parte, utilizaremos la nomenclatura Min (ay, ..., ay)
para representar al menor entre los nimeros del conjunto {ay,...,an}.

Propiedades elementales de los conjuntos abiertos

Ejemplo 1.2.38. Sea n un entero positivo. Probar que la topologia usual de R™ tiene las siguientes propiedades:

1. Abierto extremal. R" es conjunto abierto de R".

2. Uniones arbitrarias. Si I es un conjunto no vacio de indices y {A;},.; es una coleccién de conjuntos abiertos

de R", entonces U S A; es un conjunto abierto de R".
1€

3. Intersecciones finitas. Si m es un entero positivo y {41, As,..., A,y } es una coleccién finita de conjuntos

m
abiertos de R", entonces ﬂ ) A; es un conjunto abierto de R™.
i=

Demostracion. Sea n un entero positivo.

1. Probemos que R™ es un conjunto abierto de si mismo. Sean p' € R"™ y r > 0. Dado que todos los puntos de la bola
abierta B (p'r) son elementos de R™, tenemos trivialmente que B (p}r) C R™. Luego, cualquier punto de R™ es un
punto interior del mismo; por lo que R™ es un conjunto abierto de R".

2. Sean I un conjunto no vacio de indices y {A4;},.; una coleccién de conjuntos abiertos de R™. Probemos que

U

icl

pe UAi-

icl

es un conjunto abierto de R™. Sea

Luego, existe un indice j € I tal que p'e A;. Dado que A; es un conjunto abierto de R", tenemos que § es un punto
interior de A;; por lo que para algin r > 0 se tiene que

B (p;r) C A
Ahora bien,

A; c A

iel
De donde
B(pir) C U Ai;
iel

0 sea,

P es un punto interior de U A;.
iel

Como esto sucede para todo

FelJA,

icl

U

iel

concluimos que

es un conjunto abierto de R™.
3. Sean m un entero positivo y {A1, As, ..., Ay} una coleccién finita de conjuntos abiertos de R™. Demostremos que

4
i=1
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es un conjunto abierto de R™. Sea
m
pe ﬂ A;.
i=1

Luego, p € A;, para todo i € {1,...,
un punto interior de A;, para todo i € {1,...,
que

B (ﬁ, ’I“i) C A;.

Definamos
r = Min (rq,...

De donde

B(];:’I”) C Ai7

para todo i € {1, ...,

En otras palabras,

P es un punto interior de

Dado que esto ocurre para todo
m
ﬁe ﬂ Aia
i=1

concluimos que

es un conjunto abierto de R™.

Un conjunto abierto

24

m}. Dado que cada A; es un conjunto abierto de R", tenemos entonces que p’ es
m}. Para cada uno de estos indices, existe, respectivamente r; > 0 tal

' Tm) -

Como r < r;, para todo ¢ € I (de hecho, r = r;, para alguna j € {1,...,

B(pir) C B(pri) -

m}; por lo que r > 0), tenemos que

m}. Por esto iltimo, tomando la interseccién obtenemos

ﬂil A,

Ejemplo 1.2.39. Considérese el subconjunto del plano cartesiano dado por

A={(z,y) :x —2y—1<0}.

Probar que A es conjunto abierto de R2.

Demostracion. Sea p € A; luego, existen a,b € R tales que p'=

(a,b) y a—2b—1 < 0. Dado que larecta x —2y—1 = 0

delimita el conjunto A, midamos la distancia de ¢ a la recta. Ahora bien, tomando en cuenta que un vector normal

a dicha recta esta dado por L=

L 1 1

U= 7]~ =21

Para conseguir la distancia entre p'y la recta, podemos tomar el valor absoluto del producto punto entre p'—
U, donde (h, k) es cualquier punto sobre la recta, por lo cual h — 2k —

U-|

‘_‘\f (1,-2) - [(a,b) — (h, k)]’
- —|<1><a—h>+<—2)<b—k>|=%Ia
= —la-2—(h—2%—-1)—1] =

V5 V5

(1, —2), normalizdndolo obtenemos

12 4+ (—=2)?

1
—|a—2b—0—1|:|

1

(17 _2) = ﬁ

(1,-2).

(h, k) y
1 = 0, obteniendo asi la distancia r dada por

(1,-2) - (a—h,b— k)|

!

—h—2b+2k|=—F7la—2b—h+2k+1-1
\/5

a—2b—1|
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Mejor aun,

la —2b— 1] = V/5r-

Para futura referencia tenemos que .
L -[p—(hk)]=a—-2b—1.

A fin de probar que p'es punto interior de A serd suficiente con demostrar que B (p;r) C A. Para esto, sea § € B (p;r).
Luego, existen c¢,d € R tales que ¢ = (¢,d) y || — Pl < r. A continuacién, evaluemos las coordenadas de ¢ en la
ecuacion de la recta para comprobar que su valor es negativo. Procediendo,

-

c—2d—1 = L-[§—(hk)])=L-[(@—p)+[F— (nK)]=L-(§—p) +L-[F— (hk)
- E-((j’—ﬁ)+a—2b71§’E-((j—ﬁ)’Jra—%flgHEH||(I—}3’I|+@—2b71
VBIG—pll+a—2b—1<Vbr+a—2b—1.

En sintesis,

c—2d—1<V5r+a—2b—1. (1.10)
Ahora, como a — 2b — 1 < 0, ocurre que
a—2b—1=—|a—2b—1|=—5r.
Sustituyendo, podemos continuar con .
c—2d—1<Vbr+a—2b—1=+5r—V5r=0.

En resumen, ¢ — 2d — 1 < 0; por lo que ¢ = (¢,d) € A. Dado que esto sucede para todo ¢ € B (p;r), concluimos que
B (p;r) C A. En otras palabras, ' es punto interior de A. Como esto acontece para todo p € A, concluimos que A es
conjunto abierto de RZ. [ ]

Punto de acumulacién y conjunto derivado

Definicién 1.2.40. Sean: n un entero positivo, S C R™ y p'€ R". Se dice que p'es un punto de acumulacion o punto
limite de S si para todo r > 0 se tiene que (B (p}r) \ {p}) NS # 0. Al conjunto de puntos de acumulacién de S se le
llama el conjunto derivado de S y se denota por S’. Con esta notacién, un punto § es un punto de acumulacién de
S si, y sélo si, pe S’

Los puntos interiores como puntos de acumulacién

Ejemplo 1.2.41. Sea n un entero positivo. Probar que, en R™ todo punto interior de un conjunto es un punto de
acumulacion del conjunto.

Demostracion. Sean S C R™ y p'un punto interior de S. Luego, existe s > 0 tal que
B (p;s) C S.
Ahora, demos r > 0. Tomemos ¢ = Min (r, s); de lo cual se obtiene que ¢ > 0, ademds de que
B(pit) C B(pir) 'y B(pit) C B(pis).
y, por esto ultimo, que

Bpt)\{pt c B:r)\{pt vy B@)\{p}C B{@s)\{p}
A todo lo anterior anadamos que
B(pit) \ {p} # 0.
Por una parte, tenemos que
B(pit)\{p} C B (5 s) \{p} C B(pis) CS.

De esto conseguimos lo siguiente

(B (B ) \{P}) NS = B (5;t) \ {p} # 0.
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Y asi,
0# B (p:t) \{p} = (B @) \{pH) NS c(B@E)\{pH)NS.
En resumen,
(B@:r)\{p}) NS #0.

Como esto vale para todo r > 0, concluimos que p es punto de acumulaciéon de S. Asi, todo punto interior de S es
punto de acumulacién de S. [ |

Cerradura de un conjunto

Definicién 1.2.42. Sean (X, Y) un espacio topoldgico y A C X. Definimos la cerradura de A, denotada por A, de la
siguiente manera,

A={z:2€ X y,paratodo U € T, con z € U, ocurre que U N A # 0} .

Propiedades elementales de la cerradura de un conjunto

Proposicién 1.2.43. Sean (X,T) un espacio topoldgico y A y B dos subconjuntos de X. La cerradura tiene las
siguientes propiedades:

1. Vacio. () = 0.
2. Contencién. Si A C B entonces A C B.
3. Unién. AUB=AUB.

De la teoria de conjuntos, las Leyes de De Morgan constituyen un aliado en relaciéon a propiedades que involucran
la diferencia entre conjuntos.

Propiedades elementales del complemento y la diferencia

Proposicién 1.2.44. Sean: I un conjunto no vacio de indices, X un conjunto y {Aq},; una familia de subconjuntos
de X. Las siguientes propiedades se dan:

1. Primera ley de De Morgan. (U o Aa> = ﬂ o AS.
[e% [e%

¢ (&
2. Segunda ley de De Morgan. (ﬂad Aa) = Uael AL
3. Contencién. Sii,j € [ y A; C Aj, entonces Aj C Aj.
4. Equivalencia a la contencién. Si i,j € I, entonces, A; \ A; = 0 si, y sélo si, A; C A;.
Contencién de la diferencia relativa de dos cerraduras en la cerradura de la diferencia relativa

Ejemplo 1.2.45. Sean (X,T) un espacio topoldgico y A y B dos subconjuntos de X. Probar que A\ B C A\ B.

Demostracion.
(A\B)\ (4\B) = (A\E)m(A\B)‘: An(B C))m(ATB)CZZm((E)Cm A\B)°)
= Zm(EU(A\B))C:ZQ(Bu((A\B))C:Zm(AUB)C:ZH(AUB)C
= A0 (@ N (B)) = (An (@) ) (B) =00 (B) =0

Por el Inciso 4 de la Proposicién |1.2.44|se concluye que A\ B C A\ B. |
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1.3. Ejercicios

I. Utilizar el Método Directo para demostrar que las funciones siguientes son inyectivas:
1. f(x)=-8z+5; f:R—R.
2. g(x)=T2>-2;g:R—R
3. hiz)=vVx+1; h:R—R

4. j(x) = (e —1)° +7-2j: [(V=T+1) /4 +0) — R

5
7
i 489
5. k()= |+3—— | +Lk:R—R

~4
6. F(zx) = 5 = —7;F;R\{(VTG+5)/2,({/—10/243—6+5)/2}—>R.
AR 6+ (20 —5)"
7. G () = 155;”j;; G:R\{8/5} — R.
8. H(x):%;H:R\{5/?}—>R
a1 7\
94yt
9. J(z) = # — 8 J:(~4/3;7/6] — R.
—12z -5\ "
| <—4m—9>
10. K(z) = —-2; K :R\{-9/4} — R.

—10

II. Counsidérese P (R) el conjunto potencia de R; es decir, el conjunto de todos los subconjuntos de R. Ahora, sean:
aeR, Co={r:2eRyzx<a}=(—00a]ly f:R— P(R) funcién dada por f (a) = C,.

1. Calcular: (a) f(—1); (b) f(0); (c) f(4/3).
2. Encontrar: (a) f(=1)N f (\/5), (b) fF(1)U f(4).
3. Demostrar que f es inyectiva.

4. ;Es suprayectiva la funcién f? (Ver la definicién respectiva en el Capitulo 2.)

III. Sean: N el conjunto de los nimeros enteros positivos, Z el conjunto de los nimeros enteros'y g : N — Z funcién
dada de la siguiente manera,
0, sin=1,
sm ={

gn—1)+=D)""(n-1), sin>2
L. Calcular: (a) g (=6); (b) g(=1); (c) g(0); (d) g(1); (e) g(4).
2. Demostrar que g es inyectiva.

IV. Sea n un entero positivo. Demostrar que n? 4+ n + 1 es un nimero impar.
V. Sean X y Y dos conjuntos y f : X — Y una funcién. Se dice que f es biyectiva si es tanto inyectiva como
suprayectiva. Probar que f es biyectiva si, y sélo si, f (X \ A) =Y \ f(A), para todo A C X.



Capitulo 2

REDUCCION AL ABSURDO

2.1. Introduccion

2.1.1. Presentacién del método

La tradicién adjudica a Hipéerates de Quios (470-410 a.C. aproximadamente) la invencién del Método por Reduc-
cion al Absurdo o Prueba por Contradiccion. Sin embargo, no se puede descartar que se haya inspirado en tradiciones
argumentativas griegas mas antiguas, como las “aporias” de los filésofos eledticos, cuyos representantes més eminen-
tes fueron Parménides de Elea (514-470 a.C. aproximadamente) y Zenén de Elea (495-430 a.C. aproximadamente)
(ver [I0]). El punto es que, a partir de entonces, los mateméticos griegos tuvieron a su disposicién, al menos, dos
herramientas para efectuar demostraciones. Por ejemplo, el matemético Euclides de Alejandria (330-265 a.C. apro-
ximadamente) emple6 ambas técnicas con habilidad en su libro “Elementos.” Una de las pruebas por contradiccién
més conocidas de Euclides establecié la existencia de los ndmeros irracionales (ver [13]).

En el Método por Reduccién al Absurdo se supone que el antecedente de una proposiciéon condicional es verdadero,
al igual que en el Método Directo, y se desea probar que el consecuente también es verdadero; es aqui donde cambia
la tactica, pues si la finalidad es demostrar que el consecuente es verdadero, debe haber alguna razén por la cual éste
no puede ser falso; dicho de otra manera, se cuestiona el por qué la conclusién no puede ser falsa. El objetivo del
método es, precisamente, descubrir esa razon. Asi las cosas, se procede de la siguiente manera. Si queremos probar
la proposicién condicional “si p, entonces ¢” por Reduccién al Absurdo, se debe suponer que el antecedente p es
verdadero y el consecuente ¢ es falso, y usar esta informacion para llegar a una contradiccién.

Uno de los matematicos més importantes del siglo XX, el inglés Godfrey Hardy (1877-1947) decia (ver [I8] ) que “el
Método de Reduccién al Absurdo, que tanto complacia a Euclides, es una de las armas més finas que puede emplear
un matematico. Se trata de una estrategia mucho maés refinada que cualquier jugada de ajedrez; un ajedrecista se
puede permitir sacrificar un peén o incluso otra pieza, pero un matematico arriesga la partida entera.”

2.1.2. Estructura del método

La estructura del Método por Reduccion al Absurdo queda de la siguiente manera:

Se desea probar “si p, entonces q.”

Se supone que p es verdadera y se supone, por contradiccidén, que la conclusién g es falsa; es decir, se supone
p junto con la negacion de g. Con la conjuncién “p y no ¢”, y por medio de inferencias, finalmente se llega a una
contradiccion.

Se concluye que la proposicién “si p, entonces ¢q” es verdadera.

2.1.3. Sugerencias para su uso

Cada problema origina su contradiccién; no hay normas especificas para encontrarla; es necesario tener creatividad,
esfuerzo y persistencia. No obstante, un caso en que el método puede tener éxito es aquel en donde el consecuente
contiene la palabra no. También se emplea para demostrar propiedades que posee el conjunto vacio. Alin mas, se usa
con frecuencia para probar teoremas que involucran unicidad. En este caso, en lugar de tratar de demostrar que existe
un Unico objeto, se procede con la suposicion de que existe otro objeto. El cémo y dénde va a surgir la contradiccion
puede no estar claro; pero puede resultar mucho mas facil que atacar el problema de manera directa.

28
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2.2. Ejemplos
Con el método de reduccion al absurdo se puede demostrar la no suprayectividad de una funcién.

Funcién suprayectiva

Definicién 2.2.1. Sean A y B dos conjuntos. Una funcién f : A — B se llama suprayectiva, sobreyectiva o sobre,
si B = f(A); es decir, si para todo b € B, existe x € A tal que f (z) = b.

Funcién no suprayectiva

Definicién 2.2.2. Sean A y B dos conjuntos. Una funcién f : A — B se llama no suprayectiva, si B # f (A); es
decir, si existe b € B, tal que, para todo x € A, f (x) # b.

En la prictica se halla un valor concreto b para el cual, en la igualdad f (x) = b, al intentar despejar « en términos
de b, se llegue a una contradiccién.

Ejemplo 2.2.3. Probar que la funcién
=9z +2
- 3z -4’

tal que F : (—o0; —4/3) U (—4/3; 400) — R, no es suprayectiva.

Demostracion. Antes de empezar, efectuemos la divisién indicada en la fraccion.

3

-3z —4 | —9x +2

+9x +12

14

Luego,
-9z +2 14

F == _—
@)= =173 5o

Ahora supongamos, por contradiccién, que F' es suprayectiva; es decir, que para todo b € R, existe x € (—oo0; —4/3)U
(—4/3;400) tal que F' (x) = b. Ahora, témese, por ejemplo, b = 3. Sustituyendo F (x) y b en la ecuacién F (z) = b
obtenemos

14
3+ ——=3.
* —3x—4
Procedamos a despejar x.
14
— = 0O
—3x—4
14 = 0(-3z—4).
14 = 0.
Pero esto es una contradiccién. Por tanto, F' no es suprayectiva. ]

Ejemplo 2.2.4. Probar que la funcién G (z) = (3z — 1)2 + 9, tal que G : R — R, no es suprayectiva.

Demostracion. Supongamos, por contradiccidén, que G es suprayectiva; es decir, que para todo b € R existe z € R
tal que G () = b. Témese, por ejemplo, b = 8. Sustituyendo G (z) y b en la ecuacién G (z) = b obtenemos

(3z—1)*+9=38.
Desarrollando el lado izquierdo de la igualdad tenemos que
92° —6x+1+9=28.
Igualando a cero conseguimos

922 —624+10—8 = 0.
922 —6z4+2 = 0.
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Las raices son

—(=6) = /(6" —4(9)(2) _6=v36-T2 _ 6+ 36 _6+£V 6 _ 626y 1 _6(1+£v-)

2(9) 18 18 18 18 18
1+
= 3 .
Contradiccién, ya que = ¢ R. Por tanto, G no es suprayectiva. |

Cuadrados y paridad

2

Ejemplo 2.2.5. Sea n un numero entero. Probar que, si n“ es par, entonces n es par.

Demostracion. Supongamos que n? es par. Supongamos ahora, por contradiccién, que n es impar. Luego, existe un
numero entero m tal que n = 2m + 1. Elevemos n al cuadrado usando esta representacion.

n? = (2m+1)* = 4m? +4m +1 =2 (2m? + 2m) + 1.

De donde n? también es impar. Contradiccién, ya que por hipétesis n? es par. Por tanto, si n? es par, entonces n es

par. |
La irracionalidad de v/2
Ejemplo 2.2.6. Probar que, si r es un nimero real tal que > = 2, entonces r no es racional.

Demostracion. Supongamos, por contradiccién, que para algin nimero racional r ocurre que r2 = 2. Luego, existen
niimeros enteros p y ¢, con g # 0, tales que 7 = p/q. Es claro que r # 0, ya que 0% = 0 # 2; con lo que p # 0. De
donde podemos suponer que p y ¢, al no ser cero, no tienen factores comunes distintos de 1 y —1. Continuando, como

r? = 2,
se tiene entonces que
2
P—
q
P = 24

Como p? es muiltiplo de 2, por el ejemplo anterior tenemos que p es también miltiplo de 2. Luego, existe un nimero
entero k tal que p = 2k. Sustituyendo en la igualdad previa obtenemos

(2k)? = 242
4k = 24°.
262 = ¢°.

Una vez maés, como ¢> es miltiplo de 2, entonces ¢ también es multiplo de 2. Pero entonces tanto p como ¢ son
multiplos de 2. De donde 2 es factor comin de ambos. Contradiccién. Por tanto, si r es un ntmero real tal que
r? = 2, entonces r no es racional. |

Para el siguiente ejemplo referente a la imagen de un conjunto bajo una funcién, favor de consultar la definicién
correspondiente provista en el primer capitulo.

Vacuidad de la imagen del conjunto vacio
Ejemplo 2.2.7. Sean X y Y dos conjuntos y f: X — Y una funcién. Probar que f () = (.

Demostracion. Supongamos, por contradiccidn, que f (@) # 0. Luego, existe y € f (0). Por definicién de imagen,
lo anterior quiere decir que existe € ) tal que f(z) = y. Contradiccién, ya que, para todo x, = ¢ (). Por tanto,

f(©0)=90. |
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Para los siguientes ejemplos referentes a limites de funciones reales de variable real, constltense las definiciones
respectivas dadas en el primer capitulo.

Unicidad del limite en funciones reales de variable real

Ejemplo 2.2.8. Sean: A un intervalo abierto no vacio, a € A, f una funcién real de variable real con dominio Dy y
A\ {a} C Dy. Probar que, si el lim,_,, f (z) existe, entonces es tnico.

Demostracion. Como lim,_,, f (x) existe, sea L = lim,_,, f (x). Supongamos, por contradiccién, que existe otro
limite, distinto del anterior, para el limite de f en a, es decir, que existe M = lim,_,, f (z), pero L # M. Luego, dado
e >0, para €/2 > 0, existen §; > 0y d2 > 0, tales que, con = € A, si 0 < |z — a| < d1, entonces |f (z) — L| <e/2,y
si 0 < |x — a| < d2, entonces |f (x) — M| < £/2. De donde, si tomamos 6 = Min (d1,d2), siz € Aysi0< |z —al <4,
entonces, al mismo tiempo,
€ €

F@-I<s vy lf@-M<g

Sumando miembro a miembro estas ultimas desigualdades obtenemos

|f (@) = LI+ |f (z) = M| <e.

Ahora bien, comparemos L y M. Como son distintos, tenemos que L — M # 0. De donde |L — M| > 0. Pero, del
siguiente desarrollo que usa la desigualdad triangular, se concluye que

IL—M[=|L-f(@)]+[f(z)-M]|<|L-f(@)|+]|f(z)-M<e
En resumen,
|IL - M| <e.

Dado que L y M son constantes y que esta desigualdad ocurre para todo € > 0, concluimos que |L — M| = 0.
Contradiccién, ya que |L — M| > 0. Por tanto, el limite de una funcién en un ntmero, si existe, es unico. |

Inexistencia de limite

Ejemplo 2.2.9. Probar que el siguiente limite
lim —
x—0 I

no existe.

Demostracién. Supongamos, por contradiccién, que lim, o || /2 existe. Por el Ejemplo[1.2.13|del Capitulo 1, esto
implica que los limites unilaterales correspondientes existen y son iguales; es decir,
x x
lim u = lim u
z—0t T  z—0- T
Procedamos, pues, a calcular explicitamente dichos limites unilaterales.
(Limite por la derecha) Al tomar el limite cuando z tiende hacia cero por la derecha, por definicién en este caso
x > 0. Pero entonces, || = z. Luego, tomando este limite y sustituyendo el valor absoluto obtenemos
|z|

ltim — = lim —= lim 1=1.
r—0t T r—0t T r—0t

(Limite por la izquierda) En este caso de limite en el que z tiende a cero por la izquierda tenemos que z < 0.

Asi, |x| = —z. Calculando este limite y sustituyendo el valor absoluto conseguimos
x —x
lim lal _ lim — = lim (-1)=-L1
z—0~ T r—0- T x—0~

Se concluye que,
lim m:175—1: lim

z—0t T r—0~ T

|z|

Contradiccién, ya que se suponia que debian ser iguales. Por tanto, lim,_,o || /2 no existe. |
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Para el siguiente ejemplo referente a funciones reales continuas y sucesiones reales convergentes, favor de consultar
las definiciones respectivas proporcionadas en el primer capitulo.

Determinacién de la continuidad por la preservacién de la convergencia

Ejemplo 2.2.10. Sean f una funcién real de variable real con dominio Dy y a € Dy. Probar que si siempre que
{z,},°| sea una sucesién contenida en Dy que converge hacia a, ocurre que también la sucesion { f (z,,)},-, converge
hacia f (a), entonces, con todo esto, se tiene que f es continua en a.

Demostracidn. Supongamos que, siempre que {z,,},. ; sea una sucesién contenida en Dy que converge hacia a, ocurre
que también la sucesion {f (z,,)},—, converge, y lo hace precisamente hacia f (a). Hay que probar que f es continua
en a. Para esto supongamos, por contradiccién que f no es continua en a. Esto significa que existe € > 0 tal que,
para todo § > 0, existe x € Dy, con

|xr —a| <6, y,sinembargo, |f(z)— f(a)|l>e.
Ahora, demos un entero positivo n, y definamos §,, = 1/n. Por la no continuidad de f en a, tenemos que, para este

0n > 0, existe x,, € Dy tal que

1
|z, —al < 8, = —, y, no obstante, |f (z,)— f(a)] >e.
n

En resumen, para todo entero positivo n,

fen—al <y 1 )= f (@) 2

Pero, por una parte, el que |z, — a| < 1/n, para todo entero positivo n, significa que la sucesién {z,}, ., converge
hacia a, y, por otra parte, el que |f (x,) — f (a)] > &, para todo entero positivo n, quiere decir que la sucesién
{f (zn)},2, no converge hacia f (a). En sintesis, {z,} -, converge hacia a en tanto que {f (z,)}, -, no converge
hacia f (a). Contradiccién. Por tanto, f es continua en a. [ ]

Juntando los Ejemplos[1.2:21]y [2:2.10] obtenemos el siguiente resultado que relaciona la continuidad de una funcién
real con la convergencia de sucesiones reales.

Corolario 2.2.11. Sean f una funcién real de variable real con dominio Dy y a € Dy. Se tiene que f es continua en
a si, y solo si, siempre que {x,} _, sea una sucesién contenida en D; que converge hacia a, ocurre que también la
sucesion {f (xn)}, -, converge hacia f (a).

Funcién uniformemente continua real de variable real

Definicién 2.2.12. Sean S C Ry f: S — R una funcién. Se dice que f es uniformemente continua en S si, para
todo € > 0, existe § > 0 tal que, para cualesquier x,y € S,

si |z —y| <4, entonces |f(z)—f(y)<e.

Notese que toda funcion real de variable real que sea uniformemente continua en un conjunto es automaticamente
continua en todo ntmero de dicho conjunto.

La no uniformidad continua de la funcion reciproca en un dominio acotado
Ejemplo 2.2.13. Sea G (z) = 1/z, tal que G : (—1;0) U (0;1) — R. Probar que G no es uniformemente continua.

Demostracion. Supongamos, por contradicciéon, que G es uniformemente continua. Luego, para todo € > 0, existe
4 > 0 tal que, para cualesquier z,y € (—1;0) U (0; 1),

si |z —y| <4, entonces |G (z)—G(y)|<e.

Nétese que 0 < |z| < 1y 0 < |y| < 1. Continuando, en particular, para ¢ = 1 > 0 y sustituyendo G, tenemos que
existe 01 > 0 tal que, para cualesquier z,y € (—1;0) U (0; 1),

si | —y| <41, entonces
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Equivalentemente,

si | —y| <41, entonces

x’<1.
ay

Sin pérdida de generalidad, podemos tomar y = —z € (—1;0) U (0; 1). Sustituyendo obtenemos,

2
si 2|x| < d1, entonces 2al < 1.
|z ly]

Mejor aun,
0
si x| < 721’ entonces 2 < |y|.

Luego, eligiendo = € (—1;0) U (0;1), con |z| < §1/2, ocurre que 2 < |y|. Contradiccién, ya que |y| < 1. Por tanto, G
no es uniformemente continua. ]

Para los siguientes ejemplos topoldgicos, constultense las definiciones dadas en el primer capitulo.

El conjunto vacio como conjunto abierto
Ejemplo 2.2.14. Sea n un entero positivo. Probar que, en R™, el conjunto vacio es un conjunto abierto.

Demostracion. Supongamos, por contradiccién, que el ) no es un conjunto abierto de R™. Luego, eziste p € () tal
que p no es punto interior de (). Pero esta afirmacién de que existe un punto p’' € §) es una contradiccién, ya que el
conjunto vacio no tiene elementos. Por tanto, el () es un conjunto abierto de R™. |

Punto aislado

Definicién 2.2.15. Sean: n un entero positivo, S C R" y p'€ S. Se dice que p’ es un punto aislado de S si para algin
r > 0 se tiene que (B (p;r) \ {p}) NS = 0 o, equivalentemente, B (p;r) \ {p} C S¢. Al conjunto de puntos aislados
de S se le representa por Ais.S o por IsoS. Con esta notacién, un punto p de S es un punto aislado si, y sélo si,
p € Ais S. Finalmente, nétese que Ais.S C S.

Incompatibilidad entre puntos aislados y puntos de acumulacién

Ejemplo 2.2.16. Sean n un entero positivo y S C R™. Probar que ningin punto de R" puede ser, simultdneamente,
punto aislado de S y punto de acumulacién de S; esto es, en simbolos, que Ais SN .S" = 0.

Demostracion. Supongamos, por contradiccién, que Ais SN S’ # 0; es decir, que existe 7 € R™ tal que p € AisSNS’.
Luego, p € AisS y p € S’; es decir, 7 es punto aislado de S y punto de acumulacién de S. Por lo primero, para
algin r > 0 se tiene que (B (p;7) \ {p}) NS = 0. Por lo segundo, ocurre que (B (p;r) \ {p}) N S # 0. Contradiccién.
Por tanto, AisS NS’ = 0; o sea, ningin punto de R™ puede ser, simultdneamente, punto aislado de S y punto de
acumulacién de S. |

Equivalencia entre nulirreﬂexividadﬂ y asimetria para relaciones transitivas

Ejemplo 2.2.17. Sean S un conjunto y < una relacién en S. Supongamos que < es transitiva, es decir, que verifica
la propiedad siguiente:
Transitividad. Para cualesquier x,y,z € S,

si <y y y—<2z -entonces x < z.

Con esto, probar que las siguientes propiedades en < son equivalentes:
Sean a,b € S cualesquier.

1. Nulirreflexividad. a £ a.

2. Asimetria. Si a < b, entonces b £ a.

L Utilizamos la palabra “nulirreflexiva” como abreviatura para la frase “nunca reflexiva.”
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Demostracion. Sean z,y,z € S y supongamos que < es transitiva; esto es,
si <y y y=<=z entonces z < z.

((1)==(2)) Supongamos que < es nulirreflexiva. Supongamos ahora, por contradiccién, que para ciertos a,b € S se
tiene al mismo tiempo que
a<b y b=<a.

Por transitividad sobre estas asociaciones obtenemos
a < a.

Ahora bien, como < es nulirreflexiva, en particular para a se tiene que a £ a; lo cual contradice lo anterior. Luego,
si a < b, entonces b £ a; es decir, < es asimétrica.

((2)=(1)) Supongamos que < es asimétrica. Supongamos ahora, por contradiccién, que < no es nulirreflexiva; o
sea, que en particular para a € S se podria tener que

a =< a.
Tomando b = a y sustituyendo en el lado derecho de la asociacién anterior obtenemos
a<b.

Por la asimetria de < conseguimos
b4 a.
Restituyendo a en vez de b en el lado izquierdo, tenemos que

a 4 a,

lo cual es una contradiccién, ya que a < a. Por tanto, para todo a € S se tiene que a £ a; es decir, < es nulirreflexiva.
|

Cota superior

Definicién 2.2.18. Sean a € Ry S C R. Se dice que « es una cota superior de S si, para todo = € S, se cumple que
x < a. Si S tiene una cota superior se dice que S esta acotado superiormente.

Supremo

Definicion 2.2.19. Sean o € Ry S C R. Se dice que « es un supremo o minima cota superior de S, lo cual se denota
por Sup .S, si las dos condiciones siguientes se cumplen para «:

1. Cota superior. a es una cota superior de S.

2. Minimalidad. Si 8 es otra cota superior de S, entonces o < f3.

Unicidad del supremo
Ejemplo 2.2.20. Sea S C R. Probar que el supremo de S, si existe, es tinico.

Demostracion. Supongamos que « es supremo de S; esto significa, de acuerdo a la definicién de supremo, que « es
cota superior de S y que, si x es otra cota superior de .S, entonces a < x. Supongamos ahora, por contradiccién, que
este supremo de S no es Unico; esto es, que existe S € R, con 8 # «, tal que S es también supremo de .S. Ahora bien,
como « es supremo de S y [ es otra cota superior de S, por la minimalidad de « se tiene que a < . Por otra parte,
como asimismo [ es supremo de S y « es otra cota superior de S, por la misma razén se concluye que § < «. En
resumen, o < By B < a; por lo que a« = §. Contradiccién, ya que o # S. Por tanto, el supremo de S, si existe, es
tnico. |

Axioma del supremo

Axioma 2.2.21. Todo subconjunto no vacio de R acotado superiormente tiene supremo.
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Propiedad arquimediana de los niimeros reales
Ejemplo 2.2.22. Sean a,b € R, con a > 0y b > 0. Probar que existe un entero positivo n tal que b < na.

Demostracion. Sea S el conjunto de multiplos enteros y positivos de a; es decir,
Sz{na:néZ*}.

Supongamos ahora, por contradiccion, que para todo entero positivo n se cumple que na < b. Luego, b es cota superior
de S. Ademads, S es no vacio ya que a = la € S. Esto es, S es un subconjunto no vacio de R acotado superiormente.
Por el axioma del supremo, existe 8 = Sup S. Ahora bien, como a > 0, tenemos que 5 —a < (. Asi, 8 — a no puede
ser cota superior de S, ya que es menor que la minima cota superior; por lo que existe un entero positivo m tal que
B — a < ma. Pero entonces 8 < ma + a. O sea, § < (m+ 1)a. Pero (m+1)a € S, y al ser § cota superior de S se
deberfa tener que (m + 1) a < . Contradiccién. Por tanto, existe un entero positivo n tal que b < na. |

Cubierta de un conjunto

Definicién 2.2.23. Sean: S C R, I un conjunto no vacio de indices, J, C R, para todo a € I,y J = {Ja},c;- Se
dice que J es una cubierta de S si
Sc | o

acl

En este caso, se dice que J cubre a S.
Teorema de Heine-Borel

Ejemplo 2.2.24. Sean: a,b € R, con a < b, I un conjunto no vacio de indices y J = {Ja},c; una cubierta de
intervalos abiertos para [a; b]. Probar que existe una subcoleccién finita de J que también cubre [a;b].

Demostracidn. Sea R el subconjunto de [a; b] formado por los elementos x € [a; b] tales que el intervalo [a; ] se puede
cubrir con una subcoleccidon finita de elementos de J. Con respecto a R, tenemos los dos hechos siguientes.

1. (No vacuidad) Dado que a € [a;b], existe un elemento de J, digamos J,, tal que a € J,. Como ademds
[a;a] = {a}, ocurre que [a;a] C J,, y este solo elemento J, forma una subcoleccién finita de J. Luego, a € R; por lo
que R # 0.

2. (Acotacién superior) Dado que R C [a;b], tenemos que R es un conjunto acotado superiormente por b.
Luego, R es no vacio y estd acotado superiormente. Por el axioma del supremo, existe ¢ = Sup R. En adicién, dado
que a € R, que ¢ es la minima cota superior de R y que b es cota superior de R, tenemos que a < ¢ < b; es decir,
¢ € [a; b]. El objetivo inmediato es probar que ¢ = b. Para lograr esto supongamos, por contradiccién, que ¢ < b; por
lo que ahora ¢ € [a;b). Pero como ¢ € [a;b] y J es una cubierta de [a;b], existe J. € J tal que ¢ € J.. Dado que J.
es un intervalo abierto y que c es el supremo de R, existen x1,z2 € [a;b) tales que

r1 € R, x1,20 € J. y,ademds, x; <c<xs.
Ahora bien, como x; € R, existen, un entero positivo n, indices k1,...,k, € Iy Jiy,...,Ji, € J, tales que

[a;xl] C Jkrl U...UJkn.

Adicionalmente,
[z1;x2] C Je.
De donde
[a; 2] = [a; 21] U [21522] C Jpp, U ..U Jg, U Je.
En otras palabras, la subcoleccién finita de J dada por {Jk,,..., Jk,, J.} cubre a [a;x2]; por lo que 22 € R. Dado

que c es el supremo de R, al respecto de zo se debe cumplir que x5 < ¢. Contradiccién, ya que ¢ < zs.
Por tanto, ¢ = b. Rescatando los papeles de x; y J., obtenemos que la subcoleccién finita de J dada por
{Jkys- -y Jk,, o} cubre a [a;c] = [a;b]. Por lo que el Teorema de Heine-Borel estd demostrado. |

Intersecciones infinitas
Ejemplo 2.2.25. Probar que

N (o;i) — 0.

n=1
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Demostracion. Supongamos, por contradiccién, que

Luego, existe

Por la definicién de interseccién, x € (0;1/n), para todo entero positivo n. En otras palabras, 0 < x < 1/n, para todo
entero positivo n. Ahora bien, por la propiedad arquimediana de los niimeros reales (ver Ejemplo, tenemos que
existe un entero positivo N tal que 1 < Nz; es decir, que eziste un entero positivo N tal que 1/N < z. Contradiccion,
ya que, para todo entero positivo n, ocurre que x < 1/n. Por tanto,

ﬁ (o; ;) 0.

Ejemplo 2.2.26. Sean: n un entero positivo, X un conjunto infinito, A = {ay, as, ...} una sucesién de elementos de
X y B, = {an,any1,...}. Probar que

B, =0.

DL

n=1

Demostracion. Para empezar, nétese que B, C Ay B,y+1 C B,, para todo entero positivo n y que, sin embargo,
B,, # By+1, ya que a,, € B, pero a,, ¢ B, 11, para todo entero positivo n. Supongamos, por contradiccién, que

B

DL

3

£0).

3
Il
—

Luego, existe

D)

T € B,.

n=1

Asi x € B,,, para todo entero positivo n. En particular, dado que = € B,, C A, existe un entero positivo m tal que
& = a,. Pero entonces, © = a,, € By, y, no obstante, * = a,, ¢ B;,+1. Contradiccién, ya que se suponia que x € B,
para todo entero positivo n. Por tanto,

o0

ﬂ B, = 0.

n=1

2.3. Ejercicios
I. Utilizar Reduccién al Absurdo para demostrar que las funciones siguientes no son suprayectivas:
1. f(z)=522+1; f:R—R.

1

m;g:R\{?/Q}—HR.

2. g(x) =
3. h(z)=3;h:R—R.
4. j(z) = (4 — 9)* +6; 5 : R — R.
5 k(z)=lz|; k:R—R.
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6. F(x)=+1—2a% F:[-1;1] — R.

7. G(x):%ﬂ;G:R\{fl}HR.
8. H(@:%;H;R\{m}—m,

9. J(x)=2*>—6x+11; J: R — R.

9+ §/<271x_+56)5 +2
10. K (z) = Z KR\ {5/7} — R.

I1. Probar que el polinomio real 2° + z + 1 no tiene raices en los nimeros racionales.

II1. Sea N el conjunto de los nimeros enteros positivos. Probar que si b € (1;400), entonces el conjunto A, =
{b" : n € N} no estd acotado.

IV. Sean Z el conjunto de los nimeros enteros y a,b,c € Z. Probar que si a no divide a be, entonces a no divide a b.
V. Denotemos por Q al conjunto de los nimeros racionales; con lo cual la diferencia relativa R \ Q representard al
conjunto de nimeros irracionales. Ahora, sean x € Q y y € R\ Q.

1. Probar que z +y € R\ Q.
2. Si x # 0, probar que z/y € R\ Q.

Respuestas a los ejercicios I
Advertencia: Las siguientes respuestas son solamente sugerencias para seleccionar el nimero b de cada ejercicio.

1. Témese cualquier b < 1.

2. Témese b = 0.

Témese cualquier b # 3.

Toémese cualquier b < 6.

Toémese cualquier b < 0.

Témese, o bien b < 0, o bien b > 1.
Témese b = 0.

Témese b = —2.

© »® N oo W

Toémese cualquier b < 2.

10. Témese b = (9 + V3 2) /4.



Capitulo 3

METODO ANALITICO

3.1. Introduccion

3.1.1. Presentacién del método

En el contexto matematico, Anélisis y Sintesis no siempre han tenido el significado que actualmente se les asigna.
En sus origenes (ver [17]), se referfan a operaciones aritméticas; Sintesis significaba adicién, mientras que An4lisis
significaba reduccién, pasar de una unidad a otra inferior; ain méds, su aplicacién era puramente material. En este
sentido el Analisis siempre presupone una Sintesis. El otro significado se refiere a modos de demostracién o de
invencion, y en este caso es la Sintesis la que requiere de un Andlisis previo. Es notorio que el Andlisis no tiene la
misma etimologia en el sentido légico que en el sentido de operacion aritmética. Hacemos énfasis en los vocablos
“analisis” y “sintesis”, porque el Método Analitico, que es patrén de demostracion, estd compuesto por dos partes
llamadas, precisamente, Andlisis y Sintesis, aunque en la antigiiedad no se les asigné ningiin nombre. Segin se dice,
Platén de Atenas (427-347 a.C.) fue el inventor del método y en los textos més avanzados de la matemdtica griega
se encuentran trazos de éste, como en los tratados de Arquimedes de Siracusa (287-212 a.C.) sobre la cuadratura de
la pardbola, en el “Tratado de las Cénicas” de Apolonio de Pérgamo (262-180 a.C.), en los “Elementos” cuyo autor
fue Euclides y en la “Coleccién Matemadtica de Pappus”, otro matemaético griego (hacia el ano 300 d.C.).

Los griegos encontraron un procedimiento heuristico, que todavia constituye un patréon estandar de la légica del
descubrimiento (ver [I3]). La regla es:

Saca conclusiones de tu conjetura, una tras otra, suponiendo que la conjetura es verdadera. Si llegas a una
conclusion indubitablemente verdadera, tu conjetura quizd haya sido verdadera. En este caso, invierte el proceso,
trabaja hacia atrds, e intenta deducir tu conjetura original por el camino inverso, desde la verdad indudable hasta la
conjetura dudosa. Si tienes éxito, habrds probado tu conjetura.

La primera parte es el Andlisis y la segunda parte corresponde a la Sintesis. Este método refuta o acepta el valor de
verdad de la proposicién; sin embargo, no la corrige, éste es un defecto que posee el método como herramienta para
el descubrimiento.

En la época del Renacimiento las Matematicas fueron favorecidas; en ese tiempo vivié un matemaético llamado
Francois Vieta (1540-1603), padre de la Matemética Moderna y ademés inventor del Algebra Simbdlica, quien sostuvo
que los griegos legaron de mala gana el arte inventivo y que, ademads, usaban dos tipos de Analisis: el Poristico y el
Zetético (ver [IT]). El Anélisis Poristico consiste en probar la validez de un teorema propuesto. El Andlisis Zetético es
el arte de poner en ecuaciones las proposiciones. Vieta inventé otro tipo de Andlisis, llamado por él Exegético, que es
el método para calcular el valor del término desconocido en una ecuacién. Es hasta la época de Vieta que se reconoce
que el Método Analitico se constituye de dos partes, el Anélisis y la Sintesis. Posteriormente, René Descartes (1596-
1650), al igual que Vieta, encontrd certeza en los gedmetras, pero no cdmo conseguirla; esto confirmé la sospecha
de que en la antigliedad los gedmetras habian conocido un cierto tipo de matematicas, y en los escritos de Pappus
y Diofanto encontré ciertos trazos de esa verdadera matematica. En particular, el circuito de Pappus se representa

38
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como sigue (ver [13]):
Figura 1

Circuito de Pappus

deduccion

s pY

hipdtesis axioma

N Ve

deduccion

El Método Analitico es muy util; pero en los cursos elementales de Matemdticas no se detalla, ain cuando su
uso es frecuente. Es por esto que daremos la regla para aplicar el Método Analitico, no sin antes decir que todas las
proposiciones en las que usaremos el Método Analitico tendrén la forma de una proposicién condicional. Recordemos
que, en una proposiciéon condicional, el enunciado que estd al principio constituye la hipdtesis, en tanto que el que
estd al final de la condicional se denomina la conclusion.

Regla 3.1.1. En la parte del Anélisis se supone verdadera la conclusion, y por medio de equivalencias o implicaciones
reversas se alcanza una verdad conocida o el valor de una variable, tomando en cuenta que, si se usan las implicaciones,
éstas deben demostrarse previamente. Obtenido el Analisis se procede con la Sintesis; ésta consiste en asignar el valor
de verdad verdadero a las hipétesis y, por medio de las construcciones conseguidas en el Anélisis, se logra llegar a la
conclusién. Esto comprueba la validez del teorema propuesto.

3.1.2. Estructura del método

En resumen, la estructura del Método Anélitico es la siguiente:

Se desea probar la proposicién condicional “si p entonces ¢.”
(Anadlisis) Se supone, para cuestiones de Andlisis, que ¢ es verdadera y, por medio de equivalencias o implicaciones
reversas, se intenta alcanzar una verdad conocida o determinar el valor de una variable.
(Sintesis) Se supone que p es verdadera y, utilizando ya sea la verdad establecida o el valor encontrado para la
variable (conseguido alguno de éstos al final de la etapa de Andlisis), junto con las equivalencias o implicaciones
también construidas previamente, se logra probar q.

Se concluye afirmando la veracidad del teorema.

3.1.3. Sugerencias para su uso

Es de uso frecuente en proposiciones de la forma “para todo ..., existe z ... tal que ...” En el Andlisis, se supone
que el elemento x existe y se lo construye explicitamente. En la etapa de Sintesis, se toma el objeto x construido y
se verifica que satisface las condiciones impuestas.

3.2. Ejemplos

Con el método analitico se puede demostrar la suprayectividad de una funcién. Para esto, recordamos la definicién
correspondiente provista en el capitulo anterior.

Funcién suprayectiva

Definicién 3.2.1. Sean A y B dos conjuntos. Una funcién f : A — B se llama suprayectiva, sobreyectiva o sobre,
si B = f(A); es decir, si para todo b € B, existe x € A tal que f (x) = 0.

En la préctica para demostrar la suprayectividad se parte de la igualdad f (z) = b, en la cual b estd “despejado”
en términos de z y, por medio de operaciones inversas, se efectia el “despeje” contrario; esto es, el de x en términos
de b.
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Ejemplo 3.2.2. Probar que la funcién h : R — R dada por

9
%—7

es suprayectiva.

Demostracion. Usaremos el Método Analitico.
(Ana4lisis) Supongamos, para cuestiones de anélisis, que la funcién h es suprayectiva; es decir, que para todo b € R,
existe z € R tal que

h(x) =b.

Procedamos a encontrar este x. Sustituyendo h (z) tenemos que

! %9 .
4=0
6 +
Despejemos ahora x en términos de b.
9
o % _ 7
=b—4.
6
9

(Sintesis) Comprobemos que efectivamente éste es el valor requerido para z. Dado h (z), sustituyamos primeramente

h(z) =h <\/8 ((6 (b—4))° + 7)) .

Sustituyamos ahora h y procedamos, a continuacién, a simplificar.

9
: (i/S((G(b—4))5+7>> . \5/8((6(b_4))5+7>
h<§/8 ((6(b—4))5+7)> - 86 4= 5 4

Por tanto, h es suprayectiva. n
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Ejemplo 3.2.3. Probar que la funcién j : (—oo; —1/8) U (—1/8;400) — R dada por

es suprayectiva.

_ —642® + 80z + 21

i(@) = 8xr+1

Demostracion. Usaremos el Método Analitico.
(Andlisis) Supongamos, para cuestiones de anélisis, que la funcién j es suprayectiva; es decir, que para todo b € R,
existe x € (—o0; —1/8) U (—1/8; +00) tal que

j(x)=0.

Procedamos a encontrar este z. Sustituyendo j (x) tenemos que

—642% + 80z + 21 .
8z +1 -

41

Ahora, nos conviene expresar el numerador como un polinomio cuadratico del denominador. Lo llevamos a cabo
utilizando el algoritmo de division sintética repetida de Horner.

A continuacién efectuamos la divisién. Si 8z + 1 = 0, entonces = —1/8. Dividamos.
! ‘ 64 80 21
8
+8 —11
—64 88 10
+8
—64 | 96

Luego, —642% + 80z + 21 = —64 (z + 1/8)% 4 96 (z + 1/8) + 10. Sustituyendo el numerador obtenemos

—64<x+1>2+96(x+1> +10
8 8
8r+1
2
—64 (8”3“) 196 (SxH) 110
8 8
8xr+1

96
+ 5 Bz +1)+10

8z +1
— Bz 41> +12(8z +1) + 10
8xr+1
—(8z+1)*+12(8z+1)+10

64 )

— Bz 4+1)*+12(8x+1) —b(8z +1) + 10

— Bz +1)*+(12-b)(8z+1)+10

b8z +1).
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Esta es una ecuacién cuadrétrica en 8x + 1, la cual puede resolverse usando la férmula general.

—(12-0b) + \/(12 —b)* —4(-1)(10)

8z+1 =
T+ 2 (1)
—124 b4/ (12 = b)* + 40
8z+1 = .
—2
—124 b+ /(12— b)* + 40
8r = -1
—2
124 b+ /(12— b)*> + 4042
8xr = .
—2
b—10+ /(12— b)* 440
xr = .
8(-2)
b—10=+ /(12 — b)* + 40
xr = .

—16

Como el interior del radical, (12 — b)2 + 40, es no negativo sea cual sea el valor de b, siempre puede garantizarse la
existencia de la preimagen z; es decir, € R. No obstante lo anterior, todavia falta por probar que, sin importar qué
signo se tome para la rafz cuadrada, el elemento correspondiente x jamds puede ser igual a —1/8. A este fin, damos
a continuacién la demostracién correspondiente empleando reduccién al absurdo.

Supongamos, por contradiccién, que

Sustituyendo la expresién para x obtenemos

b—10+£4/(12-b)°+40 1
~16 8

Manipulando algebraicamente la ecuacién anterior, conseguimos la siguiente cadena de igualdades;

~1
b—10+1/(12—b)° +40 = —?6.
b—10+1/(12—-b)°+40 = 2.
+1/(12—=b)>+40 = 2—b+10.
/(12 -0 +40 = 12—b.
2
[i (12—b)2+40} = (12-b).
2 2
(12-0)>4+40 = (12—-1b)*.
40 = 0.

Contradiccién. De donde x # —1/8.

En conclusién, hemos encontrado para la funcién j y la imagen b una preimagen = € R, con x # —1/8; esto es,
x € (—o0; —1/8) U (—1/8; +00); razén por la cual termina el andlisis.
(Sintesis) Sea b € R. Existe

b—10+ /(12 — b)® + 40 1 1
T = € (oo;) U <'+oo>

—16

tal que
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-
b—10=++/(12 — b)* + 40
-
—124b+4/(12—b)+40+2
8xr = .
—2
—
—12+ b4 /(12— b)* + 40
8xr = —1.
-2
=
—12 4 b+ /(12 —b)* + 40
8r+ 1= .
—2
—
—(12-b) + \/(12 —b)> —4(-1) (10)
8r+1= .
2(-1)
Lo anterior nos dice que 8x + 1 es solucién de la siguiente ecuacién cuadratica,
-
—(Bz+1)*+(12—b)(8z+1)+10=0.
-
—(8z+1)° +12(8x4+1) —b(8z + 1) + 10 = 0.
-
~ Bz 4+1)°+12(8z+1)+10=b(8z +1).
—— 5
—Bzx+1)"+128x+1)+10 _p
8r+1 -
Simplificando el numerador obtenemos
-
—642” + 80z +21 ;
8r+1 -
Es decir,
-
j(x) =b.

En resumen, para todo b € R, existe x € (—oo; —1/8)U(—1/8;4+00) tal que j (x) = b. Por tanto, j es suprayectiva. B
Desigualdad entre la media geométrica y la media aritmética para dos niimeros positivos
Ejemplo 3.2.4. Sean a,b € R, con a > 0y b > 0. Probar que Vab < (a +b) /2.

Demostracion. Sean a,b € R, con a > 0y b > 0. Usaremos el Método Analitico.
(Analisis) Supongamos, para cuestiones de andlisis, que ya hemos demostrado la desigualdad

\/Ega;rb.

Usaremos equivalencias. Elevando al cuadrado ambos lados obtenemos

2
2 a+b
<
(Vab) _( : ) .
2 2
ab<a —|—2ab+b.

- 4
Multiplicando por 4 ambos miembros conseguimos
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dab < a® + 2ab + b2.
Pasando el lado izquierdo restando al lado derecho tenemos que
=
0 < a® 4 2ab + b — 4ab.
0 < a?— 2ab+ b2

Expresando el trinomio cuadrado perfecto como binomio al cuadrado obtenemos
—
0< (a—0b)>.

Dado que esta desigualdad es evidente, damos por terminada la etapa de andlisis.
(Sintesis) Sean a,b € R, con a >0y b > 0. Tenemos que a — b € R y que, por ello,

0< (a—0b)?.
Desarrollando el binomio al cuadrado obtenemos
0<a®—2ab+ b2
Sumando 4ab en ambos lados de la desigualdad conseguimos

2 —2ab+ b2 + 4ab.
2 4 92aqb+ b2

0+4ab < a
4ab < a
Expresando el trinomio cuadrado perfecto del lado derecho como binomio al cuadrado tenemos que
4ab < (a + b)2 .
Dividiendo entre 4 ambos miembros de la desigualdad obtenemos

4ab < (a—zb)%

)"

W~
\

Q
>
IN

44

Extrayendo raices cuadradas de ambos lados de la desigualdad y recordando que tanto a como b son positivos

conseguimos

S

N EDy
- 2
a+b

5

5
S
IN

Por tanto, Vab < (a4 b) /2.

Para los siguientes ejemplos referentes a limites de funciones reales de variable real, consiltese la definicién

respectiva dada en el primer capitulo.

Método para encontrar § en términos de € en pruebas de limites de funciones reales de variable real
En los ejemplos concretos, para construir § a partir de € se usa el Método Analitico. En este caso particular, en
el Anélisis vamos a partir de la inecuacién que se desea obtener y que es |f () — L| < £ y, por medio de operaciones
reversibles en desigualdades (equivalencias), vamos a intentar llegar a |z — a| < R (), donde R (¢) es una funcién de
¢ que nos proveerd de J. Finalmente, en la parte de la Sintesis, se tomard 6 = R (¢) en conjuncién con la hipdtesis
0 < |x —a| < 4y, usando las equivalencias obtenidas durante el Andlisis, se arribara a la desigualdad |f (z) — L| < e.
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Existencia de limite por definicién

Ejemplo 3.2.5. Utilizar la definicién de limite (¢ y §) para probar que

lim (22° + 132 + 172 — 11) = 1.

r——3

Demostracion. Usaremos el Método Analitico.
(Ana4lisis) Supongamos, para cuestiones de anélisis, que ya hemos demostrado que

lim (2a° + 132 + 17z — 11) = 1.

r——3
Es decir, que dado € > 0, hemos podido encontrar § > 0 tal que,
si 0<|z—(=3)| <4, entonces |[(22°+ 132+ 17z —11) —1| <e.

Para encontrar 0, vamos a desarrollar hacia “arriba” el lado izquierdo de la desigualdad del consecuente de la
condicional anterior, el cual es ’(21‘3 +132% + 172 — 11) — 1|, usando la desigualdad triangular, con el fin de alcanzar
€. Para empezar, hay que factorizar

(2 + 132 + 17z — 11) — 1 = 22° + 132% + 172 — 12.

Como de antemano sabemos que x — (—3) = x + 3 tiene que ser un factor para 223 41322 4+ 172 — 12, podemos hacer
un paréntesis para factorizar usando divisién. Sin embargo, haremos mucho méas que esto. Nos conviene atin mas
poner el polinomio anterior como un polinomio homogéneo en = + 3, ya que esto permitird no sélo la factorizacion
inmediata de este binomio sino, incluso, que el factor restante, que quedara como coeficiente polinomial de = + 3, sea
a su vez un polinomio en él. Esta “homogenizacién” puede lograrse, por ejemplo, utilizando el algoritmo de divisién
sintética repetida de Horner.

Hacemos, pues, un paréntesis para efectuar la divisiéon. Si z + 3 = 0, entonces x = —3. Dividamos.
-312 13 17 —12
-6 —-21 +12
2 7T —4 0
-6 -3
2 1 -7
—6

75

Luego,
2% + 1322 + 172 — 12 =2(x +3)> =5z +3)* =7 (z +3) = [2(x+3)2—5(x+3)—7} (x+3).

Sustituyendo en el valor absoluto obtenemos

1208 + 1322 + 172 — 12| = ’[2(:c+3)2—5(x+3)—7}(x+3)’:’2(z+3)2—5(az+3)—7’|x+3|
< (\2||J;+3|2—|—|—5\|x—|—3|—|—|—7\)|x+3\:<2|x+3\2+5|x—|—3|—|—7)|x+3|.
En resumen,
|20° + 1322 + 172 — 12| < (2\x+3|2+5|x+3| +7) |z +3]. (3.1)

La estrategia ahora es la siguiente; si exigimos que § < 1, dado que |z + 3| < d, podemos acotar numéricamente el
coeficiente de |z + 3| y as{ poder continuar nuestro camino de acercarnos a e. Luego, |z + 3| < d y 6 < 1 dan por
transitividad

|z +3| < 1.

Con esta cota, podemos proseguir desarrollando la desigualdad (3.1J).

|22° +132% + 172 — 12| < (2|x+3|2+5|x+3|+7)|x+3\<(2(12)+5(1)+7)|x+3|:14\:c+3|
< 146 <e.
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De donde podemos hacer 6 < £/14. Recapitulando, ¢ tiene que cumplir las dos restricciones siguientes: § < 1 y
0 < e/14. Por tanto, podemos tomar § = Min (1,e/14). Aqui termina la etapa de andlisis.
(Sintesis) Pasemos a efectuar la comprobacién. Demos € > 0. Existe 6 = Min (1,¢/14) > 0 tal que,

si 0<\x7(73)|<5:Mz’n(1,%>,

—t c
O<|z+3|<d, 6<1 y 5§ﬂ'
— c
3 <1 3 < —.
lx+3]<1 ¥y |m+\<14
—t c
2z +37+5lz+3/+7<2(1)°+5(1)+7 vy o +3 < -
— c
2z + 37 +5lz+3|+7<14 y o +3] < -
=
(2|z+3|2—|—5|x—|—3|—|—7)|x—|—3|<14\:U+3| y ldlz+3|<e.
—
(2|x+3|2+5\x+3|+7)|x+3|<g.
=
2x3+13x2+17x—12|§(2|a:+3\2+5|x+3|+7)\x+3|<e.
=
|22% + 1327 + 172 — 12| <e.
=

|(22° + 132 + 172 — 11) — 1| <e.
En conclusién, si 0 < |z — (=3)| < 6 = Min (1,¢/14), entonces |(2x3 +132% + 17z — 11) — 1| < e. Por tanto,

lim (22 + 132 + 17z — 11) = 1.

r——3

Preservaciéon del limite bajo las operaciones elementales

Ejemplo 3.2.6. Sean: A un intervalo abierto no vacio, a € A, f y g dos funciones reales de variable real con dominios
respectivos Dy y Dy, A\ {a} C Dy NDyy L,M € R. Probar que, si limy_,, f(z) =Ly limg—q g(x) = M, se
tiene lo siguiente:

1. Suma. lim [f(z)+g(z)]=L+ M.

r—ra

2. Producto. lim [f(z)g(z)]=LM.

r—ra
3. Divisién. Si M # 0, entonces existe r > 0 tal que g (x) # 0, para todo z € ((a — r;a+ 1) \ {a}) N A, y ademés

)

Demostracion. Supongamos que limg,_, f(x) =Ly lim;—, g(x) = M.

1. En este inciso tenemos que probar que el limite de una suma es la suma de los limites. Usaremos el Método
Analitico.

(Analisis) Supongamos, para cuestiones de andlisis, que ya hemos demostrado que

lim [f(z)+g(z)) =L+ M.

Tr—ra
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Es decir, que dado € > 0, hemos podido encontrar § > 0 tal que, para = € A,
si 0<|z—a|<d, entonces |f(x)+g(z)—(L+M)| <e.

Para encontrar ¢, vamos a desarrollar hacia “arriba” el lado izquierdo de la desigualdad del consecuente de la
condicional anterior, usando la desigualdad triangular y suponiendo valido el antecedente, con el fin de alcanzar e.
Procediendo,

[f (x) +9(@) = (L+ M) =|[[f(z) - L]+ [g (z) = M]| < |f () — L[ +|g (x) — M].
En resumen,
[f(x)+g(x) = (L+ M)| <|f () = L|+ |g (x) — M]. (3.2)

Como limy—q f(x) =Ly limy—, g(x) = M, para una cierta aproximacién por determinar, que podemos llamar
B >0, existen 61 > 0y d2 > 0 tales que, con x € A, y

si 0<|z—al<d, entonces |f(x)—L|<p,
y

si 0<|z—al|<d2, entonces |g(z)— M|<p.
Exigiendo que ¢ < §; y 0 < d2, podemos continuar con el desarrollo de la desigualdad (3.2)).

If (@) +g(x) = (L+M)| <|f(x) =Ll +]g(x) - M| <+ =20=¢

Luego, podemos tomar 8 = £/2. A su vez, para que esta aproximacién se cumpla, debemos asegurarnos de hacer
0 = Min (61, d2). Aqui termina la etapa de andlisis.

(Sintesis) Demos ¢ > 0. Como lim,_,, f(x) = Ly limy_, g(x) = M, tenemos que, para S = ¢/2 > 0, existen
01 >0y dp > 0 tales que, con z € A, si 0 < | —a| < d1, entonces |f (x) — L| < B, y si 0 < |z — a| < Iz, entonces
lg (x) — M| < B. Luego, si « € A, tomando é = Min (1, d2) tenemos que

si 0<|z—al <d=Min(d,0d),

=
O<|z—a|<d, 6§<d; y 0<bo.
—
O<|z—a|<d y 0<|z—al<ids.
=
lf(@) =Ll <B vy lg(@)—M|<p.
=
|f (@) +g(x) = (L+M)|<|f(z) - LI+ |g(x) - M| <28 =e.
Por tanto,

Jim [ (2) + g (@)] = L+ M.

2. Aqui tenemos que probar que el limite de un producto es igual al producto de los limites. Usaremos el Método
Analitico.
(Andlisis) Supongamos, para cuestiones de anélisis, que ya hemos demostrado que

lim [f (2) g ()] = LM.

Tr—ra

Es decir, que dado € > 0, hemos podido encontrar § > 0 tal que, six € A, y
si 0<|z—a|<d, entonces |f(x)g(x)—LM|<e.

Para encontrar d, vamos a desarrollar hacia “arriba” el lado izquierdo de la desigualdad del consecuente de la
condicional anterior, usando la desigualdad triangular, y suponiendo valido el antecedente, con el fin de alcanzar €.
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Para empezar, hacemos un paréntesis para poner el interior del valor absoluto, f (z) g () — LM, como un polinomio
homogéneo en f (x)— Ly g (x)— M. A fin de conseguir esto, comencemos dividiendo dicha expresién entre f (x) — L.

g (x)
f@-L| f(z)g() —LM
—f(z)g(x) +Lg(x)
Lg(z) —-LM
Luego,
f@)g(@)—LM = [f(z)—L]g(z)+ Lg(z) — LM = [f () — L] ([g (z) — M] + M) + L[g () — M]

— L][g(x) = M]+ M [f (x) = L] + L g (z) — M].
Con esto, podemos proceder a desarrollar el valor absoluto.

[f (x)g(x) = LM| = |[f(x) = L][g(x) = M]+ M[f (z) — L] + L[g (x) — M]]
< [f (@)= Lllg (z) = M|+ [M[|f (x) — L[ + | L g (x) — M].

En resumen,

[f () g (2) = LM| < |f (x) — L|g (z) = M| + |M[|f (x) = L| + |L[ |g (x) — M]. (3-3)

Como limy—q f(x) = Ly limy—,q g(x) = M, para una cierta aproximacién por determinar, que podemos llamar
B >0, existen 61 > 0y d2 > 0 tales que, con x € A, y

si 0<|z—al<d, entonces |f(x)—L|<p,

y
si 0<|z—al|<d2, entonces |g(z)— M|<p.

Exigiendo que § < §; y ¢ < d2, podemos continuar con el desarrollo de la desigualdad (3.3)).
7 @) (@) = LM| < |f @) = llg (2) = M) +MI|S (2) = LI +|L||g (&) = M| < 36 + M| 6 + |L|
B2+ (L + [M[) g = .
Ahora, hay que resolver la siguiente ecuacion cuadratica,

B2+ (LI + M))B =
B2+ (ILI+|M|)B -«

Sus raices son

(L1 + [M]) £ /(L] + | M) + 4
' |

Como 3 > 0, descartamos la raiz negativa y tomamos

2
— (L1 + M) + /(1] + M) + 4
B = 5 :
A su vez, para que esta aproximacién se cumpla, debemos asegurarnos de tomar 6 = Min (41, d2). Aqui termina la

etapa de andlisis.
(Sintesis) Demos € > 0. Como lim,_, f(x) =Ly lim,_,, g(x) = M, tenemos que, para

2
— (1L + 1M1) + /(L] + [M)? + 4
ﬂ = > 07
2
existen 01 > 0y d2 > 0 tales que, con = € A, si 0 < |z — a|] < d1, entonces |f (z) — L| < B,y si 0 < |z —a| < da,
entonces |g (x) — M| < 8. Luego, si x € A, tomando § = Min (1, d2) tenemos que

si 0<|z—al <déd=Mimn(d,d),
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=
O<l|z—a|<d, 6§<d; y 0<do.

=
0<|x—a|<51 y 0<|x—a|<52.

=
lf(2) =L <B vy lg(z)—M|<8B.

=

| (2) g (x) = LM| < |f () = L||g () = M| + [M]||f () = L| + |L| g (x) = M| < 8% + (|| + |M]) B = .
Por tanto,

lim [f () g ()] = LM.

Tr—ra

3. En esta ocasién, tenemos que probar que el limite de un cociente es igual al cociente de los limites, si el denominador
no tiende a cero en el limite. Usaremos el Método Analitico.
(Ana4lisis) Supongamos, para cuestiones de anélisis, que ya hemos demostrado que

s, |25 = 1

Es decir, que dado € > 0, hemos podido encontrar § > 0 tal que, para x € A, si 0 < |z — a| < §, entonces

‘f(x) L

g(x)  M|TF
En la desigualdad anterior, al interior del valor absoluto, efectuemos la operacién indicada, obteniéndose la equiva-
lencia siguiente,
—
Mf(x) — Lg (x)
Mg ()
Ahora, siempre en el lado izquierdo de la relacién, apliquemos el valor absoluto en numerador y denominador,

consiguiéndose el equivalente que sigue,
—

<eE.

|Mf (z) — Lg (x)|
[M] g ()|
A continuacién, para determinar §, vamos a desarrollar hacia “arriba” el lado izquierdo de la desigualdad anterior,

con el fin de alcanzar €. Para empezar, hacemos un paréntesis para poner el interior del valor absoluto del numerador,
M f (x) — Lg (z), como un polinomio homogéneo en f (x) — Ly g (x) — M.

<e. (3.4)

Mf(x) = Lg(x) = Mf(x) = LM — Lg (z) + LM = M [f (z) — L] — L[g (x) — M].
Luego, sustituyendo en su valor absoluto, podemos ahora aplicar la desigualdad triangular y obtenemos
(M f(z) = Lg (x)| = M [f (z) = L] = L[g (x) = M]| < [M|[f () = L| + [L| |g (z) — M].

O sea,
|Mf(z) — Lg ()| < [M]|[f (x) — L| +|L[ g (x) — M]|.

Con esto, podemos ocuparnos del lado izquierdo de la desigualdad (3.4).

[Mf(x) = Lg(x)| _ [M||f () = L]+ |L||g (x) — M|
[Mllg ()]~ [M] g ()] '

Como limy—q f(x) = Ly limy—,, g(x) = M, para una cierta aproximacién por determinar, que podemos llamar
B >0, existen §; > 0y d2 > 0 tales que, para x € A,

(3.5)

si 0<|z—al<d1, entonces |f(x)—L|<}p,
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y
si 0<|z—al|<d2, entonces |g(z)— M|<p.

Con ¢ verificando al mismo tiempo § < d; y § < o, podemos continuar desarrollando la desigualdad (3.5)).

[Mf(2) = Lg (@)| _ [M]|f(z) = LI+ |Ll|g(z) = M| _ |M|B+]|LIB _ (IL|+[M])B
(Mg (z)]  — [M]|g ()] [M] g ()] [M] g (z)]
Mejor aun, en forma abreviada,
(M f (@) = Lg (@) _ (IE|+[M])B
[M]|]g (x)| [M] g (=)]
Ahora, necesitamos acotar superiormente a 1/|g (z)|. Para lograr esto, basta con acotar inferiormente a |g (z)|.
Claramente, dicha cota inferior para |g (z)| tenemos que obtenerla a partir de la informacién de que disponemos. En

concreto, a partir de que lim,_,, g (x) = M, con M # 0 (con lo que |[M| > 0). Recordemos que, por definicién, este
limite significa que, dado £ > 0, existe v > 0 tal que, para x € A,

(3.6)

si 0<|z—al <7, entonces |g(x)— M|<E. (3.7)
Para proseguir, témense en cuenta los considerandos siguientes:
1. |g () — M| es la distancia entre M y g (z).
2. La distancia de M al cero es | M|, el cual es positivo.
3. Dado que g (x) aparece en el denominador de , de ninguna manera puede permitirse que se haga cero.

De todo esto, una forma de garantizar el ultimo considerando, consiste en acotar superiormente la distancia entre M
y g (z) (esta cota estd representada por £ en ), tomando como ¢ algiin nimero positivo menor que |M|. Para
no ir muy lejos, serfa suficiente con hacer £ = |[M| /2 > 0. Con esto, quedaria zanjada la cuestién. Asf las cosas, el
enunciado todavia ambiguo de limite representado por , quedarfa firmemente establecido de la manera siguiente.
Dado |M] /2 > 0, existe d3 > 0 tal que, para x € A,

M
si 0<|z—al|<ds3, entonces |g(z)— M|< %
Ahora bien, si x € ((a — d3;a+ 93) \ {a}) N A, entonces
M| =M - <|M - %
(M| =M —g(z) +g(@)] < |M=g(@)+]g () < == +lg(2)].

En resumen,

M
) < 24 g ).
De donde
M
.
M
P < g,

En concreto, g (z) # 0, para todo x € ((a — d3;a + d3) \ {a}) N A; de aqui que J5 sea el r > 0 que necesitdbamos para
garantizar que g (z) # 0. Ademds, tomando reciprocos conseguimos

12
lg (@) M|

Con esta cota y la restriccién § < d3, podemos continuar con ({3.6]).

(Mf(2) = Lg(@)| _ (LI+|M)B _ 2(L|+|M))B _
[M[ g ()] [M[ g ()] |M|?
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Despejando [ obtenemos
5= M| e

2(|L] + [M])
A su vez, para que esta aproximacién se cumpla, debemos asegurarnos de tomar § = Min (41, 2, d3). Aqui termina
la etapa de anélisis.
(Sintesis) Demos ¢ > 0. Como lim,_, f(x) = L y limy_—, g(r) = M, tenemos que para
B = |M[¢/[2(]L] + |M])] > 0, existen &; > 0y 6 > 0 tales que, para z € A, si 0 < |z —a| < 1, entonces
|f(x)— L] < B,y si0<|z—al <de, entonces |g(z) — M| < B. Por otro lado, para |M|/2 > 0, existe d3 > 0 tal
que, si 0 < |z — a| < d3, entonces |g (x) — M| < |M| /2. Luego, si z € A, tomando § = Min (41, 2, J3), tenemos que

si 0<|z—al<d=Min(d,02,0),

=
O<|x—a|<d, d<d6, 6<d y <3
—
O<|z—al|<d, O<|z—al<dy y 0<|z—al<ds.
_—
F@-LI<p lo@-M <8 v lo@)-m <2
_
F@-Li<s lg@-m<p v Eljga)
- 1 2
F@-1<h lo@-M<F y =<
- RO LT E EEAINC R ET T L
g@) M7 Mg S [T ) e
Por tanto,

s, |25 = 1

Para los siguientes ejemplos correspondientes a continuidad uniforme en funciones reales de variable real, favor
de consultar la definicién respectiva dada en el segundo capitulo.

Existencia de continuidad uniforme por definicién
Ejemplo 3.2.7. Sea F (z) = 2x + 5, tal que F' : R — R. Probar que F es uniformemente continua en todo R.

Demostracion. Usaremos el Método Analitico.
(Ana4lisis) Supongamos, para cuestiones de anélisis, que ya hemos demostrado que F (z) = 2x + 5 es uniformemente
continua en todo R. Es decir, que dado € > 0, hemos podido encontrar § > 0 tal que, para cualesquier x,y € R,

si |r—y| <4, entonces |F(x)—F(y)|<e.

Para encontrar ¢ en términos de € vamos a desarrollar hacia “arriba” el lado izquierdo de la desigualdad del conse-
cuente de la condicional anterior, suponiendo valido su antecedente, con el fin de alcanzar . Procediendo,

|F(z)=F(y)| = [2e+5-Q2y+5)|=20+5-2y—5]=22-2y|=12(x—y)|=1[2]|z —y| =2]|z -y
< 20=¢e.

Luego, podemos tomar 6 = £/2. Aqui termina la etapa de anélisis.
(Sintesis) Para todo € > 0, existe § = £/2 > 0 tal que, para cualesquier z,y € R, si |z — y| < J, entonces

|F(z) = F(y)| = [224+5—-Q2y+5)|=22+5-2y—5|= 22 —2y|=2(z —y)| = 2| |z —y| = 2|z — ¥
< 26=2°—¢
2

Por tanto, F' es uniformemente continua en todo R. ]
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Para el siguiente ejemplo referente a la continuidad de funciones reales de variable real, consiltese la definicién
respectiva dada en el primer capitulo.

Teorema de Continuidad Uniforme

Ejemplo 3.2.8. Probar que toda funcién real de variable real continua definida en un intervalo cerrado es uniforme-
mente continua sobre dicho intervalo.

Demostracién. Sean a,b € R, con a < b, y f : [a;b] — R una funcién continua. Antes de pasar a la prueba
propiamente dicha, aprovechando la continuidad de la funcién en el intervalo, veamos cémo es posible obtener recu-
brimientos finitos por intervalos abiertos del intervalo cerrado, generados aquellos a partir de una cierta aproximacion
en las imagenes.

Sean u € [a;b] y £ € R, con & > 0. Dado que f es, en particular, continua en u, tenemos que para &, existe
¢ (u,&) > 0 tal que,

si tefa;b] vy st |Ju—t] <{(u,&), entonces |f(u)—f(t)]<E.
A continuacién, tomemos 7y (¢ (u,€)) € R, con 0 < v (¢ (u,§)) < ¢ (u,&). Ahora bien, como
o= |J {wpc U w=vC @) u+v(C (1)),
u€la;b] u€[a;b]

ocurre que la coleccién
{(u =7 (C(u,&)su+v(C(u,8))) : u€ [asb]}

es una cubierta de intervalos abiertos para [a;b]. Por el Teorema de Heine-Borel (Ejemplo [2.2.24] del Capitulo 2)
existen un entero positivo n y uq,...,u, € [a;b] tales que

[a;b] C

K2

(ui = (€ (uwis §)) s ui + (€ (wi,§))) -

1

n

Para abreviar, definamos
i (5) - 7(4(“175))7 con i€ {17”'7”}'
Finalmente, definamos

B=Min{y; (&) :ie€{l,...,n}};

por lo que 8 < ; (€), para todo i € {1,...,n}.

Entrando en materia, auxilidandonos de lo anterior, procedamos a probar que f es uniformemente continua en
[a; b]. Para esto, usaremos el Método Analitico.
(Andlisis) Supongamos, para cuestiones de anglisis, que ya hemos demostrado que f es uniformemente continua en
[a; b]; es decir, que dado & > 0, hemos podido encontrar § > 0 tal que, para cualesquier z,y € [a; ],

si |x—y| <4, entonces |f(z)—f(y)<e.
A fin de determinar completamente a § en términos de ¢, echaremos mano del recubrimiento finito
{(ui =7 (C(ui, §)) sui + 7 (C(ui, €))) ri € {1,...,n}}

previamente encontrado. A su vez, para que éste sea 1til a nuestros propdsitos, bastard que el pardmetro &, quien es
el que lo “controla”, a su vez dependa de €. Dado que £ > 0 y que € es “pequeno”, por el momento nos podemos
conformar con que £ < e. Con todo esto, supongamos, para cuestiones de analisis, que ya hemos encontrado £, con
0 < £ < ¢,y tal que nos permita diseniar ¢. Ahora, debido a que

x € [a;b] C (ug — v (€ (us, &) 5us + (¢ (uis§)))

-

i=1

existe k € {1,...,n}, tal que
z € (ur — 7 (&) sur + v ()3
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con lo que |up — 2| < v (£). Mejor atin,

lur — 2| <k (§) = 7 (¢ (ur, §)) < ¢ (u, ).

En resumen, |uy — x| < ¢ (ug, £). A continuacién, como |z — y| < d, midamos con esto la distancia entre y y ug;
luk =yl = up —2z + 2 —y| < fup — 2|+ [z — y[ < (§) + 0.

Sin pérdida de generalidad, podemos pedir que § < ; (£), para todo i € {1,...,n}. En particular, § < 4 (£). Con
esto, podemos continuar desarrollando la cadena de desigualdades;

lur — y| <Yk (§) +6 <% (&) + 75 (&) = 27 (§) = 27 (¢ (ur, §)) = ¢ (ux;, §) -

Luego, podemos tomar v () = v (¢ (ug,&)) = ¢ (ug,€) /2. Nbtese que lo anterior permite determinar a i ()
completamente a partir de £. Pero entonces, si este caso particular se resuelve de esta manera, dado que hemos
establecido en general que 7 (¢ (u,€)) < ¢ (u,§), para todo u € [a;b], sin pérdida de generalidad podemos exigir en
su totalidad que

v (¢ (w,8)) =C¢(u,§) /2, paratodo wu € [a;d].

Retomando la cuestién respecto de y, tenemos que el desarrollo previo que lo involucra se puede simplificar a
lug — y| < ¢ (ug,&). Ahora, por la continuidad de f,

como x € [a;b] y Jup—x < (uk, &), entonces |f (ug)— f(x)| <E,

como y € [a;b] 'y Jup —y[ <C(ur,§), entonces |f(y) = f (ur)] <&

Finalmente, determinemos tanto § como £. Para el primero, debido a que hemos solicitado que 6 < v; (£), para todo
i€ {l,...,n}, en este caso serd suficiente con tomar el éptimo, el cual estd dado por

d=F=Min{y; (&) :ie{l,...,n}}.
Para el segundo, por la desigualdad triangular tenemos que
[f (@) = f ) = 1f (@) = f (ue) + f (ur) = fF @) < 1f @) = f (ue)| + [ (ue) = f ) <E+E=28 =€

De donde podemos hacer £ = £/2. Aqui termina la etapa de andlisis.
(Sintesis) Demos € > 0. Para £ =¢/2 > 0y u € [a;b], por la continuidad de f en [a;b], existe ¢ (u,&) > 0 tal que

si te€fa;b] y st |Ju—t| <((uw,€), entonces |f(u)— f(t)]<E.
A su vez, definamos 7y (¢ (u, §)) = ¢ (u, &) /2 > 0. Ocurre que la coleccién
{(uw—=7(C(u,8)su+7(C(,8))) € [a;0]}
es una cubierta de intervalos abiertos para [a;b]. Por el Teorema de Heine-Borel (Ejemplo del Capitulo 2)

existen un entero positivo n y uq,...,u, € [a;b] tales que

[a; b] C

K2

(i — (¢ (uiy §)) 5 ui + v (¢ (i, §))) -

1

n

Para abreviar, definamos

71(5):7(4‘(”176))7 con iE{l,...,ﬂ}7

0=Min{y (&) :ie{l,...,n}}.
Ahora sean z,y € [a;b] que cumplan que |z — y| < é. En particular, existe k € {1,...,n}, tal que

v € (g — 7 (&) ;ur + 7% (£)) 5
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con lo que |up — 2| < v (£). Mejor atin,

lup — x| <y (§) =7 (C(uk, §)) = ¢ (ur, §) /2 < C (ug, §) -

Similarmente, para el caso de y tenemos que

lup —yl = Jur —z+ax—y| <|up — 2|+ ]z —y| < () + 0 <k () + 7 (€) = 2% (€) = 27 (¢ (ur, §))
= 280 .

Ahora, por la continuidad de f,

como |ug — x| < ¢ (ug,€&), entonces |f (ug)— f(z)] <§,

como |ug —y| < {(ug, &), entonces |f(y)— f(ur)| <&
De donde

£ (@) = F @) =1 @)~ F )+ f ) = F @< @)~ F )l + 1 (w) — f @) <E+E=2+2 =«

2

N ™

Dado que esto acontece para cualesquier x,y € [a;b] que cumplan que |z — y| < §, concluimos que f es uniformemente
continua en [a; b]. [ ]

Para el siguiente ejemplo topoldgico, consultense las definiciones dadas en el primer capitulo.

Las bolas abiertas como conjuntos abiertos

Ejemplo 3.2.9. Sea n un entero positivo. Probar que toda bola abierta de R™ es un conjunto abierto de R™. En
particular, ocurre que todo intervalo abierto no vacio es un conjunto abierto de R.

Demostracion. Sean @ € R™ y r > 0. Hay que probar que B (a;r) es un conjunto abierto de R™. Para esto, por
definicién, hay que probar que todo punto de B (@;r) es un punto interior. Sea § € B (a;r) cualquier punto de la
bola. Debemos encontrar s > 0 tal que

B (p;s) C B(d;r).

Para encontrar s en términos de los elementos conocidos que son @, r y p usaremos el Método Analitico.
(Ana4lisis) Supongamos, para cuestiones de anélisis, que ya hemos encontrado s > 0 tal que

B (p;s) C B(a;r).
La contencién anterior significa que,
para todo ¢ € B(pis), setiene que ¢€ B(d;r).
Convirtiendo a normas se consigue lo siguiente,
si ||§—pl <s, entonces |[§—d| <r.

Para construir s, vamos a desarrollar hacia “arriba” el lado izquierdo de la desigualdad del consecuente de la con-
dicional anterior, usando la desigualdad triangular y suponiendo valido el antecedente, con el fin de alcanzar r.
Procediendo,

lg—all = lg—p+p—dl <|q—pll +[lpF—all <s+|p—dl =r

Luego, podemos tomar s = r — ||p'— @||. Aqui termina la etapa de anélisis.

(Sintesis) Sea p € B (d@;r); por lo que || — @|| < r. Definamos s = r — || — @|| > 0. A fin de probar que § es un punto
interior de B (@;r), demostremos que B (7;s) C B (@;r). Para esto, tomemos ¢ € B (p}s); con lo cual ||§— p]| < s. A
continuacién, midamos la distancia de ¢ al centro @ de la bola B (@;r) para comprobar que dicha distancia es menor
que el radio r. Procediendo,

lg—all =lg—p+p—dl <|g—pll+F-al <s+|p-dl=r—|p-dl+[p-a|=r
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En resumen, ||§—d|| < r; de donde § € B (@;r). Dado que esto ocurre para todo ¢ € B (p;s), concluimos que
B (p}s) C B(a;r). En otras palabras, p’ es un punto interior de B (d@;r). Ahora, como lo anterior acontece para todo
P € B (d;r), concluimos que B (d@;r) es un conjunto abierto de R™. Por tanto, toda bola abierta de R™ es un conjunto
abierto de R".

Al respecto de los intervalos abiertos no vacios, tenemos lo siguiente. En el Ejemplo[I.2:31]del Capitulo 1 probamos
que todo intervalo abierto no vacio es una bola abierta de R. En virtud del resultado anteriormente demostrado,
podemos concluir que todo intervalo abierto no vacio es un conjunto abierto de R. |

Meétricas y espacios métricos

Definicion 3.2.10. Sean F un conjunto no vacio y d : E x E — R una funcién. Se dice que d es una métrica o
distancia en E si se satisfacen las condiciones siguientes:
Sean a,b,c € E cualesquier.

1. Positividad. d (a,b) > 0.

2. No degeneracién. d(a,b) = 0 si, y sélo si, a = b.

3. Simetria. d(a,b) = d (b, a).

4. Desigualdad triangular. d (a,c) < d(a,b) + d (b, c).

A la pareja (E,d) se le llama un espacio métrico, en tanto que a E se le denomina un conjunto metrizado por d o,
simplemente, un conjunto metrizado.

Verificacién de la desigualdad triangular en la métrica acotada

Ejemplo 3.2.11. Sea (E,d) un espacio métrico. Definamos p : E x E — R dado por

d(z,y)

14+d(z,y)’ (3:8)

p(r,y) =
para cualesquier x,y € E. Probar que p cumple la desigualdad triangular; es decir, que para cualesquier a,b,c € E
se tiene que p(a,c) < p(a,b) + p(b,c).
Demostracion. Sean a, b, ¢ € E. Usaremos el Método Analitico.

(Ana4lisis) Supongamos, para cuestiones de anélisis, que ya hemos demostrado que

pla,c) < pla,b)+p(bc).

A continuacién, usaremos equivalencias. Sustituyendo la definicién de p dada por (3.8) obtenemos

<~
d(a,c) < d(a,b) d(b,c)

1+d(a,c) — 1+d(a,b)  1+d(bc)

Ahora, efectuando operaciones, conseguimos la cadena de equivalencias siguiente;

—

d(a,c) <d(a,b)[1+d(b,c)]+[1+d(a,b)]d(b,c)

1+d(a,c) ~ [1+4d(a,b)][1+d(b,c) '
<~

d(a,c) < d(a,b) +d(b,c) +2d (a,b)d (b, c)

1+d(a,c) ~ 1+d(a,b)+d(b,c)+d(a,b)d(b,c)
—

[1+d(a,b)+d(b,c)+d(a,b)d(bc)d(a,c)<][d(a,b)+d(b,c)+ 2d(a,b)d(b,c)][1+d(a,c)].

—

d(a,c)+d(a,b)d(a,c)+d(bc)d(a,c)+d(a,b)d(b,c)d(a,c)
< d(a,b) +d(b,c)+2d(a,b)d(b,c)+d(a,b)d(a,c)+d(bc)d(a,c)+2d(a,b)d(b,c)d(a,c).

Eliminando términos semejantes de ambos lados de la desigualdad obtenemos
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d(a,c) < d(a,b)+d(b,c)+ 2d(a,b)d(b,c)+d(a,b)d(b,c)d(a,c). (3.9)
Ahora bien, como d es una métrica, cumple la desigualdad triangular dada por
d(a,c) <d(a,b)+d(b,c).

A continuacion, podemos desarrollar hacia “arriba” el lado derecho de esta desigualdad sumando la cantidad no
negativa 2d (a,b) d (b,c) + d (a,b) d (b, ¢) d (a,c) obteniendo

d(a,c) < d(a,b)+d(b,c) <d(a,b)+d(bc)+2d(a,b)d(b,c)+d(a,b)d(bc)d(a,c),

y de esta cadena de desigualdades, por transitividad conseguimos (3.9). Aqu{ termina la etapa de andlisis.
(Sintesis) Sean a,b,c € E. Dado que d es una métrica para F, se cumple respecto de ésta la desigualdad triangular;

esto es,
d(a,c) <d(a,b)+d(b,c).

Ahora bien, por lo mismo, tenemos que d (a, ¢), d (a,b) y d (b, c) son nimeros reales no negativos. Luego, ocurre que
d(a,b) +d(b,c) <d(a,b) +d(b,c)+2d(a,b)d(b,c)+d(a,b)d(b,c)d(a,c).
A continuacion, por transitividad sobre las dos desigualdades anteriores obtenemos
d(a,c) <d(a,b) +d(b,c)+2d(a,b)d(b,c)+d(a,b)d(b,c)d(a,c).

Para proseguir, de los desarrollos conseguidos en la etapa de andlisis, tenemos la siguiente cadena de implicaciones;
=

d(a,c)+d(a,b)d(a,c)+d(bc)d(a,c)+d(a,b)d(b,c)d(a,c)
< d(a,b) +d(b,c)+2d(a,b)d(bc)+d(a,b)d(a,c)+d(bc)d(a,c)+2d(a,b)d(b,c)d(a,c).

.
[14+d(a,b)+d(bc)+d(a,b)d(b,c)]d(a,c)<][d(a,b)+d(b,c)+2d(a,b)d(b,c)|[l+d(a,c)].
_—
d(a,c) < d(a,b) +d(b,c)+2d(a,b)d(b,c)
1+d(a,c) ~ 1+d(a,b)+d(b,c)+d(a,b)d(b,c)
- d(a,c) <d(a,b)[1+d(b,c)]+[1+d(a7b)]d(b7c)
1+d(a,c) ~ 1+d(a,b)][1+d(b,c)] '
.
d(a,c) < d(a,b) d (b, c)

1+d(a,c) — 1+d(a,b)  1+d(bc)

Ahora, como

d(a,c d(a,b d(b,c
pla,e) = 1 —|—(d£a,)c)’ pla,b) = 1 —i-(déa,)b) plbe) = 1 +(d7(b,)c)’
sustituyendo en la desigualdad previa obtenemos finalmente
_—
pla;c) < pla,b)+p(bc).
Dado que esto ocurre para cualesquier a,b,c € E, concluimos que p satisface la desigualdad triangular. |

Existencia de raices cuadradas de nimeros complejos

Ejemplo 3.2.12. Denotemos por C al conjunto de los nimeros complejos, y sea z € C, con z # 0. Probar que existen
para z exactamente dos raices cuadradas en C. Mejor aun, si z = a+ bi y w = x + yi es una de sus raices cuadradas,
se tiene que

Va2 +b+a Va2 +b? —a

=y =T T =+
T B) y vy 5 )

con zy =g
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Demostracion. Sea z € C, con z # 0. Luego, existen a,b € R tales que z = a + bi. Ademas, dado que z # 0, se tiene
que a? + b? > 0. Debemos hallar w € C tal que w? = z. Para encontrarlo, usaremos el Método Analitico.
(Anaélisis) Supongamos, para cuestiones de andlisis, que ya hemos hallado w € C tal que w? = z. Por una parte,
existen x,y € R tales que w = x + yi. Por otra parte, sustituyendo en la igualdad w? = z obtenemos

(z+yi)> = a+bi
22—y +2z2yi = a+bi

Igualando partes reales e imaginarias conseguimos el sistema de ecuaciones reales siguiente

2 2
T° -y =a,
{ %y = b, (3.10)
Para resolver este sistema, empecemos elevando al cuadrado ambas ecuaciones y sumémoslas miembro a miembro a
continuacién.
2
(x2 o y2) — a2
(2zy)* = b°.
2t — 2x2y2 +yt = a?
+ 4a?y? = b?
x4_’_2$zyz+y4 = 21
O sea,

(z2+y2)2:a2+b2.

Extrayendo raices cuadradas de ambos lados de esta igualdad obtenemos

22 +y? = Va2 + b2 (3.11)

Nétese que la existencia como niimero real de la rafz cuadrada del lado derecho ests garantizada por ser a® 4+ b* > 0.
Por otro lado, se toma tnicamente el caso positivo de ésta, ya que también x> + y?> > 0. Prosiguiendo, a fin de
despejar x, sumemos la primera ecuacién del sistema (3.10) con la ecuacién (3.11]) anterior.

2y = a
+ 4y = Va2 +b?
222 = \/a2+b2+a

Luego,

Ahora, para despejar y, cambiemos el signo a la primera ecuacién del sistema (3.10)) y sumemos el resultado miembro

a miembro con la ecuacién (3.11)).

e y? = —a
+ 224y = Va2 + b?

2y? = \/a2 + b2 —q
De donde

vaz+b2—q

y= 9

Para terminar, obsérvese que los signos de x y y no se pueden elegir arbitrariamente, ya que, por la segunda ecuacién

de (3.10]), estan ligados por la siguiente relacién
b

Asi, cuando x # 0, los signos de y estan determinados univocamente por los de x, y viceversa. Por esta razdn, el sistema
(3.10) tiene exactamente dos parejas de soluciones en  y y. Por tanto, la ecuacion w? = z tiene invariablemente dos
soluciones distintas para z % 0. Aqui termina la etapa de andlisis.
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(Sintesis) Para z = a + bi € C, con z # 0, tenemos que existe w = = + yi, con

vaZz+b2+a vaZz+b2—a b

— | T T gy [ ==
iy D) Y 2 y Ty 9’
tal que
w? = (x + yi)2 =22 — % + 2zyi.
O sea,
w? = 22 — % + 2zyi.
Ahora bien, nétese que
5 Vaz+b+a 5 VaZ+b2—a ) b
r'=——"""—— 'y Yy =——7——, ademisdeque zy=_.

2 2 2

Sustituyendo en la igualdad anterior obtenemos

va*+b*+a  Va*+b—a b. \/a2+b2+a—\/a2+b2+a+bi

2 2 2 .
= — 2 = 2 -
w x y° + 2y 5 5 + 22 5
2
= ?a—kbi:a—l—bi:z.

En resumen, para todo z € C, con z # 0, existe w € C tal que w? = z. En otras palabras, todo niimero complejo
distinto de cero tiene al menos una raiz cuadrada compleja. Ademds, eligiendo cuidadosamente los signos de las partes
real e imaginaria de esta raiz cuadrada, se pueden obtener exactamente dos raices cuadradas complejas distintas. W

3.3. Ejercicios
I. Utilizar el Método Analitico para demostrar que las funciones siguientes son suprayectivas:
1. f(z)=42-1; f :R—R.
2. g(x)=2>+59:R—R.
3. h(z)=9-4(82+3)°;h:R— R,
4. j(z) = m;j:R—ﬂR.
5. k(z)=4— Va3 +3;k:R—R.

3
6. F(x)—Q7<6€‘/58(7x+4)5+11>  F:R—R

3
1 — /424
7. G(x)=8—<10$> . G:R—R.

1
1822 — 15z — 19
. =—+ J: -1 — R.
9. () = T R {173}
2 21z 10
10. K () = 27 2210 2100 g a3y R

—3r+4
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II. Sean a,b € R, con a > 0y b > 0. Probar que Méx (a,b) < v/a? + b2. (Sugerencia: Demostrar por separado las
desigualdades a < v a? + b2 y b < v/a? + b2, y, de ellas, inferir el resultado.)
II1. Sean a,b € R, con a > 0y b > 0. Probar que vVa? + b < a+b.

IV. Usar la definicién de limite (¢ y §) para probar los limites siguientes:

1. lim (7Tx—18) = 17.

r—5

2. lim (22 + Tz —10) = 5.

r——5

3. lim (22 —132% + 15z + 11) = —9.

r—4

4. lim (—a* — 102 — 232° + 142 + 19) = —21.

r——4

5. lim_(3z° — 292" + 662° + 532” — 181z — 64) = 32.

r—3

6. lim (%4 162° + 98z* + 2752% + 28522 — 89z — 107) = 79.

r——3

7. lim (527 — 342° + 692° — 112" — 892° + 292° + 44z + 13) = 1.

rz—>2

8. lim_(32®+ 31z” + 1052° 4+ 962° — 1332" — 1672° + 1262° — 75) = 85.

r—r—2

9. lim (42 —172% 4+ 2027 + 52° — 162° — 32" + 42 — 627 + 11z — 9) = —T.

r—1

10, lim (620 + 2927 + 412® — 527 — 4225 + 92° + 452" 4 82° — 172® — 5z + 11) = 8.

r——1

Respuestas a los ejercicios IV
Advertencia: Las siguientes respuestas son solamente sugerencias para seleccionar el nimero ¢ de cada ejercicio.
En su caso, el lector deberd construir este § y dar la demostracién correspondiente.

1. 6 = ¢/7. 2. 6 = Min(1,¢/15). 3. § = Min(1,£/20). 4. 6 = Min(1,e/34). 5. § = Min(1,¢/142).
6.9 =Min(1,/78). 7. § = Min (1,£/295). 8. 6 = Min(1,£/399). 9. § = Min (1,£/112). 10. § = Min (1,e/177).



Capitulo 4

DEMOSTRACION POR CASOS

4.1. Introduccién

4.1.1. Presentacién del método

En el afan de explotar los antiguos métodos de Anélisis y Sintesis para obtener conocimientos, Descartes construyé
un circuito basado en el circuito de Pappus (ver capitulo 3, figura 1). En esta ocasidn, el circuito cartesiano incluia
tanto inferencias deductivas como inductivas, asi como la introduccién de dos nuevos factores en la ciencia moderna,
a saber: los hechos razonados y las hipétesis ocultas. El circuito de Descartes queda como sigue (ver [13]):

Figura 2

Clircuito de Descartes

hecho — hipétesis
razonado deduccion oculta
-
induccién . N deduccién
primer
hecho L
principio
ducei induccién
induccién . Ve
J .
deduccion
hecho — --> hipétesis
razonado deducciéon  induccién oculta

Este circuito obtuvo criticas sobre todo en el paso inductivo de los hechos razonados a las hipdtesis ocultas; el
argumento consistia en considerar imposible la transferencia de la verdad entre estos dos factores por medio del
paso inductivo, surgiendo como alternativa, entre otros, el método de division, que consistié en enumerar todas las
conjeturas posibles de las que se podia derivar el hecho. A continuacién se falsaban todas excepto una, y se conseguia
de esta forma probar esta tultima. Por supuesto, este método se apoyaba en la infalibilidad absoluta de la intuicién
para seccionar en casos el problema planteado. Un partidario de este método era Galileo Galilei (1564-1642) (ver [6]),
quien, ante cierta situacion, aplicé el método y dividié un problema en una disyuncién: la tierra se mueve o se mantiene
quieta. Galileo fue derribando los argumentos a favor de que la tierra se mantiene quieta y se quedé con la primera
posibilidad como cierta; atn cuando ésta tampoco era indubitablemente verdadera. Ademads, el método de divisién
sufrié criticas por parte de Leibniz y de los logicos catdlicos; por lo que quedd en duda como método heuristico.
Debido a las diferencias que existen entre las Matematicas y la ciencia, el método de divisién casi desaparecié en esta
dltima; sin embargo, en Matematicas el método permaneceria y se conoce con el nombre de Método de Demostracion
por Casos.

60
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Generalmente, el Método de Demostracién por Casos se presenta en dos posibilidades: la Dicotomia y la Tri-
cotomia. Cuando se comparan dos elementos a y b pertenecientes a un conjunto surgen dos casos, es decir, una
dicotomia: o bien a = b, o bien a # b. Cada caso se resuelve por separado utilizando algiin método de demostracién;
al final, se juntan los resultados para llegar a una conclusion. La tricotomia, en cambio, afirma que al compararse
dos elementos a y b pertenecientes a un conjunto totalmente ordenado, una, y sélo una, de las relaciones siguientes
es valida: o bien a = b, o bien a < b, o bien b < a. De igual manera, cada caso se resuelve separadamente y al final
se juntan los resultados para lograr dar una conclusién. La situacién es andloga a lo que cada individuo enfrenta de
manera cotidiana, al elegir un curso de accién, pues considera todas las alternativas y se imagina el resultado de cada
una, reune todas las posibilidades y elige la mejor del ment.

Cabe mencionar que hay ocasiones en que un caso origina subcasos y éstos se consideran para dar la solucién
final.

4.1.2. Estructura del método

A continuacién, damos la estructura general del Método de Demostracién por Casos.
Dividimos en los posibles casos que posea la variable problematica seleccionadas:

o bien ... (caso 1), o bien ... (caso 2), ..., o bien ... (caso n).

Luego, procedemos a examinar individualmente los casos.

Caso 1. ... Conclusion 1.
Caso 2. ... Conclusion 2.
Caso n. ... Conclusion n.

Para finalizar, se juntan los resultados para concluir,

o bien conclusién 1, o bien conclusién 2, ..., o bien conclusién n.

4.1.3. Sugerencias para su uso

Este método es muy ttil cudando se trabaja en conjuntos totalmente ordenados; se aplica al comparar elementos
pertenecientes a estos tipos de conjuntos. Hay que tener en cuenta que la demostracién empleada en cada caso debe
ser diferente; esto justifica la aplicaciéon del método. Ahora, hay ocasiones en las que se plantea una conjuncién, la
cual enlaza dos o més disyunciones. En esta situacién, se aplica la propiedad distributiva de la conjuncién sobre la
disyuncién (ver, por ejemplo, [3] o [21]), originando un cierto nimero de alternativas que constan de conjunciones;
cada una de éstas se trata como un caso separado.

4.2. Ejemplos

La demostracién por casos sirve para para encontrar el conjunto solucién de inecuaciones cuadraticas.
Ejemplo 4.2.1. Probar que el conjunto de nimeros reales que satisfacen la desigualdad (z 4+ 1) (z — 5) < O es (—1;5).

Demostracion. Dada la inecuacion

(z+1) (z —5) <0,

por las leyes de los signos tenemos dos casos: o bien 0 <z+1yz—-5<0,0bienz+1<0y0<z—5.
Caso1.0<z+1yx—-5<0.
Empecemos resolviendo la primera desigualdad

0<x+1.
Restando 1 en ambos miembros de la inecuacién tenemos que

0—-1 < z+1-1.
-1 < =

El intervalo solucién es (—1;400).
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Pasemos ahora a resolver la segunda desigualdad
z—95<0.
Sumando 5 en ambos miembros de la inecuacién tenemos que

r—5+5 < 0+5.
r < 5.

El intervalo solucién para la segunda desigualdad es (—o0; 5).

La solucién del caso 1 es la interseccién de los intervalos solucién de sus dos desigualdades; (—1; +00) N (—00;5) =
(—1;5).
Caso 2. 24+1<0y0<z—5.

Empecemos resolviendo la primera desigualdad

z+1<0.
Restando 1 en ambos miembros de la inecuacién tenemos que

r+1-1 < 0-1.
r < -—1.

El intervalo solucién para la primera desigualdad es (—oo; —1).
Pasemos ahora a resolver la segunda desigualdad

0<ax—5.
Sumando 5 en ambos miembros de la inecuacién tenemos que

04+5 < x—5+05.
5 < .

El intervalo solucién para la segunda desigualdad es (5; +00).
La solucién del caso 2 es la interseccién de los intervalos solucién de sus dos desigualdades; (—oo; —1)N(5; +00) = (.

)

La solucién del problema es la unién de las soluciones de los dos casos; (—1;5) UB = (—1;5). ]

Ejemplo 4.2.2. Probar que el conjunto de niimeros reales que satisfacen la inecuacién
—122° — 11z + 37 > —132° — 29z — 43

es (—oo; —10] U [—8; 4-00).

Demostracion. Dada la desigualdad
—122% — 11z + 37 > —132% — 292 — 43,

pasando todos los términos del lado derecho al izquierdo obtenemos la cadena de equivalencias algebraicas siguiente,

—122% — 11z + 37+ 1322+ 292+ 43 > 0.
2?2+ 18z+80 > 0.
(x+10)(z+8) > 0.

0 < (z+10)(z+38).

Por las leyes de los signos tenemos dos casos: o bien 0 < x4+ 10y 0<z+8 obienx+10<0yz+8 <0.
Cas01.0<z4+10y0<z+8.
Empecemos resolviendo la primera desigualdad

0 <z +10.
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Restando 10 en ambos miembros de la inecuacién tenemos que

0-10 < z+4+10-10.
—10

IN |

x.

El intervalo solucién para la primera desigualdad es [—10; +00).
Pasemos ahora a resolver la segunda desigualdad

0<z+8.
Restando 8 en ambos miembros de la inecuacién tenemos que

0-38
-8

xr+ 8 —8.

x.

IN A

El intervalo solucién para la segunda desigualdad es [—8; 4+00).

La solucién del caso 1 es la interseccién de los intervalos solucién de sus dos desigualdades; [—10; +00)N[—8; +00) =
[—8;400).
Caso02.z+10<0yz+8<0.

Empecemos resolviendo la primera desigualdad

z+10 < 0.
Restando 10 en ambos miembros de la inecuacién tenemos que

r+10—-10 < 0-10.
—10.

IN |

X

El intervalo solucién para la primera desigualdad es (—oo; —10].
Pasemos a resolver la segunda desigualdad
x4+ 8 <0.

Restando 8 en ambos miembros de la inecuacién tenemos que

r+8-8 < 0-8.
r < =8

El intervalo solucién para la segunda desigualdad es (—oo; —8].
La solucién del caso 2 es la interseccién de los intervalos solucién de sus dos desigualdades; (—oo; —10]N(—o0; —8] =

(—o0; —10].
La solucién del problema es la unién de las soluciones de los dos casos; [—8; +00) U (—o00; —10] = (—o0; —10] U
[—8; 400). [ ]

No negatividad de las potencias cuadradas
Ejemplo 4.2.3. Sea a un nimero real, con a # 0. Probar que a? > 0.

Demostracion. Por hipétesis tenemos que a # 0. Por tricotomia tenemos dos posibilidades para a: o bien a > 0, o
bien —a > 0.
Caso 1. a > 0. Multiplicando por a ambos lados obtenemos

aa > a0.

a? > 0.

Caso 2. —a > 0. Multiplicando por —a ambos lados tenemos que
(=a)(=a) > (=a)O0.

aa > 0.

a? > 0.

En conclusién, en cualquier caso obtenemos a? > 0. |
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Homogeneidad del valor absoluto
Ejemplo 4.2.4. Sean a y b dos nimeros reales. Probar que |ab| = |a] |b|.

Demostracion. Hay dos casos para a y dos casos para b: o bien a > 0, o bien a < 0, y, o bien b > 0, o bien b < 0. De
aqui surge un total de cuatro casos:

1.a>0yb>0.
2.a>0yb<0.
3.a<0yb>0.
4. a<0yb<O.

Revisemos cada una de estas opciones.
Caso 1. a > 0y b > 0. En este caso, |a] = a y |b|] = b. Ademds, por las leyes de los signos, ab > 0; por lo que,
|ab| = ab. Luego,
la| |b] = ab = |ab|.

Caso 2. a > 0y b < 0. En esta ocasion, |a| = a y |b|] = —b. Adicionalmente, por las leyes de los signos, ab < 0; por
lo cual |ab] = —ab. De donde

la||b] = a (=b) = —ab = |ad]|.
Caso 3. a <0y b>0.En esta opcién, |a| = —a y |b| = b. En adicién, por las leyes de los signos, ab < 0; con lo que
|ab] = —ab. De ahi que

laf |b] = (—a) (b) = —ab = |ab|.
Caso 4. a < 0y b < 0. En esta situacién, |a| = —a y |b] = —b. Por anadidura, por las leyes de los signos, ab > 0; de
lo cual |ab| = ab. Por todo esto,

la] [b] = (—a) (=b) = ab = |ab].

En conclusién, en cualquier caso obtenemos |a| |b| = |ab|. [ |

Ecuacion cartesiana de la recta

Ejemplo 4.2.5. Sean A, B y C tres nimeros reales, con A y B no simultdneamente nulos. Probar que la grafica de
la ecuaciéon

Axr+By+C =0
es una recta. Es por esto por lo que a dicha ecuacién se la denomina la ecuacion cartesiana de la recta.

Demostracion. Hay dos casos para B: o bien B # 0, o bien B = 0. Analicemos cada una de estas opciones.
Caso 1. B # 0. En este caso, podemos despejar y en la ecuacién cartesiana.

Az+By+C = 0.
By = —-Axz-C.
(A, (C
v = \UB)" B
Esta es la ecuacién de una recta con pendiente A = —A/B y ordenada al origen b = —C'/B.

Caso 2. B = 0. Aqui, sustituyendo en la ecuacién obtenemos

Az +By+C =
Az +0y+C =
Az +0+C =

Az +C =

e e e

Como B =0y Ay B no pueden ser simultdneamente nulos, tenemos entonces que A # 0. Con esto, podemos despejar
x de la ecuacién anterior.

Ar = —-C.
C

r = ——

1
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Esta es la ecuacién de una recta vertical.
En conclusién, en cada uno de los casos hemos encontrado que la ecuacién cartesiana representa a una recta. W

Para los siguientes ejemplos referentes a limites de funciones reales de variable real, constltense las definiciones
respectivas dadas en el primer capitulo.

Determinacion del limite por medio de los limites unilaterales

Ejemplo 4.2.6. Sean: A un intervalo abierto no vacio, a € A, f una funcién real de variable real con dominio Dy,
A\ {a} C Dy y L € R. Probar que, si lim, .+ f(z)y lim,_,,~ f(x) existen y son iguales a L, entonces el
limy,—q f(x) existe y es igual a L.

Demostracion. Supongamos que limg,_ .+ f(x) = limy,__,,— f(z) = L. Demos ¢ > 0 y x € A. Por definicién de
limite por la derecha, existe §; > 0 tal que,

si 0<ax—a<dy, entonces |f(x)—L|<e,
y por definicién de limite por la izquierda, existe do > 0 tal que,
si 0<a—x<dy entonces |f(x)—L|<e.

Sea § = Min (41, d2). Supongamos ahora que 0 < |z — a| < §. Hay dos casos para  — a: o bien 0 < x — a, 0 bien
z—a<0.
Caso 1. 0 < x — a. En este caso x — a es positivo. Luego, |t —a| =z —a. Dedonde 0 <z —a = |z —a|] < d < 41, lo
cual por definicién de limite por la derecha implica que |f (z) — L] < e.
Caso 2. x —a < 0. Ahora, x —a es negativo. Luego, [t —a|=—(r —a) =a—2. As{,si0 <a—z = |z —a| < J < Iy,
entonces por definicién de limite por la izquierda tenemos que |f () — L| < e.

En cualquier caso, obtenemos que |f (x) — L| < e. Por tanto, si 0 < |x — a| < §, entonces siempre |f (z) — L| < e.
Es decir, hemos probado que

lim f(z)= L.

Tr—ra

Derivabilidad limitada de la funcién valor absoluto

Ejemplo 4.2.7. Sea F : R — R tal que F (z) = |z|. Probar que esta funcién es derivable en todo nimero distinto
del cero.

Demostracion. Sea x € R, con x # 0. Hay dos casos: o bien = > 0, o bien < 0. Revisemos cada una de estas
opciones con detalle.

Caso 1. © > 0. En este caso, |z| = z. Tomando h suficientemente pequefio (en situacién de que sea negativo),
sin pérdida de generalidad podemos suponer que = + h > 0; por lo que también |z + h| = 2 + h. Asi, aplicando la
definicién de derivada y sustituyendo el valor de la funcién obtenemos

., F(x+h) —F(x , r+h|— |z ., T+ h—= . h ,
F'(z) = lim (z+h) ():lzmuzlzmizlszzlzmlzl.
h—s0 h—0 h h—s0 h h—0h  h—0
Caso 2. z < 0. En esta ocasién, || = —z. Nuevamente, haciendo h suficientemente pequenio (en caso de que sea
positivo), sin pérdida de generalidad podemos suponer que x + h < 0; por lo cual igualmente |z + h| = — (x + h).

Luego, utilizando la definicién de derivada y sustituyendo el valor de la funcién conseguimos

F(z+h)—F h| — - h) — (- —z—h
Flo) = um D@EN=F@ o Jzrhl=lel o @b =(2) g, —e-hte
h—>0 h h—s0 h h—0 h h—s0 h
= lim — = lim (=1) = —1.

h—0 h h—0

En conclusién, en cualquier caso F’ (z) existe. Por tanto, F es derivable en todo nimero distinto de cero. ]
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Una antiderivada para la funcién valor absoluto

Ejemplo 4.2.8. Sea G : R — R definida de la siguiente manera,

2

%, six >0,
G(z) = 2
5 siz < 0.

Probar que G es derivable en todo R y que G’ (z) = |z|, para todo z € R.

Demostracion. Para derivar esta funcién, hay que considerar tres casos para x: o bien z > 0, o bien x < 0, o bien
z=0.

Caso 1. x > 0. En este caso, por definicién obtenemos G (z) = a:2/2. Dado que se trata de un polinomio, su derivada
existe y se puede calcular usando féormulas de derivacién del siguiente modo,

22
G (z) = % G (2)] = % (2) = %% (z%) = % (2z) = z.

Caso 2. z < 0. En esta ocasién, por definicién tenemos que G (z) = —m2/2. Vemos que es similar al caso anterior;
por lo que le aplicamos el mismo trato.

1

6'(0) = g 6@ = - (-5 ) =55 09 =5 20 = =

Caso 3. x = 0. En esta situacién, debido a la posicién intermedia que tiene el cero en los dos pedazos en que se
divide la definicién de G, hay que utilizar la definiciéon de derivada. Procedamos a efectuar este célculo.

02
_ G(h) ==
G ) = tim GOFEM=CO _ o T 9 gy, G20, G
h—s0 h h—s0 h h—0 h h—0 h
En sintesis,
G (h)
/ oz
G'(0) = hlino - (4.1)

A continuacién, para poder evaluar el limite restante, hay que considerar los dos subcasos dados por los limites
unilaterales.

(Limite por la derecha) Al tomar el limite cuando h tiende a cero por la derecha, por definicién en este caso
h > 0. Pero entonces, G (h) = h? /2. Luego, tomando este limite y sustituyendo el valor de la funcién obtenemos

h2
G (h) ] 9 , 2 h 0
—Y = — = — = —==-=0.
hit%‘*' h h—0t+ h h—7>7?)+ 2h hﬂl’Eﬁ+ 2

(Limite por la izquierda) En este caso de limite en el que h tiende a cero por la izquierda tenemos que h < 0.

Asi, G (h) = —h?/2. Calculando este limite y sustituyendo el valor de la funcién conseguimos
h2
G (h) 9 h? h 0

li ——= = i = i —— | = i —— ) =—==0.

h%* h h%f h h%* 2h h%f 2 2 0
Como G (h G (h

lim (h) =0= lIlim L,

h—0t+ R h—0- h

por el Ejemplo tenemos que el limite existe y es igual a cero; es decir,



CAPITULO 4. DEMOSTRACION POR CASOS 67

Con esto, podemos continuar con (4.1).
G'(0)

- hlﬂlo h =0

En resumen, de los tres casos concluimos que G es derivable en todo R. Ademaés, podemos sintetizar su derivada
considerando precisamente estos mismos casos de la siguiente forma,

z, siz >0,
G (z) = 0, siz=0,
—x, siz<O0.

Ahora bien, la tabla anterior no es mds que otra manera de definir la funcién valor absoluto. Por tanto, G’ (z) = |z|,
para todo x € R. En otras palabras, G es una antiderivada para la funcién valor absoluto. |

Para el ejemplo siguiente referente al algebra lineal de espacios euclidianos, constltense las definiciones respectivas
dadas en el primer capitulo.

Desigualdad de Cauchy-Schwarz en espacios euclidianos
Ejemplo 4.2.9. Sean n un entero positivo y ¥, w € R"™. Probar que |0 - @| < ||7]| ||&]|

Demostracion. Hay dos casos para v: o bien v = 0, o bien v # 0.
Caso 1. ¥ = 0. Este caso es trivial ya que

70| = |0- @

= lo| = 0 = olja@| = [0} @ = 1) 1]

Caso 2. 7 # 0. En esta ocasién, por la positividad y no degeneracién del producto punto ocurre que || ||2 =v-7> 0.
Ahora, sea x € R y consideremos la combinacién lineal xv' 4+ w. Nuevamente, por la positividad del producto punto
tenemos que

(2T + W) - (x0+ W) > 0.

A continuacién, usaremos equivalencias. Desarrollando el lado izquierdo obtenemos
—
(T-0)2® +2(T- W)+ (@ - @) >0,

0, mejor ain, sustituyendo normas conseguimos
=
131?22 +2(7 - @) & + || > 0.

Ahora bien, este polinomio cuadréatico en x, por tener grafica no negativa, no tiene raices reales distintas; es decir, o
bien sus raices son reales y repetidas, o bien son complejas. Por lo que su discriminante es no positivo; o sea,
—

2 (5 @) — 43 |la]|* < o.

2 022
)" < Al [

<y

4(

—\ 2 =112 =12
~@)” < |7 |

<y

(

Extrayendo raices cuadradas de ambos lados obtenemos

—
- 2 — —
\ (@) < ||| |-

|7 ] < ||} | -

En el Ejercicio IV de este capitulo se justifica el iltimo paso.
En resumen, juntando las conclusiones de los dos casos, podemos sintetizar éstas en la desigualdad méas general
que es |0+ w| < |7 [|]]. u
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Para el siguiente ejemplo que requiere del axioma del supremo, constltese éste en el segundo capitulo; en general,
para los siguientes ejemplos que usan continuidad de una funcién real de variable real, constltese la definicion
respectiva proporcionada en el primer capitulo.

Sobre el Método Exhaustivo de Eudoxo

En los dos ejemplos siguientes se emplea en las pruebas respectivas el Método Exhaustivo de Fudoxo o Método
de Ezhaustividad de Eudozo. Este se trata de un caso particular de la Demostraciéon por Reduccién al Absurdo, la
cual se transforma en una Demostracién por Casos por efecto de una tricotomia. Por supuesto, en cada una de las
opciones en que se bifurca dicha prueba se llega a una contradiccién; por lo cual ninguna salida resulta efectiva; de
aqui proviene su nombre (en el sentido de que se agotan las salidas). Conozcamoslo.

Teorema del Valor Intermedio

Ejemplo 4.2.10. Sean a,b € R, con a < b, y f : [a;b] — R una funcién continua, con f (a) # f (b). Sit € R es tal
que, o bien f (a) <t < f(b), o bien f (b) <t < f (a), entonces probar que existe ¢ € (a;b) tal que f (¢) = t.

Demostracion. Sea t € R, y supongamos que, o bien f (a) <t < f (b), o bien f (b) < t < f (a). Analicemos cada uno
de estos casos.

Caso 1. f(a) <t < f(b). Definamos el subconjunto S de [a;b] conformado por los elementos x € [a;b] tales que
f (z) < t. Al respecto de S, tenemos los dos hechos siguientes:

1. (No vacuidad) Dado que f (a) < ¢, tenemos que a € S; por lo que S # ().

2. (Acotacion superior) Como S C [a;b], tenemos que S es un conjunto acotado superiormente por b.

Luego, S es no vacio y estd acotado superiormente. Por el axioma del supremo, existe ¢ = Sup S. En adicién, dado que
a € S, que ¢ es la minima cota superior de S y que b es cota superior de S, tenemos que a < ¢ < b; es decir, ¢ € [a; b].
Hay que probar que f (c) = t. Para esto supongamos, por contradiccién, que f (c¢) # t. Luego, |t — f (¢)| > 0. Como
f es, en particular, continua en ¢, para ¢ = |t — f (¢)| > 0, existe § > 0 tal que

si zefa;b y st |Jr—c| <, entonces |f(z)— f(c)|<e.
Ahora bien, el que x € [a;b] y |x — ¢| <, equivale a que = € [a;b]N(c — J; ¢+ J). Ademads, sustituyendo & obtenemos
si z€[a;bN(c—3d;ec+0), entonces |f(x)—f(c)]<t—f(c)]. (4.2)

Para poder liberar de valores absolutos la desigualdad previa, necesitamos considerar los dos casos que surgen de que
f(c) # t los cuales son: o bien f(c) <t, o bien ¢t < f (¢). Revisemos cada una de estas opciones.

Subcaso 1.1. f (¢) < t. En este caso, ¢ € [a;b). Por esto mismo, [t — f (¢)| =t — f (¢), y, en adicién, f (z) — f (c) <
|f () — f (c)]. Sustituyendo en conseguimos

si z€fa;bN(c—3d;c+0d), entonces f(x)—f(c)<t—f(c).
Simplificando la desigualdad obtenemos
si z€la;bN(c—0d;¢4+6), entonces f(z) <t

En particular, como ¢ < b, si exigimos que § < b — ¢, entonces ocurre que (¢;c+d) C [a;b] N (¢ — d;¢+ 5). Asi, si
x € (¢;e+0), esto es
si c<xz<c+d, entonces f(z)<t.

En resumen, existen nimeros z en [a;b] tales que ¢ < z y f (z) < t. Por esto, € S. Dado que c es el supremo de S,
al respecto de = se debe cumplir que = < ¢. Contradiccién, ya que ¢ < x.

Subcaso 1.2. ¢t < f (c¢). En esta ocasién, ¢ € (a;b]. Por esto mismo, |t — f (¢)| = f (¢)—t, y, en adicién, f (¢)— f (z) <
|f () — f (c)]. Sustituyendo en conseguimos

si z€[a;bN(c—3d;c+0), entonces f(c)— f(x)<f(c)—t.
Simplificando la desigualdad obtenemos

si z€la;bN(c—0d;¢+0), entonces t< f(x).
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En particular, como a < ¢, si exigimos que 6 < ¢ — a, entonces ocurre que (¢ — d;¢) C [a;b] N (¢ — ¢+ 0). Asi, si
x € (¢ —d;¢), esto es
si c—0<x<c¢ entonces t< f(x).

En resumen, para todo x € [a;b], con ¢ — ¢ < x < ¢, se tiene que t < f (z). Por esto, x ¢ S; por lo que en el intervalo
(¢ — d; ¢) no hay elementos de S. Ademds, como ¢ < f (c), se tiene que ¢ ¢ S. Finalmente, dado que c es cota superior de
S, ocurre que tampoco en el intervalo (c; b] existen elementos de S. En sintesis, si 2 € (¢ — §; ¢)U{c}U(¢;b] = (¢ — 65 b],
entonces x ¢ S. Mejor atin, si x € S, entonces x € [a;b] — (¢ — 0;b] = [a; ¢ — d]; en otras palabras, S C [a; ¢ — §]. Por
lo que ¢ — ¢ es una cota superior de S. Contradiccién, ya que c—4 < ¢y se suponia que ¢ era la minima cota superior
de S.

En cualquier caso, f (¢) # t lleva a contradiccién. Luego, f (¢) = t. Ademds, recuérdese que ¢ € [a; b]; sin embargo,
dado que f (a) <t < f(b), entonces ocurre que ¢ # a y ¢ # b. De donde ¢ € (a;b). En conclusidn, existe ¢ € (a;b) tal
que f (¢) =t.

Caso 2. f(b) < t < f(a). En esta opcién haremos uso del primer caso. Definamos F (x) = —f (x), para todo
x € [a;b]; porlo que f (z) = —F (), para todo x € [a; b]. Sustituyendo en la cadena de desigualdades f (b) < t < f (a),
obtenemos —F (b) < t < —F (a). Mejor ain, F (a) < —t < F (b). Dado que F es continua en [a; b], por el primer caso
tenemos que existe ¢ € (a;b) tal que F (¢) = —t. Reemplazando por f conseguimos —f (¢) = —t; o sea, f(c)=t. W

Funcién estrictamente decreciente

Definicién 4.2.11. Sea f una funcién real definida en un intervalo A. Se dice que f es estrictamente decreciente en
A si, para cualesquier z1, x2 € A tales que x1 < z3, se tiene que f (z2) < f (21).

Para el siguiente ejemplo que utiliza los conceptos de inyectividad y de funcién estrictamente creciente, constltense
las definiciones respectivas dadas en el primer capitulo.

Continuidad e inyectividad implican monotonia

Ejemplo 4.2.12. Sean a,b € R, con a < b, y f : [a;b] — R funcién continua, inyectiva y tal que f (a) # f (b). Probar
que, para todo z € [a;b], 0 bien f(a) < f(z) < f(b), o bien f(b) < f(x) < f(a). Mds ain, demostrar que f es, o
bien estrictamente creciente, o bien estrictamente decreciente.

Demostracion. Como por hipétesis f (a) # f (b), hay que considerar dos casos: o bien f (a) < f(b), o bien f(b) <
1 ().
Caso 1. f(a) < f (b). En esta situacién, el objetivo es probar que, para todo x € [a;b], ocurre que f (a) < f(x) <
f (b). Para esto supongamos, por contradiccién, que existe x € [a; b] tal que, o bien f () < f (a), o bien f (b) < f ().
Claramente, a < x < b; o sea, « € (a;b) . Para continuar revisemos cada uno de los subcasos originados por separado.
Subcaso 1.1. f(z) < f(a). En esta ocasién, z € (a;b) y f(x) < f(a) < f(b). Ahora, considérese el subintervalo
[x;b], en el cual la funcién f sigue siendo continua. Por el Teorema del Valor Intermedio (Ejemplo existe
¢ € (z;b) tal que f(c¢) = f(a). Pero nétese que a < z < ¢ < b, con lo cual a < ¢; es decir, simplemente a # ¢; sin
embargo, por la inyectividad de la funcién f, si f (¢) = f (a), se debe cumplir entonces que ¢ = a. Contradiccién.
Subcaso 1.2. f(b) < f(z). En este orden de cosas, x € (a;b) y f(a) < f(b) < f(z). Procediendo de la misma
manera que en el subcaso anterior, ahora en el subintervalo [a; z], siempre por el Teorema del Valor Intermedio debe
existir ¢ € (a;z) tal que f(c) = f (b). Otra vez la inyectividad de la funcién f aplicada a la igualdad previa implica
que ¢ = b, al tiempo que ¢ < b. Contradiccion.

En resumen, el suponer que existe x € [a; b] tal que, o bien f (x) < f (a), o bien f (b) < f (x), lleva a contradiccion.
Luego, para todo x € [a;b], se tiene que f (a) < f () < f(b).
Caso 2. f (b) < f (a). El resultado, que para este caso es que, para todo x € [a; b], se cumple que f (b) < f (z) < f (a),
se obtiene en forma directa aplicando el caso 1 a la funcién —f.

En conclusién, de los dos casos se consigue probar que, para todo x € [a;b], o bien f (a) < f(x) < f (), o bien
F) < (@) </ (a).
(Monotonia) A continuacién, probemos que f es, o bien estrictamente creciente, o bien estrictamente decreciente.
Sean ¢,d € [a;b], con ¢ < d. Por el resultado ya demostrado aplicado al intervalo [c;d], tenemos que, para todo
x € [¢;d], o bien f(c) < f(x) < f(d), o bien f(d) < f(x) < f(c); en particular, o bien f(¢) < f(d), o bien
f(d) < f(c). Sin embargo, como ¢ < d y f es inyectiva, se debe cumplir que f(¢) # f(d); con lo cual, o bien
f(c) < f(d), obien f(d) < f(c). Dado que esto ocurre para cualesquier ¢,d € [a;b], con ¢ < d, en el primer caso
concluimos que f es estrictamente creciente, en tanto que en el segundo que f es estrictamente decreciente. |
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Subconjunto denso en el conjunto de los nameros reales

Definicién 4.2.13. Sea D un subconjunto de R. Se dice que D es denso en R si ocurre que, para cualesquier a,b € R,
con a < b, existe d € D tal que a < d < b.

La idea es probar que los subconjuntos Q y R\ Q son densos en R. Para demostrar lo anterior, probaremos
primeramente el siguiente resultado auxiliar.

Ejemplo 4.2.14. Sea a € R, con 1 < a. Probar que existe un entero positivo n tal que n — 1 < a < n.

Demostracion. Definamos
E = {m : m es entero positivo y a < m}.

Aplicando la propiedad arquimediana de los nimeros reales (ver Ejemplo del Capitulo 2) entre 1 y a, tenemos
que existe un entero positivo p tal que a < pl; es decir, a < p; por lo que E # (). Por el Principio de Buen Orden, el
conjunto F debe tener un elemento minimo. Sea n el elemento minimo de F; por lo cual, en particular, a < n. Ahora
bien, dado que 1 < a, ocurre que n > 1; lo que hace que n — 1 sea también entero positivo. Pero entonces, aunado
esto a que n — 1 < n, asimismo por la definicién de n sucede que n — 1 ¢ E. En resumen, n — 1 es entero positivo y
n—1¢ E;conlo que n—1 < a. Por tanto,n — 1 < a <n. |

Densidad del conjunto de los niimeros racionales en el conjunto de los niimeros reales
Ejemplo 4.2.15. Sean a,b € R, con a < b. Probar que existe r € Q tal que a < r < b.

Demostracion. Se realizard la demostracion considerando los siguientes cuatro casos: 0 < a, a = 0, a < 0 < b,
a<b<0.
Caso 1. En este caso 0 < a. Como a < b, tenemos que 0 < b — a. Por el Ejemplo [2.2:22] existe un entero positivo
n tal que 1 < n(b— a); mejor atin, 1 < nb — na, o, equivalentemente, 1 + na < nb. Aplicando el Ejemplo a
na, ocurre que existe un entero positivo m tal que m — 1 < na < m. Se sigue que m < 1 + na. De las desigualdades
anteriores se concluye que na < m < nb; de donde a < m/n < b. Tomando r = m/n se consigue el resultado para el
caso en que 0 < a.
Caso 2. En esta ocasién a = 0. Se tiene que a = 0 < b; por lo que 0 < b/2 y, ademds, 0 < b/2 < b. Aplicando a esta
cadena de desigualdades el caso anterior, se tiene que existe un racional r que cumple a = 0 < b/2 < r < b; lo que
prueba el caso a = 0.
Caso 3. En esta situacién a < 0 < b. Tomando r = 0 se demuestra el resultado.
Caso 4. En esta etapa a < b < 0. Luego, 0 < —b < —a. Por los casos 1 y 2 existe r € Q tal que 0 < —b < r < —a.
Lo anterior implica que a < —r < b <0, y ocurre que —r € Q.

En conclusién, en cualquier caso se ha logrado probar que existe r € Q tal que a < r < b. |

Densidad del conjunto de los nimeros irracionales en el conjunto de los niimeros reales
Ejemplo 4.2.16. Sean a,b € R, con a < b. Probar que existe s € R\ Q tal que a < s < b.

Demostracion. Sean a,b € R, con a < b. Multiplicando por v2 ambos lados de la desigualdad anterior obtenemos
av/'2 < bv/2. Ahora, por el Ejemplo existe r € Q tal que av/2 < r < bv/2, 0 equivalentemente, a < r/\@ < b.
Al respecto de r surgen dos casos: o bien r # 0, o bien r = 0. Revisemos cada una de estas opciones con detalle.
Caso 1. r # 0. En este caso, por el Ejercicio V del Capitulo 2 tenemos que r/x/i € R\ Q; lo que demuestra el
resultado al tomar s = r/v/2.
Caso 2. r = 0. En esta ocasién, por la densidad de Q en R existe ¢ € Q tal que v2a < 0 < ¢ < V/2b; por lo que
a < q/V2 < b. Luego, podemos hacer s = ¢/v/2 € R\ Q.

En conclusién, en cualquier caso se ha logrado probar que existe s € R\ Q tal que a < s < b. ]

4.3. Ejercicios

I. Utilizar Demostracién por Casos para probar que las inecuaciones cuadraticas siguientes tienen los conjuntos
solucién indicados.

1. 0<(x—6)(x+7); (—o0; —7) U (6;+00).
2. (32— 1) (6 — 5) < 0; (1/3;5/6).
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3. (7—4x) (=2 + 5z) < 0; (—00;2/5] U [T/4; +00).

1 (32— 2) (- 9) = 0 (—00:2/3] U [9; +00).

5. 0> (=5 —"Tx) (4 —11x); (-5/7;4/11).

6. 2% —4x — 5> 0; (—o0; —1) U (5; +00).

7. 10z +2® —1 < =25 — x; (—8;—3).

8. —122% — 11z + 37 < —132% — 29z — 43; [-10; —§].

9. y* —12 > 7y* — 17y; (4/3;3/2).

10. =144z — 32% > 44 Tz — 52%; (—o0; —1] U [5/2; +00).

II. Sean x,y € R. Probar lo siguiente:

1. Méx (z,y) = (z+y+ |z —yl) /2.

2. Min (z,y) = (z+y— |z —y|) /2.
ITI. Sean Z el conjunto de los numeros enteros y a,b € Z. Probar que ab es impar si, y sélo si, ambos a y b son

impares.
IV. Sea x € R. Probar que |z| = Va2.



Capitulo 5

EXHIBICION DE CONTRAEJEMPLO

5.1. Introduccion

5.1.1. Presentacién del método

En la Historia de las Matematicas se han expuesto los logros que han estimulado el avance de la misma. Sin embar-
go, en esta busqueda de conocimientos, no todo resultado ha sido completamente valido, pues algunas “conjeturas”
no se cumplen satisfactoriamente y, por su incapacidad para ser aplicadas de forma general, han sido derribadas por
contraejemplos que a su vez mejoran la conjetura y se convierten en ejemplos de la conjetura mejorada. Para ilustrar
el método, nos referimos a un tipo de proposicién compuesta por p y g; la proposicién condicional “si p, entonces q”,
en la cual,

p es una condicién suficiente para g

q es una condicién necesaria para p.

En este caso, la condicional se cumple efectivamente porque p es una condicién suficiente para g. Sin embargo, es
importante recalcar que su reciproca, es decir la proposiciéon dada por “si g, entonces p”, no siempre resulta verdadera.
No obstante, la sospecha no garantiza nada seguro. Es en este punto donde se origina la necesidad de un método
para evaluar la validez de una conjetura y verificar si el valor de verdad verdadero de la condicional se da también
en la reciproca. El método elegido es el conocido Método de Exhibicion de Contraejemplo, el cual no sigue un patron
o algoritmo; se puede calificar como un método espontaneo, nacido de la genialidad o persistencia del matematico.
La conjetura puede ignorar la sospecha; no asi con el contraejemplo, el cual representa una critica sustentable.

Como ya se explicé anteriormente, el proceso de encontrar un contraejemplo muchas veces requiere de ingenio.
Aunque, en algunas ocasiones, la magia de las Matematicas puede sorprender, pues al tratar de probar una conjetura
en la cual no se percibe algin contraejemplo, pero, a pesar de ello, ocurre que la conjetura es, de plano, falsa, en vez
de llegar a buen fin la prueba, ésta conduce de manera inesperada a un contraejemplo (ver [12]). Es en este contexto
de investigacién en donde podemos comparar al Método de Exhibicién de Contraejemplo con el Método Analitico, ya
que el segundo se limita a probar la conjetura sin mejorarla, en tanto que el Método de Exhibicién de Contraejemplo
ofrece la opcién de mejorar la conjetura.

Cabe mencionar que en la Historia de las Mateméticas este método ha sido de gran utilidad. Como ejemplo
tenemos una conjetura de Leonard Euler (1707-1783) (ver [18]). Este afirmé que no habia soluciones para la siguiente
ecuacion diofantina (esto es, una ecuacién en la cual se requieren soluciones enteras positivas),

et byt ot =t

Pasaron doscientos anos sin que alguien lograra probar la conjetura o proveyera algin contraejemplo; obviamente la
falta de éste era una evidencia en favor de la conjetura. Sin embargo, en 1988, Noam Elkies, de la Universidad de
Harvard, encontré la siguiente solucion,

2682440* + 15365639* + 187960* = 20615673*.

Ademsés probd que existian infinidad de soluciones.

72
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5.1.2. Estructura del método

Cuando falla la demostracion de una proposicion condicional por el Método Directo, puede surgir un contraejem-
plo; sobre todo, cuando este fracaso conduce al planteamiento de una determinada pregunta, cuya respuesta no es
Unica. En esta situacion, se puede elegir cualquier par de soluciones a ésta para conformar un contraejemplo.

5.1.3. Sugerencias para su uso

Este método tiene especialmente éxito cuando se trata de probar propiedades negativas. En este caso, la propie-
dad afirmativa correspondiente debe tener al inicio una cuantificacién compuesta exclusivamente de cuantificadores
universales afirmativos; es decir, debe ser de la forma “para todo ..., ..., para todo ...”

5.2. Ejemplos

Con el Método de Exhibiciéon de Contraejemplo se puede demostrar la no inyectividad de una funcién.

Funcién no inyectiva

Definicién 5.2.1. Sean A y B dos conjuntos. Una funcién f: A — B se llama no inyectiva, si existen z1,xo € A,
tales que x1 # xa, pero f (x1) = f (z2).

En la préctica la demostracién de no inyectividad es una clara aplicacién del Método de Exhibicién de Contra-
ejemplo, ya que se tienen que encontrar dos valores concretos x1 y x2, distintos, pero para los cuales f (z1) = f (x2).

A continuacién, damos una manera efectiva de construir el par de valores.

Regla para obtener el contraejemplo en las demostraciones de no inyectividad
Regla 5.2.2. Sea f una funcién real de variable real.

1. Témese, digamos al azar, un elemento z; del dominio de la funcién f.

2. Evaltese este elemento x; en f obteniendo f (x1) = b.

3. Entéblese la ecuacién f (z) = by “despéjese” x en términos de b.

4. Si este despeje provee, al menos, de dos valores para x, uno de ellos sera la constante x; ya seleccionada, en
tanto que el otro serd el valor alternativo xo buscado; si al hacer el despeje de la ecuacién f (z) = b inicamente
se consigue un valor, hay que seleccionar otro elemento x; y volver al paso 2.

Al terminar de aplicar la regla anterior no hay que olvidar que es necesaria después la comprobacién rutinaria de

que f(z1) = [ (x2).
Ejemplo 5.2.3. Probar que la funcién f (z) = 22% + 52 — 1, tal que f : R — R, no es inyectiva.
Demostracion. Tomemos, por ejemplo, 1 = 0. Evaluando,

f ) =£(0)=2(0)°+5(0) ~ 1= -1,

Entablemos ahora la ecuacion
Sustituyendo f (z) tenemos que

A continuacién, procedamos a despejar x.

22 +5x—141 =
222 + 5z .
x(2x+5) = 0.
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Aqui se tienen dos casos:
obien =0, obien 2zx+5=0.
Luego,
5

obien x =0, o bien T=-3

Eliminamos el valor z = 0, ya que es el que corresponde a x1; pero el otro nimero es el que necesitamos. Por tanto,
hacemos o = —5/2 y efectuamos la comprobacién.

5 5\ 2 5 25 5 50 25 50 —50—14
s = r(o5)=2(=5) wa(5) =2 () we(5) =TT =

4
= —;=-L
De donde 1 = 0 # —5/2 = x5 y, sin embargo, f (z1) = —1 = f (x2). Por tanto, f no es inyectiva. [ ]
Ejemplo 5.2.4. Probar que la funcién
9= .
tal que g : R\ {1,2} — R, no es inyectiva.
Demostracion. Elijase, por ejemplo, 1 = 0. Evaluando,
9(21) =90 = =575 f;(o) 1 Z'

Entablemos ahora la ecuacién 5

g(z)= 1
Sustituyendo g (z) tenemos que . .

A continuacion, procedamos a despejar x.

—1 1
"2+ 6r-4 4

—1 -t !

(—2x2+6x—4) - (4>

—212 —1—16:10—4 _ 4
222 — 6z +4 4.
202 —6x+4—-4 = 0.
262 — 6z = 0.
2e(x—3) = 0.

Aqui se tienen dos casos:
obien =0, obien z—-3=0.

Luego,
obien =0, obien x=3.

Eliminamos z1; = 0 y evaluamos g en x5 = 3.

-5 ) ) -5 5

g(z2) =9g(3) = 23+ 6(3) -4 209 +18-4 _18+14 -4 4

De donde 1 = 0 # 3 = x5 y, no obstante, g (x1) = 5/4 = g (z2). Por tanto, g no es inyectiva. |
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Para el siguiente ejemplo referente a la imagen de un conjunto bajo una funcién, favor de consultar la definicién
correspondiente proporcionada en el primer capitulo.

Acerca de la interseccion y las imagenes de funciones

Observacion 5.2.5. En el Ejemplo del Capitulo 1 probamos que la imagen bajo una funcién de una interseccién
estd contenida en la interseccion de las imagenes. El reciproco de esta afirmacion es, sin embargo, falso. En el siguiente
ejemplo se provee de un contraejemplo.

No preservacion de la interseccién en imagenes

Ejemplo 5.2.6. Sean: A = (—1;0), B=(0;1) y f : R — R dada por f (z) = x2. Usaremos este par de intervalos y
esta funcién como un contraejemplo para probar que, en general, f (AN B) # f (A) N f(B).

Demostracion. La interseccion de los dos intervalos A y B es vacia; es decir,
ANB=(-1;0)N(0;1) = 0.
Ahora, por el Ejemplo del Capitulo 2, tenemos que
FANB) =f(0)=0.

Para continuar, hay que evaluar f en A. Para lograr esto, usaremos equivalencias. Sea

zeA=(-10).
Por definicién de intervalo abierto obtenemos
—
-1<z<0.
Multiplicando por —1 todos los lados de la desigualdad tenemos que
=
0<—2<1.
Elevando al cuadrado todos los miembros conseguimos
<
0% < (—x)* <12
<~
0<a?<1.
Como f (x) = x?, sustituyendo en la desigualdad previa tenemos que
—
0< f(zx) <1
Por definicién de intervalo abierto conseguimos
—
f(x) € (0;1).

En resumen,
xeA si,ysélosi, f(z)e€ (0;1).
Luego,
fA) ={f(x): 2 e A} = (0;1).
Andlogamente se prueba que
f(B)=(0;1).

De donde

fA)NF(B)=(0;1)N(0;1) = (0;1).
Luego,

fANB)=0+#(0;1)=f(A) N f(B).
Por tanto, en general,

fANB) # f(A)N[(B).
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Para el siguiente ejemplo que emplea la operacién de composiciéon de funciones, favor de consultar la definicién
respectiva provista en el primer capitulo.

No conmutatividad de la composicion

Ejemplo 5.2.7. Sean f : R — Ry g: R — R dadas por f(z) =2z — 5y g(z) = 4= + 3. Usaremos este par de
funciones reales como un contraejemplo para probar que, en general, la composicién de funciones no es conmutativa.

Demostracion. Los esquemas generales de evaluacién para estas funciones son
fO)=20) -5y g(A)=4(L)+3.
Procedamos a calcular las dos composiciones entre ellas.

(fog)(z) = flg(x)=f(4x+3)=2(4x+3)—5=_8x+1.
(gof)(@) = g(f(z))=g((2z—-5)=4(2z—-5)+3 =8z —1T.

Luego, para todo niimero real x ocurre que

(fog)(@) =8z +1#8z—1T=(go /) ().
Es decir, f o g # go f. Por tanto, en general, la composicién de funciones no es conmutativa. |

En los tres ejemplos siguientes referentes a funciones reales de variable real se emplean los conceptos de limite,
continuidad y derivada. Al respecto, favor de consultar las definiciones respectivas dadas en el primer capitulo.

Acerca de la continuidad y la continuidad uniforme

Observacién 5.2.8. Al finalizar la Definicién del Capitulo 2 referente a la continuidad uniforme en funciones
reales de variable real, haciamos notar que toda funcién de este tipo es también continua en todo nimero del
mismo conjunto. El reverso de esta aseveracion es, no obstante, falso. En el siguiente ejemplo se proporciona un
contraejemplo.

Continuidad pero no continuidad uniforme

Ejemplo 5.2.9. Sea G (z) = 1/x, tal que G : (—1;0) U (0; 1) — R. Usaremos esta funcién como contraejemplo para
probar que existen funciones reales de variable real continuas en todo su dominio, pero que no son uniformemente
continuas.

Demostracion. En el Ejemplo[2.2.13]del Capitulo 2 probamos que esta funcién no es uniformemente continua. Veamos
a continuacién que es continua en cualquier nimero de su dominio. Para esto, vamos a echar mano del Ejemplo
del Capitulo 1 que establece que toda funcién real de variable real que sea diferenciable en un nimero es continua
en ese mismo nimero. Sea x € (—1;0) U (0; 1); por lo que, en particular, x # 0. Derivemos la funcién en x utilizando

férmulas de derivacidn.

6= l6wl= g (1) =g e ===

z z2’
Luego, G es diferenciable en todo z € (—1;0) U (0;1). De donde G es continua en todo su dominio.
En resumen, G es continua en todo su dominio y, no obstante, no es uniformemente continua. |

Acerca de la continuidad y la derivabilidad

Observacién 5.2.10. En el Ejemplo [1.2.18]| del Capitulo 1 probamos, para el caso de funciones reales de variable
real, que toda funcién diferenciable en un nimero es continua en dicho numero. El reciproco de esta afirmacion es,
sin embargo, falso. En el siguiente ejemplo se provee del contraejemplo correspondiente.

Continuidad pero no derivabilidad en cero

Ejemplo 5.2.11. Sea F': R — R tal que F (x) = |z|. Utilizaremos esta funcién como un contraejemplo para probar
que existe una funcién real de variable real que es continua en todos los nimeros reales y que, sin embargo, no es
derivable en cierto niimero real.
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Demostracion. En el Ejemplo del Capitulo 4 probamos que esta funcién es derivable en todo niimero distinto de
cero. Ahora, por el Ejemplo del Capitulo 1, sabemos que toda funcién diferenciable en un nimero es continua
en dicho nimero. Luego, esta funcién en cuestién es también continua en todo nimero diferente de cero. De lo
anterior, dado que la funcién es tanto derivable como continua en todo ntmero distinto de cero, Uinicamente falta
aclarar la situacién de ambas propiedades en el cero. Examinémoslas a continuacién con detalle.

(Continuidad) En este caso, F' si estd definida en 0, ya que F (0) = |0] = 0. Averigiiemos ahora si existe el limite
de, por ejemplo, F (h) cuando h tiende hacia 0. Dado que la funcién valor absoluto estd definida por trozos, usaremos
los respectivos limites unilaterales.

(Limite por la derecha) Al tomar el limite cuando h tiende hacia 0 por la derecha, por definicién en este caso
h > 0. Pero entonces, F' (h) = |h| = h. Luego, tomando este limite y sustituyendo el valor de la funcién obtenemos

lim F(h)= lim h=0.
h—0t h—0+
(Limite por la izquierda) En este caso de limite en el que h tiende hacia 0 por la izquierda tenemos que h < 0.
Asi, F'(h) = |h| = —h. Calculando este limite y sustituyendo el valor de la funcién conseguimos

lim F(h)= lim (—h)=—0=0.

h—0— h—0—

Como
lim F(h)=0= lim F(h),
h—s0t h—0—
por el Ejemplo del Capitulo 4, tenemos que limj_o F' (h) = 0. En otras palabras, el limite también existe.
Finalmente, dado que
lim F(h)=0=F(0),
h—0

concluimos que F' es continua en cero. De donde F' es continua en todos los niimeros reales.
(Derivabilidad) Apliquemos la definicién de derivada a F en el nimero cero.

F(0) = tim QTR ZFO) g 0200y 1A

h—0 h h—0 h h—s0 h

Desafortunadamente, en el Ejemplo del Capitulo 2 probamos que este limite no existe. Luego, F' no es diferen-
ciable en cero.
En resumen, F' es continua en todos los niimeros reales y, no obstante, no es derivable en cero. |

Derivabilidad con continuidad pero no doble derivabilidad en cero

Ejemplo 5.2.12. Probar que existe una funcién real de variable real la cual es derivable con continuidad en todos
los niimeros reales y que, sin embargo, no es dos veces diferenciable en cierto ntimero real.

Demostracion. En el Ejemplo [£:2.8] del Capitulo 4 probamos que la funcién real de variable real dada por

%7 six >0,
G(z)= 2
— 5 < Oa
> six

es derivable con continuidad en todos los niimeros reales, ya que su derivada es precisamente la funcién valor absoluto;
esto es, G’ (x) = |z|, para todo x € R. Ahora bien, en el Ejemplo|5.2.11|demostramos que la funcién valor absoluto no
es diferenciable en cero. Asi pues, tenemos que, respectivamente, la funcién G no es dos veces derivable en cero. W

Para el siguiente ejemplo referente al dlgebra lineal de espacios euclidianos, constltense las definiciones respectivas
provistas en el primer capitulo.

Acerca de la independencia lineal y la ortogonalidad

Observacion 5.2.13. En el Ejemplo [1.2.29] del Capitulo 1 demostramos, para el caso de los espacios euclidianos,
que todo conjunto ortogonal de vectores no nulos es linealmente independiente. El reverso de esta aseveracién es, no
obstante, falso. En el siguiente ejemplo se proporciona un contraejemplo.
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Independencia lineal pero no ortogonalidad

Ejemplo 5.2.14. Considérese {(3,4), (5, —2)}. Usaremos este subconjunto de R? como contraejemplo para probar
que, en general en los espacios euclidianos, existen conjuntos linealmente independientes de vectores que no son
conjuntos ortogonales.

Demostracion. (Independencia lineal) Tomemos z,y € R y entablemos la ecuacién
x(3,4) +y(5,—-2) = (0,0).

Efectuando las operaciones obtenemos
(3x + by, 4z — 2y) = (0,0).

Igualando coordenada a coordenada arribamos al sistema de ecuaciones lineales siguiente,

3z +5y =0,
4o — 2y = 0.

La tnica solucién de este sistema es x = y = 0. Luego, el conjunto {(3,4), (5, —2)} es linealmente independiente.
(No ortogonalidad) Efectuemos el producto punto de los dos vectores.

(3,4)-(5,-2) = (3) 5) + (4) (=2) = 7 # 0.

De donde el conjunto {(3,4), (5, —2)} no es ortogonal.
En sintesis, {(3,4), (5, —2)} es un conjunto linealmente independiente de vectores de R? que no es ortogonal. M

Intervalo cerrado propio

Definicién 5.2.15. Sea H un intervalo cerrado; por lo que existen a,b € R, con a < b, tales que H = [a;b]. Se dice
que H es propio si a < b.

Para los siguientes ejemplos topoldgicos, constultense las definiciones dadas en el primer capitulo.

El ejemplo que viene a continuacion se utilizard para lograr una simplificacién importante en la prueba del que
viene después de él. No obstante, en su demostracién no se requiere del Método de Exhibicién de Contraejemplo.

Los interiores de intervalos cerrados propios como intervalos abiertos
Ejemplo 5.2.16. Probar que todo intervalo cerrado propio tiene como interior el intervalo abierto correspondiente.

Demostracion. Sea H un intervalo cerrado propio; por lo que existen a,b € R, con a < b, tales que H = [a;b]. Hay
que probar que H® = [a;b]° = (a;b). Para empezar, tenemos que

(a;b) C [a;b] = H.

Dado que a < b, ocurre que el intervalo abierto considerado no es vacio; por lo que por el Ejemplo del Capitulo
3, sucede que (a;b) es conjunto abierto. Luego, todos sus elementos son puntos interiores de él. Asi, por transitividad
sobre la contencién anterior, concluimos que todos los elementos de (a;b) son también puntos interiores de H. En
simbolos,

(a;b) C H®.

Con esto, inicamente falta probar que ni a ni b son puntos interiores de H. Atendamos el caso de b. Sea

FE un intervalo abierto que contenga a b.

Por ello, existen ¢,d € R, con ¢ < b < d, tales que

Tenemos que

b+d b+d b+d
b< ——, que

5 —5 € (¢;d) 'y que, sin embargo, — ¢ [a;b] = H.
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Luego,
(c;d) & [a;0] = H.

Pero entonces, por (5.1, ocurre también que
E ¢ [a;b] = H.

Dado que esto sucede para todo intervalo abierto que contiene a b, concluimos que
b mno es punto interior de [a;b] = H.

Andlogamente, se prueba que
a 1o es punto interior de [a;b] = H.

De donde el conjunto de puntos interiores de H se encuentra exclusivamente contenido en el intervalo abierto (a;b),
respecto del cual ya hemos visto que no sobran puntos de él en el interior H; por lo que

H° = [a;b]° = (a;b) .

Acerca de la unién y el interior de un conjunto

Observacién 5.2.17. En el Ejemplo del Capitulo 1 probamos, para el caso de los espacios euclidianos, que la
unién de interiores estd contenida en el interior de la unién. El reciproco de esta afirmacion es, sin embargo, falso.
En el siguiente ejemplo se provee de un contraejemplo.

No preservacién de la unién en interiores

Ejemplo 5.2.18. Sean S = [-1;0] y T = [0;1]. Utilizaremos este par de intervalos como un contraejemplo para
probar que, en general, (SUT)® # S°UT°.

Demostracion. Tenemos que
SUT =[-1;00U[0;1] = [-1;1].

Ahora, por el Ejemplo [5.2.16] ocurre que el interior de un intervalo cerrado propio es el intervalo abierto correspon-
diente. Esto, aplicado a los intervalos cerrados dados por S, T'y S UT, nos lleva a que

8¢ =[-1;0]" = (~=1;0), T°=[0;1]"=(0;1) y (SUT)°=[-1;1]"=(-1;1).

Luego,
(SUT)” = (=1;1) # (=1;0)U(0;1) = S°UT".

Por tanto, en general,
(SUT)® #S°UT°.

La Integral de Riemann y funciones Riemann-integrables

En los cursos de Célculo Integral estudiamos la Integral de Riemann de una funcién f definida y acotada sobre un
intervalo cerrado [a;b], donde a < by a,b € R. Los ejemplos que regularmente estudiamos corresponden a funciones
continuas; aunque se nos indica que el conjunto de funciones Riemann-integrables sobre un intervalo cerrado contiene
al de las funciones continuas sobre este intervalo. El siguiente resultado (ver [2], Teorema 7.3.12) caracteriza a las
funciones Riemann-integrables definidas sobre un intervalo cerrado.

Criterio de Lebesgue para la Riemann-integrabilidad

Teorema 5.2.19. Sean a,b € R, cona < b,y f : [a;b] — R una funcién acotada, y que es continua sobre [a; b] salvo,
quizds, en un conjunto contable (finito o infinito numerable). Ocurre que f es Riemann-integrable sobre [a; b].

Teniendo en consideraciéon que los conjuntos finitos son contables y que el conjunto vacio es finito, se concluye
inmediatamente el siguiente:

Corolario 5.2.20. Sean a,b € R, con a < b, y f : [a;b] — R una funcién continua. Ocurre que f es Riemann-
integrable sobre [a; b].
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En [14] se demuestra el siguiente:

Teorema 5.2.21. Sean: a,b,m,M € R, con a < by m < M, f : [a;b] — R una funcién Riemann-integrable,
con m < f(z) < M para todo = € [a;b], g : [m; M] — R una funcién continua y h = g o f. Ocurre que h es
Riemann-integrable sobre [a; b].

Si la funcién f del teorema anterior es continua el resultado es inmediato ya que la composiciéon de dos funciones
continuas es una funcién continua (ver Ejemplo [1.2.16| del Capitulo 1). Asi, una pregunta interesante es

isi f vy g son Riemann-integrables, serd f o g Riemann-integrable también?
El siguiente ejemplo muestra el caso de dos funciones Riemann-integrables sobre [0; 1] cuya composicién no lo es.

No preservacion de la Riemann-integrabilidad bajo la composicién

Ejemplo 5.2.22. Sean f:[0;1] — R y g : [0;1] — R funciones dadas por

f(x){ 0, siz=0,

1, si0<a<1,

1, siz=0,
1 . m

g(x) = —, siax=—, conmy n enteros, med (m,n) =1y n >0,
n n

0, sizeR\Q.

Usaremos este par de funciones como un contraejemplo para probar que, en general, la composicién de funciones
Riemann-integrables sobre un intervalo cerrado no necesariamente es Riemann-integrable sobre el mismo intervalo.

Demostracion. Para empezar, hay que probar que las funciones f y g son Riemann-integrables sobre [0;1]. Para
lograr esto, la herramienta de que disponemos es el Teorema A su vez, para saber si podemos utilizarlo,
necesitamos determinar los dominios de discontinuidad de las funciones f y g. Procedamos a esto.
(Dominio de discontinuidad de f) Para el caso de f, tenemos que esta funcién es constante a trozos sobre el
intervalo [0; 1]. De hecho, el unico nimero en el cual no es la funcién constante 1 es en el cero, donde precisamente
vale cero. Asi, esta regla de correspondencia tinicamente es discontinua en cero; es decir, en un tinico nimero. Por lo
que su dominio de discontinuidad es finito, y por ende contable.
(Dominio de discontinuidad de g) En el caso de g, dado que también estd definida por trozos, cabe considerar
tres opciones para un ndmero p en el intervalo: o bien p = 0, o bien p es racional en [0; 1], o bien p es irracional en
[0;1]. Analicemos cada una de estas situaciones con detalle.
Caso 1. p = 0. En esta opcién, dado que lo que nos interesa es la posibilidad de discontinuidad, lo que importa a
fin de cuentas es que el cero es un nimero racional. Esto es digno de destacarse debido a la densidad de los niimeros
irracionales en R (ver Ejemplo del Capitulo 4), y desde luego en el intervalo [0; 1]. Esto significa que, para el
cero, existe una sucesién {z,},.; de nimeros irracionales en [0; 1] que converge hacia él; esto es,

{zp}oo, C(R\Q)N[0;1] ¥y nﬁnoo xn = 0.
Con esto, calculemos este mismo limite pero aplicado sobre la evaluacién de la funcién g en estos elementos irracionales
de la sucesién. Procediendo,

lim g(xn):n@MOZO#lzg(O):g( lim xn)

n—o0 n—o0

En resumen,
lim g(zn) #g ( lim xn> .

n—-oQ n—-oQ

L Utilizaremos la notacién mecd(m,n) = 1 como abreviatura para la frase “m y n no tienen divisores primos en comun.” Por otra parte,
por Q se representard al conjunto de los nimeros racionales, en tanto que con R\ Q se denotard al conjunto de los nimeros irracionales,
tal y como se los define en el Ejercicio V del Capitulo 2.



CAPITULO 5. EXHIBICION DE CONTRAEJEMPLO 81

Desafortunadamente, aplicando el Ejemplo del Capitulo 1, tenemos que la regla de correspondencia dada por
g es discontinua en cero.

Caso 2. p € QN (0;1]. Similarmente a la situacién previa, en éste lo relevante es que p es un nimero racional; de
hecho, existen enteros positivos r y s tales que

r
p=-, con med(r,s)=1, y s>r>0;
s

por lo que

T 1
g(p)=y (;) =
De nueva cuenta, por el Ejemplo [4.2.16| del Capitulo 4, existe una sucesién {y, },.; de nimeros irracionales en [0; 1]
que converge hacia p; es decir,

{boy C RAQN[0:1] y  lim _yn =p.
Evaluemos g repitiendo la pauta del caso anterior.
, , 1 .
lim_g(yn) = lim 0=0#—=g(p)=g( tim y.).

n—->00 n—>ao0 S n—>ao0

En sintesis,
tim_g(ya) # 9 ( tim_ )
n—aoo n—aoo

Como era de esperar, nuevamente el Ejemplo [1.2.21] del Capitulo 1 nos asevera que la funcién g es discontinua en p.
Debido a que p representa a cualquier niimero racional en el intervalo (0; 1], concluimos que g es discontinua en el

conjunto numerable, y por ende contable, dado por Q N (0;1].
Caso 3. p € (R\ Q) N[0;1]. En esta situacién, p es irracional; por lo cual

g(p)=0.

En cuanto al objetivo, se trata de demostrar que la regla de correspondencia dada por g es continua en p. Es decir,
que dado e > 0, existe § > 0 tal que, para x € [0; 1],

si |z —p[<d, entonces |g(z)—g(p)|=Ig(x)—0=]g(z)=g(z)<e. (5.2)

Supongamos, pues, que = € [0;1] y que |z — a| < J; esto es, que z € (p — d;p + d) N [0; 1]. Mejor ain, debido a que p
es irracional (dentro de este caso), sin pérdida de generalidad podemos suponer que J es lo suficientemente pequeno
para que

(q—0;q+0) C[0;1];

con lo cual
(q—9d;9+0)N[0;1] = (¢ — 059 +9),

y asi, serd suficiente con pedir que z € (p — J;p+ J). Tomando en cuenta esta delimitacién, resulta ahora crucial
considerar dos casos para x: o bien x es irracional, o bien = es racional.
Subcaso 3.1. x es irracional. En esta ocasion,

glx)=0<e.

Con lo que se cumple el consecuente de la condicional en (5.2)).
Subcaso 3.2. x es racional. En esta situacion, existen enteros positivos ¢ y u tales que

t
x=—, con med(t,u)=1 y u>t>0.

g(x):g(D :%,

Ahora, por la propiedad arquimediana de los nidmeros reales (ver Ejemplo [2.2.22| del Capitulo 2), existe un entero
positivo N tal que

Ademas,

1 < Ne.
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Mejor aun,
1
—<e
N
Asi, si v > N, se tendra que
1 1
-< —=<e.
v N

Se concluye que existe solamente un niimero finito de enteros positivos cuyos reciprocos cumplen ser mayores o iguales
que e. Ademds, dado que x = t/u, con u >t > 0, sucede que hay también solamente una cantidad finita de nimeros
racionales x € [0; 1] para los que g (z) = 1/u > €. Tomando ¢ de tal manera que el intervalo dado por (p — d;p + 9)
no contenga a ninguno de estos x, se tendrd que, si z € (p — §;p + J), entonces

1
=—<e.
g (z) o <¢

Luego, eligiendo el 6 > 0 adecuado, se vuelve a cumplir el consecuente de la condicional en (5.2)).
En resumen de los dos subcasos anteriores, dado € > 0, existe § > 0 tal que,

si ze€[0;1] y si |z—p|<d, entonces |g(z)—g(p)| <e.

De donde la funcién g es continua en p, para p € (R\ Q) N [0;1].
En sintesis de los tres casos para p, resulta que la regla de correspondencia dada por g inicamente es discontinua
en los casos 1 y 2; es decir, en el conjunto

{0} u(@n(0;1]) =Qno;1].

Pero este conjunto es infinito numerable, o sea contable; por lo que g es discontinua en un conjunto contable. En
otras palabras, el dominio de discontinuidad de g es un conjunto contable.

En suma de todo lo previo, sucede que ambas funciones f y g unicamente son discontinuas en subconjuntos
contables de su dominio dado por [0;1]. Teniendo en consideracién el Teorema se concluye que ambas reglas
de correspondencia f y ¢ son Riemann-integrables sobre el intervalo [0;1].

Finalmente, efectuando la composicién entre f y g conseguimos

1, size[0;1]NQ,

(fog)(;l:)—f(g(x))—{ 0, sizel0;1]N(R\Q).

Se sabe que esta funcién no es Riemann-integrable sobre [0;1] (ver [I4]). Por tanto, en general, la composicién de
dos funciones Riemann-integrables en un intervalo cerrado no necesariamente es Riemann-integrable sobre el mismo
intervalo. u

5.3. Ejercicios

I. Utilizar Exhibicién de Contraejemplo para demostrar que las funciones siguientes no son inyectivas:
1. f(z)=32*-62+3; f:R—R.
2. g(x)=[4z—-3];g:R—R.
3. h(z)=2; h:R—R.

4. j(z)=+vb2x?2 -2+ 1;j: R — R,

5. k(a:):g_ile; kiR {-3,3) — R,

-7

6. Fa)=4— ¢ ————;
(=) 912 — x> +8

F:R— R
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3
4

S (ypre
7. G () = 9(“ U e

8. H(r)=2x"+72> -5 H:R—R.

9. J(x)=vV—-a22+6x—5+4+7; J:(—00;1] U [5;4+00) — R.

—11

0- K@) =553

s K:R—R.

II. Se sabe que si a y b son nimeros racionales, entonces a + b, ab y a/b, si b # 0, también lo son. Ahora, si a y b
son numeros irracionales, jocurrird también que a + b, ab y a/b serdn nimeros irracionales? En caso contrario, dar
un contraejemplo para cada operacion.

IIL. Sean f: R — R y g : R — R funciones reales dadas por

1, si x>0, 1, sio2? =1,
f(x)_{L si oz <0, g(x)_{o, si a2 #£1.

Probar que f es discontinua en 0, que g es discontinua en f (0) y que, sin embargo, g o f si es continua en 0.



Capitulo 6

INDUCCION MATEMATICA

6.1. Introduccion

6.1.1. Presentacién del método

En este capitulo examinamos el método elemental de demostracién titulado Induccion Matemdtica. Es importante
aclarar, para empezar, que de las seis técnicas elementales de prueba, ésta es la tnica de ellas que fue completamente
desconocida por los matematicos de la antigiiedad y sus sucesores medievales; en otras palabras, fue lo inico que en
cuanto a argumentaciones matemaéaticas elementales demostrativas se dignaron dejar éstos para la posteridad. Asi las
cosas, se considera que su “inventor” fue el matemético siciliano Franciscus Maurolicus (1494-1575) (ver [7]), quien la
utilizé en su libro “Aritmética”, publicado en 1575, para demostrar, entre otras cosas, que para todo entero positivo
n?

14+34+5+...+(2n—1)=n% (6.1)

Sin embargo, respecto a este hecho, hay que hacer nuevamente algunas precisiones pertinentes. Para iniciar, la cuestién
relativa a la notacién. A pesar de la falsa impresién que puede dar la formulacién de la relacién provista para
ejemplificar lo que Maurolicus consiguid, pero expresada en términos de nuestra sofisticadisima notacién actual —
esto 1ltimo orientado a facilitar su comprensién al lector moderno—, hay que tener en cuenta que, en la época
de este autor, las cuestiones matematicas eran dadas casi exclusivamente empleando palabras. Es decir, que en el
libro de Maurolicus, esta relacién debia formularse aproximadamente en los siguientes términos: “la suma de una
cierta cantidad de numeros (enteros positivos) impares (iniciales) equivale a su cantidad (esto es, a su ndmero)
multiplicada por si misma.” Esperamos que esta aclaracién permita apreciar mejor los deméas considerandos que a
continuacion se dan. Prosiguiendo, la segunda precisiéon que es necesario hacer tiene que ver con el mismo método
de la Induccién Matematica al apreciarlo en tres aspectos: estructura, denominacién y uso. En cuanto al primer
aspecto, la estructura —nos referimos a su “formato” considerandolo integramente como una técnica de prueba—, es
claro que una herramienta tan elaborada como lo puede ser todo un método de demostracién, dificilmente puede
lograr la perfeccién al “nacer”; esto fue efectivamente lo que les ocurrié a las pruebas por induccién de Maurolicus,
las cuales tnicamente estaban delineadas en términos generales. Esto, aunado a la formulacién meramente hablada
de las matematicas de su época, tenia, por fuerza, que dificultar el seguimiento de las argumentaciones. Haciendo
un paréntesis, a la distancia bastaria con agradecerle a este autor tan siquiera que se le haya ocurrido la idea de
la prueba por induccién, y lamentar el hecho de que nadie antes de €l la haya vislumbrado. Continuando, uno de
los seguidores de Maurolicus que contribuyé a hacer mas clara la estructura del método fue el matematico francés
Blaise Pascal (1623-1662), quien lo emple6 para construir el, asi llamado, Tridngulo de Tartaglia o de Pascal (ver
[7]). No obstante, fueron necesarios siglos enteros de difusién, aplicacién y sobre todo, refinamiento en la notacién
matematica los que permitieron que, a finales del siglo XIX, se lograra la formulaciéon que utilizamos actualmente
para la Induccién Matemética (ver, més adelante, el Principio .

El segundo aspecto a considerar en este método corresponde a su denominacion; es decir, a la frase “Induccién
Matemadtica” propiamente dicha. A estas alturas, no es de extranar el hecho de que ni Maurolicus ni los que le
siguieron se refirieran a esta técnica de prueba de aquella manera; y es que, efectivamente, las pocas veces que se
tomaban la molestia de nombrarla lo hacfan utilizando simplemente el vocablo “induccién” (ver [13]). Nuevamente,
es de considerarse que el paso aparentemente simple del vocablo anterior a la frase actualmente en uso lleva implicita
una intencién deliberada de distanciamiento, que intenta advertirnos que, con ellas, se estd haciendo referencia

84
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a procesos enteramente distintos. A fin de poder apreciar la diferencia entre los dos conceptos involucrados, es
conveniente rememorar el uso tradicional de la palabra “induccién” como opuesto al vocablo “deduccién.” Asi, se
decia que se estaba haciendo una deduccion o procedimiento deductivo, cuando a partir de una proposicién universal
se conseguia una particular. Por ejemplo, del enunciado general “todos los seres humanos son mortales”, se podia
obtener por deduccién el enunciado particular “Aristételes es mortal.” La induccién, por el contrario, requiere que
se haya comprobado una cierta proposicién para absolutamente todos sus casos particulares, para poder concluir la
proposicién universal respectiva correspondiente. No obstante, el novedoso método de demostracion que Maurolicus
habia ideado no requeria, de ninguna manera, el recuento pormenorizado de todos los casos particulares, sino que
utilizaba una manera ingeniosa de trasladar la verificaciéon de una propiedad, de un cierto elemento, a su consecutivo;
lo cual puede apreciarse claramente en el paso (b) de su presentacién moderna (ver, més adelante, el Principio.
Como se ve, bajo ninguna circunstancia el proceso anteriormente descrito se puede identificar con una induccién, en
el sentido tradicional de la palabra; por lo que estaba suficientemente justificado el empleo de una nueva terminologia
para aquél. Una vez aclarado esto, arribamos finalmente al autor de la designacién actual. Asi, tenemos que el
acunador de la frase “Inducciéon Matemdtica” para esta técnica de prueba fue el mateméatico Augustus de Morgan
(1806-1871), el cual empled ésta al final de un articulo homénimo (ver [7]). Sin embargo, la inercia de seguirla
llamando llanamente “induccién” continué a todo lo largo del siglo XIX, para concluir obteniendo aceptaciéon amplia
la denominacién actualmente en uso inicamente hasta el siglo XX.

Llegamos ahora al tercer aspecto que nos hemos propuesto considerar en la Induccién Matematica, y que se refiere
a su uso. Al terminar de revisar el aspecto de la estructura de este método de demostracién, indicibamos que fue
hasta finales del siglo XIX cuando esta técnica de prueba obtuvo su formato contemporaneo. En efecto, esto fue obra
del matemético italiano Giuseppe Peano (1858-1932). Abundando en el trabajo de este autor, Peano consiguié, en
aquella época, estructurar algebraicamente al conjunto de los niimeros enteros positivos, empleando para esto lo que
actualmente se conoce como los Postulados de Peano (ver [1]). En este grupo de cinco enunciados, sobresale el dltimo
de ellos, el cual es mas conocido desde entonces con el nombre de Principio de Induccion Plena, y que es un caso
particular, pero eminente, del Método de Induccién Matematica. Dicho postulado reza como sigue.

Principio de Inducciéon Plena

Postulado 6.1.1. Una proposicién p (n) es vélida para todo nimero entero positivo n, si se cumplen las condiciones
siguientes:

(a) p(1) es valida.

(b) Sip (k) es valida, entonces p (k + 1) es vélida.

Al antecedente de la condicional anterior, que dice que p (k) es vélida, se lo llama la hipdtesis de induccidn. Asi, se
sabe que para el 1 la proposicién es valida y, ademas, se demostré que, cuando es vélida para un nimero k, entonces
es valida también para k + 1; por tanto, se infiere que la proposicién es vélida para el nimero 2; y si es valida
para el nimero 2, entonces es valida para el nimero 3, etc.; y asi sucesivamente, se comprueba su validez para todo
numero entero positivo. Para continuar con el aspecto del uso, el acierto de Peano consistié precisamente en delimitar
cuidadosamente el dominio de la aplicacién de la Inducciéon Matematica al conjunto de los niimeros enteros positivos.
Por supuesto, esto significa que los matemaéticos que precedieron a Peano en el empleo de este tipo de argumento, se
preocuparon muy poco por el &mbito en que lo utilizaban, sin percatarse que, entre otras condiciones, se requiere que
todo aquel objeto en que se aplique sea susceptible de tener bien definido un siguiente en su entorno. Aunque seria
ocioso hacer una lista exhaustiva de los contextos en que llegaron a emplearlo (ntimeros racionales, reales, complejos,
etc.) y que no cumplian con el requisito antes mencionado, en honor a Peano més bien habria que mencionar que, en
la actualidad, las diversas Teorfas Axiomaticas de Conjuntos que existen han delimitado el total de estructuras en
las que es dable implementar la Induccién Matemadtica (ojo; no transfinita), restringiendo éstas a los conjuntos bien
ordenados isomorfos al conjunto ordenado de los enteros positivos (ver [20]), otorgandoles de esta manera la razén a
aquel genial matematico.

Una aclaracién antes de concluir. Al Método de Induccion Matemdtica también se lo denomina en la literatura
como Principio de Induccion Matemdtica. Ambas terminologias seran empleadas indistintamente en este trabajo.

6.1.2. Estructura del método

En resumen, la estructura del Método de Induccién Matematica, tal y como lo usaremos en los ejemplos de este
capitulo, se expone a continuacién.
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Principio de Induccién Matematica

Principio 6.1.2. Sea a un ndmero entero. A fin de probar que una proposicién P (n) es vélida en el conjunto
{a,a+1,a+2,...}, siganse los pasos que se dan a continuacién:

(a) Se comprueba que P (a) es valida.

(b) Se supone, por hipétesis de induccién, que P (k) es verdadera y, usando esta misma hipétesis, se comprueba
que P (k + 1) también es verdadera.

Se concluye que la proposicién es valida en el conjunto {a,a+ 1,a + 2,...}.

En ocasiones, en algunas pruebas, es necesario aplicar una modificaciéon del principio anterior conocido como el
Principio de Induccion Matemdtica Alternativo, el cual detallamos a continuacion.

Principio de Induccién Matematica Alternativo

Principio 6.1.3. Sea a un numero entero. A fin de probar que una proposicién P (n) es vélida en el conjunto
{a,a+1,a+2,...}, siganse los pasos que se dan a continuacién:

(a) Se comprueba que P (a) es valida.

(b) Se supone, por hipétesis de induccién, que P (k) es verdadera, para k < n y, usando esta misma hipdtesis, se
comprueba que P (n) también es verdadera.

Se concluye que la proposicién es vélida en el conjunto {a,a + 1,a+2,...}.

6.1.3. Sugerencias para su uso

Es importante aclarar que el Método de Induccion Matematica tinicamente se puede aplicar a conjuntos que posean
buen orden. No obstante, por cuestiones de simplicidad, en los ejemplos que veremos a continuacién trabajaremos
exclusivamente en subconjuntos propios de elementos consecutivos de los numeros enteros; en concreto, partiremos
de un nimero entero a, y la intencién es probar la proposicién en el conjunto {a,a + 1,a + 2,...}. Para el caso mds
general de conjuntos bien ordenados, remitimos al lector a tratados més especializados (como, por ejemplo, [8] o
[20]).

En los ejemplos que siguen, debido a que el paso (b) de la Induccién Matemadtica serd de uso reiterativo en las
pruebas de éstos, denotaremos por HI a la expresién “hipétesis de induccién.”

6.2. Ejemplos

Numero de subconjuntos de un conjunto finito
Ejemplo 6.2.1. Sea n un entero positivo. Probar que un conjunto con n elementos tiene 2" subconjuntos.

Demostracion. Daremos la prueba por Induccién Matematica sobre n. Denotemos por C,, al nimero de subconjuntos
de un conjunto con n elementos.

(a) Veamos que la afirmacién es valida para n = 1. Sea A un conjunto con un elemento. Este conjunto tiene
exactamente dos subconjuntos que son el conjunto mismo y el conjunto vacio; es decir, se cumple que

C,=2=2%

Luego, vale para n = 1.
(b) Supongamos, por HI, que la igualdad se cumple para n = k; esto es, que existen exactamente 2% subconjuntos
de un conjunto con k elementos; o sea que, para este caso,

Cp = 2%, (6.2)

Usando esta HI demostraremos que la proposicién es vélida para un conjunto A con k + 1 elementos; digamos para
A= {a’lv s 7ak7ak+1}'
Si eliminamos el elemento a1, conseguimos el conjunto siguiente

Alz{al,...,ak}.
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Por la HI l , este conjunto A; tiene 2* subconjuntos. A continuacién, agreguemos ak+1 a cada uno de estos oF
subconjuntos. De lo cual resulta que A tiene 2¥ subconjuntos que contienen aj4; y 2% que no lo contienen. De donde

Cry1 = 28 28 = 2FF1,

Luego, la proposicién es valida para n = k + 1.
Por tanto, la proposicion es véalida para todo entero positivo n. |

Ejemplo 6.2.2. Sea n un entero positivo. Probar que

(1)@)B)+...+n(n+1)(n+2) = n(n+1)(n4+2)(n+3).

Demostracion. Daremos la prueba por Induccién Matematica sobre n.
(a) Para n =1 la igualdad es vdlida, ya que en el lado izquierdo se obtiene

(1) (2) (3) =6,
en tanto que del lado derecho se consigue

LHE+)A+2)A+3)  BHERE)E _
4 4 '

Luego, la igualdad se cumple para n = 1.
(b) Supongamos, por HI, que la igualdad se cumple para n = k; esto es, que es vdlido que

(1)©2)(3) +...+k(k+1)(k+2)= k(k+1)(k4+2)(k+3). (6.3)

Con esto, vamos a demostrar que vale también para n = k + 1; esto es, hay que probar que

(1)(2)B) 4+ k(b +1) (k+2)+ (k+1) (k+2) (k+3) = (k“)(k*1“)(’1“*2)(’““*3).

Para lograr este objetivo, vamos a partir del lado izquierdo de esta igualdad que queremos demostrar y, usando la
HI (6.3)), intentaremos llegar al lado derecho. Procediendo,
E(k+1)(k+2)(k+3
M@ +...+kk+)(k+2)+(k+1)(k+2)(E+3) = ( )(4 A )+(lc+1)(k+2)(k+3)
E(k+1)(k+2)(E+3)+4(k+1)(k+2)(k+3)
4
k+1D)(k+2)(E+3)(k+4)
4
k+1D)(k+14+1)(k+1+2)(E+1+3)
1 .

De donde vale para n = k + 1.
Por tanto, la igualdad es valida para todo entero positivo n. |

Ejemplo 6.2.3. Sea n un entero positivo. Probar que

1 1 n

0@ TG Bt t

Demostracion. Daremos la prueba por Induccion Matematica sobre n.
(a) Para n =1 la igualdad es vélida, ya que en el lado izquierdo se obtiene

en tanto que del lado derecho se consigue
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Luego, la igualdad se cumple para n = 1.
(b) Supongamos, por HI, que la igualdad se cumple para n = k; esto es, que es vdlido que

1 1 k

DI RN TE e R e

Con esto, vamos a demostrar que vale también para n = k + 1; esto es, hay que probar que

1 1 1 k+1
—— ...+ + - ~
(1) (4) (Bk—2)Bk+1) (Bk+1)—-2)Bk+1)+1) 3k+1)+1
Para lograr este objetivo, vamos a partir del lado izquierdo de esta igualdad que queremos demostrar y, usando la
HI (6.4), intentaremos llegar al lado derecho. Procediendo,

1 1 1 k 1
D@ T B )Gk  BR+) -2 @Bk kil Gki3-2)Bki3+1)
k !
T O3+l BGE+1)(Bk+4)
k(3k+4)+1 3k% + 4k + 1

(Bk+1)(Bk+4) (Bk+1)(3k+4)

Hagamos un paréntesis para factorizar el numerador dividiéndolo entre 3k + 1.

ko 41

3k+1[ 3k* 44k +1
-3k —k

3k +1

-3k -1

0

Luego, 3k* + 4k +1 = (3k + 1) (k + 1). Sustituyendo, podemos continuar.

1 1 1 3K +4k+1 Bk+1)(k+1)
0@ T B =Gkt B -2BHID+]) | GEEDGE+D)  GhL D) Gk+d)
k1 k1

3k+4 3(k+1)+1

De donde vale para n = k + 1.
Por tanto, la igualdad es valida para todo entero positivo n. |

Ejemplo 6.2.4. Sean n un entero positivo y a un niimero real positivo. Probar que la siguiente desigualdad inestrictaﬂ
(1+a)">1+na

se cumple a partir de n = 1 y que la correspondiente desigualdad estricta
(14a)" >1+na

se da para n > 2.

Demostracion. Daremos la prueba por Induccion Matematica sobre n.
(a) La desigualdad inestricta se cumple para n = 1 ya que, en este caso,

(14+a)'=14+a=1+la.
Por otro lado, la desigualdad estricta es valida para n = 2, debido a que, en esta ocasion,

(1+a)’>1+2a

L Utilizamos la palabra “inestricta” como abreviatura para la frase “no estricta.”
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es equivalente a

a? >0,
y esta desigualdad fue demostrada para a positivo en el Ejemplo del Capitulo 4. Una vez verificados estos
casos, continuaremos la prueba para la situacion dada por la desigualdad estricta, ya que ésta implica la inestricta
correspondiente.
(b) Supongamos, por HI, que la desigualdad estricta se cumple para n = k; esto es, que es vdlido que

(1+a)" >1+ka. (6.5)
A continuacion, probemos que vale para n = k + 1; esto es, hay que demostrar que acontece que
(1+a)" >14(k+1)a

Para verificar esto, partimos del lado izquierdo de la desigualdad anterior para intentar llegar al lado derecho usando
la HI (6.5)). Procediendo,

I+a)"=0+a)f(14a)>0+ka)(1+a)=1+a+ka+ka®>1+ (k+1)a.

Luego, la desigualdad vale para n =k + 1.
Por tanto, la desigualdad estricta es valida para todo entero positivo n, con n > 2. |

Ejemplo 6.2.5. Sea n un entero positivo, con n > 3. Probar que (1 + 1/n)" < n.

Demostracion. Daremos la prueba por Induccion Matematica sobre n.
(a) Demostremos que la desigualdad es valida para n = 3. Por célculo directo,

1\* 64
1+4-) =—=<3.
(1+3) =%
Luego, vale para n = 3.
(b) Supongamos, por HI, que la desigualdad se cumple para n = k; esto es, que es vdlido que

(1 + ;)k <k (6.6)

A continuacién, probemos que vale para n = k + 1; esto es, hay que demostrar que acontece que

k+1
<1 + k+1> <k+1 (6.7)

Para empezar, dado que k es, en particular, un entero positivo, ocurre que

k<k+1.
Tomando reciprocos obtenemos . .

SIS
Sumando 1 en ambos lados de esta desigualdad conseguimos

1+ ——-<1+ l
k+1 k

Tomando la potencia k en ambos miembros tenemos que

T k< 141 '
k41 k)

Con esto, podemos abordar la desigualdad que queremos demostrar y que es (6.7), partiendo de su lado izquierdo
para intentar llegar a su lado derecho utilizando para esto la HI . Procediendo,

k+1 k k
1 1 1 1 1 1 k
1+ — ) =(1+—) (1+—V<(1+-) (1+—)<k(1+—)=k+ " <kt1.
(+k+1> (+k+1> (+k+1><< +k> <+k+1)< <+k+1) Tre st

Luego, la desigualdad se cumple para n =k + 1.
Por tanto, la desigualdad es valida para todo entero positivo n, con n > 3. ]
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Ejemplo 6.2.6. Denotemos por N al conjunto de los enteros positivos, y sea f : N — N una funcién que cumple la
condicién f (n+ 1) > f (n), para todo n € N. Probar que f (n) > n, para todo n € N.

Demostracion. Daremos la prueba por Induccion Matematica sobre n.

(a) Veamos que la desigualdad a demostrar es vélida para n = 1. Dado que f (n) es un entero positivo, se cumple
que f(n) > 1, para todo n € N. En particular f (1) > 1. Luego, vale para n = 1.

(b) Supongamos, por HI, que la desigualdad se cumple para n = k; esto es, que es vdlido que

f(k) > k. (6.8)
A continuacion, probemos que vale para n = k + 1; esto es, hay que demostrar que acontece que
fle+1)>k+1.

Para lograr este objetivo, vamos a partir del lado izquierdo de esta desigualdad que queremos probar y, usando la
HI , intentaremos llegar al lado derecho. Procediendo,

Fle+1)> f(k) >k

En resumen,

Flk+1)> k.

Como ambos miembros de la desigualdad anterior son enteros positivos, ocurre entonces que
fk+1)>k+1.

Luego, la desigualdad se cumple para n =k + 1.
Por tanto, la desigualdad es valida para todo entero positivo n. |

Desigualdad entre la media geométrica y la media aritmética
Ejemplo 6.2.7. Sean n un entero positivo, con n > 2,y ay,...,a, € RT = (0; +00). Definamos

ar+...+an
771 .

Gpn=ar...ap, y A,=
Probar que G,, < A,,.

Demostracion. Daremos la prueba por Induccién Matematica sobre nE|
(a) La afirmacién es vélida para n = 2 ya que en el Ejemplo del Capitulo 3 se demostro la desigualdad

ai + as

v/ a1a9 S B .

(b) Supongamos, por HI, que la desigualdad se cumple para n = k; esto es, que es vdlido que
G < Ay. (6.9)
Comprobemos que vale para n = k + 1; es decir, tenemos que probar lo siguiente
Gi+1 < Apt1.

Para esto, serd suficiente con demostrar que
k+1 k+1
Grii <A
0, mejor aun, estableciendo la desigualdad en la forma

k+1 g4k—1 2k
GiiiArn < At

2Esta prueba por induccién matemadtica directa fue publicada por primera vez en M.
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en la cual, ambos lados han sido multiplicados por Ak +1- A su vez, para conseguir esto, vamos a partir, como
de costumbre, del lado izquierdo de esta desigualdad que queremos probar para intentar llegar a su lado derecho
aplicando la HI dos veces en forma distinta, seguida del caso n = 2. Procediendo,

k+1 _
GZi%Aﬁ_& = ( kl/aq ... akak_H) + Ag_‘_% =a... akak+1A£+% = (¥ay ... ak)k ak+1Ak+1 GF ak+1Ak+1
k
< Abap AT = AF (a1 Appr . App) = A (Vak+1Ak+1 o Ak+1>
& Opy1 + Apy1+ .o+ A k Lk (lk+1+(k* 1)Ak+1 k
< A = Ap
- k k
o7k
_ <Akak+1 + (k- 1)Ak+1) _ <\/Akak+1 + (k- 1)Ak+1)
k
4 Gkt +(k—1)Agsr\ " .
< k ([ Ar | appr +(BE—1) Ay
=|—=+
- 2 2k
2k
ay+...+ag
k| ——— | + +(k-1)A
(kA tagir + (k—1) A 2" _ ( k ) a1 { ) At
N 2k B 2k
. _a1+...+ak+ak+1—|—(k—1)Ak+1 2k
N 2k
_ 4L+ .+ ap + an 2k
k41) [ ——= +1>+ k—1)A
_ ( )( k+1 ( ) Arn [+ 1) A+ (k= 1) Ag o
B 2k N 2k
2% A1\ "
= 2]{3 Ak?+1
En resumen, GQI}AZJF} < Ailj_l; por lo que Ggy1 < Ag41. Luego, la desigualdad se cumple para n = k + 1.
Por tanto, la desigualdad es valida para todo entero positivo n, con n > 2. |
Ejemplo 6.2.8. Sean n un entero positivo y ay,...,a, € [0;+00). Probar que
Vai+...+a2<ar+...+ap.
Demostracidn. Supongamos que n un entero positivo y que aq,...,a, € [0;+00). Con el propésito de facilitar la

prueba, es conveniente considerar dos casos para n; a saber: o bien n = 1, o bien n > 2.

Caso 1. n = 1. En este caso, la desigualdad es trivial, ya que se reduce a la igualdad y/a? = a;.
Caso 2. n > 2. En esta opcién, daremos la prueba por Induccion Matematica sobre n.
(a) Para n = 2 el resultado fue establecido en el Ejercicio IIT del Capitulo 3, en donde, utilizando el Método Analitico,

fue posible demostrar que
\/a2 + a2 < ay + as.
Luego, la relacién se cumple para n = 2.

(b) Supongamos, por HI, que la desigualdad se cumple para n = k; esto es, que es vdlido que

ad+...+ai<ar+...+a. (6.10)

Ahora, probemos que vale para n = k + 1; esto es, tenemos que demostrar que

\/a%—l—...—l—ai—&—aiJrl§a1+...+ak+ak+1.
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A este fin, vamos a partir del lado izquierdo de esta desigualdad con el objetivo de llegar a su miembro derecho,
empleando para ello el caso n = 2, seguido de la HI (6.10f). Procediendo,

2
\/a%+...+aﬁ+ai+1:\/< a%—k...—f—ai) +aj, <yJai+. Faitarp <ar+ .+ ap + apg

De donde la relacién se cumple para n = k + 1.
Por tanto, la desigualdad es valida para todo entero positivo n. |

Ortogonal a un vector plano real

Definicién 6.2.9. Un vector plano real es cualquier elemento del espacio euclidiano R2. Ahora, sea 7 € R?; por lo
que existen aj,as € R tales que ¥ = (a1, az). Definimos el ortogonal a U, denotado por 7+, de la siguiente manera,

ot = (ag, —aq).
Aditividad del operador de ortogonalidad
Ejemplo 6.2.10. Sean n un entero positivo, con n > 2,y ¥y,..., 7, € R% Probar que
(Ty+ ... +T) =T +...+ 7k

Demostracion. Daremos la prueba por Induccion Matematica sobre n.
(a) Demostremos que la igualdad es valida para n = 2. Dado que ¥;,72 € R2, existen ay,as,bi,bs € R tales que
U = (a1,az) y Ua = (b1,b2).

(th +772)J_ = [(a1,a2) + (b1,b2)]L = (a1 +b1,a2 + bQ)J_ = (a2 + b2, — (a1 + b1)) = (a2 + b2, —a1 — by)
(a2, —a1) + (ba, —b1) = (a1,a2)L + (b17b2)l = 771l + 1757

Luego, la propiedad es vélida para n = 2.
(b) Supongamos, por HI, que la igualdad se cumple para n = k; esto es, que es wvdlido que

By + .+ ) =0 +... + 0 (6.11)

Con esto, vamos a demostrar que vale también para n = k + 1; esto es, hay que probar que
(Tr 4o+ T+ Tog1) " =T 4o+ T+ Ty

Para lograr este objetivo, vamos a partir del lado izquierdo de esta igualdad que queremos demostrar y, usando el
caso n = 2y la HI (6.11]), intentaremos llegar al lado derecho. Procediendo,

(T4 A T+ Togr) =[O+ 4 T) o] = @1+ )T+ Ty = O+ 4+ T+ Ty

Luego, la igualdad vale para n = k + 1.
Por tanto, la igualdad es vélida para todo entero positivo n, con n > 2. |

Primos y compuestos

Definicién 6.2.11. Sea a un entero positivo, con a # 1. Se dice que a es un nimero primo si a sélo se puede dar
como multiplo de un entero positivo de manera trivial; es decir, si a inicamente puede ser multiplo del uno y de si
mismo. Por el contrario, se dice que a es un niumero compuesto si existen enteros positivos by ¢,con 1 <b < ay
1 < ¢ < a, tales que a = be.

Existencia de la descomposiciéon prima

Ejemplo 6.2.12. Probar que dado cualquier entero positivo podemos afirmar que, o bien es el uno, o bien que se
puede descomponer como un producto finito de niimeros primos.
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Demostracion. Sea a un entero positivo. Daremos la prueba usando el Principio de Induccién Matematica Alternativo

sobre a (ver el Principio |6.1.3)).

(a) Para a = 1 es obviamente vélido.

(b) Sea a > 1. Supongamos, por HI, que la proposicién es vdlida para todo entero positivo z que cumpla con que
x < a; es decir, que en este caso, o bien z = 1, o bien = se puede descomponer como un producto finito de niimeros
primos. Demostraremos ahora que también vale para a.

Si a es primo, la proposiciéon se cumple. Ahora, si a es compuesto, entonces existen enteros positivos b y ¢, con
l<b<ayl<ec<a,tales que a = be. Debido a las desigualdades, por HI tenemos que b y ¢ se pueden descomponer
como productos finitos de niimeros primos. Dado que a = bc, concluimos que a también se puede descomponer como
un producto finito de niimeros primos. De donde la proposicion es valida para a. Por tanto, se cumple para todo entero
positivo que, o bien es el uno, o bien que se puede descomponer como un producto finito de niimeros primos. ]

Teorema de De Moivre
Ejemplo 6.2.13. Probar que para todo entero positivo n se cumple que
(Cos ¢ +iSen )" = Cosng + i Sen ne.

Demostracion. Daremos la prueba por Induccién Matematica sobre n.
(a) Veamos que vale para n = 1.

(Cosé +iSen )" = Cos ¢+ iSen ¢ = Cos 1 + i Sen 16.

Luego, la igualdad es valida para n = 1.
(b) Supongamos, por HI, que la igualdad se cumple para n = k; esto es, que es wvdlido que

(Cos ¢ + i Sen ¢)* = Cos k¢ + i Sen k. (6.12)
Con esto, vamos a demostrar que vale también para n = k + 1; esto es, hay que probar que
(Cos ¢+ iSen )" = Cos (k + 1) ¢ + i Sen (k + 1) ¢.

Para lograr este objetivo, vamos a partir del lado izquierdo de esta igualdad que queremos demostrar y, usando la
HI (6.12), intentaremos llegar al lado derecho. Procediendo,

(Cos¢+iSen )" = (Cos¢+iSen )" (Cosd+iSen ) = (Cos k¢ + i Sen ko) (Cos ¢ + i Sen ¢)
(Cos k¢ Cos ¢ — Sen k¢ Sen ¢) + ¢ (Sen k¢ Cos ¢ + Cos k¢ Sen ¢)
= Cos(k¢p+¢)+iSen(kp+ ¢) =Cos(k+1)¢p+iSen(k+1)¢.

Luego, la igualdad se cumple para n =k + 1.
Por tanto, la igualdad es valida para todo entero positivo n. |

6.3. Ejercicios
I. Sea n un entero positivo. Utilizar Induccién Matematica para demostrar las igualdades siguientes:

L 143+...4+(2n—1)=n%

o —1)(2n +1
2 124824+ (20— 1)° = 2P ;(”J“ ).

3.1 4+2+4... 20 =9ontl 1,

no1n(n+1)

4. 1-22 43224 (-1)"'n?=(-1) 5
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[ |

6. 1+m+...+x”:71,conx7é1.
x —

7 ()@ +...4nme1) = DT

3
3 1 1 _n
' (1)(3)+"'+(2n—1)(2n+1)*2n+1'
9 1 1 _n
' (1)(5)+”'+(4n73)(4n+1)_4n+1'
12 n? ~ n(n+1)
10. (1)(3)+"'+(2n—1)(2n+1) 2(2n+1)°

I1. Sea n un entero positivo. Probar que 22"~ + 42"~ ¢ divisible por 6.

II1. Sea n un entero positivo. Probar que 3™ — 1 es divisible por 2.
IV. Sea n un entero positivo. Probar que 1+ 2™ < 3",

V. Sean n un entero positivo y A = <(1) 1) Probar que A" = ((1) TlL)

VI. Sea n un entero positivo. Probar que

1 1 1
4.+ —= < V4n.
V1iooV2 NG

VII. Sea n un entero positivo, con n > 2. Probar que

(-3 (-D)-3
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