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Resumen

El problema demáxima desviación es un área de estudio que permite estable-
cer problemas de optimización en las soluciones de ecuaciones diferenciales
que admiten incertidumbre debido a la presencia de perturbaciones exter-
nas. En esta monografía se presenta una breve introducción al estudio del
problema de máxima desviación con el objetivo de determinar los conjuntos
del alcanzabilidad de ecuaciones diferenciales que se definen en el plano.

El material comprende tres capítulos. En el primer capítulo se presenta
una breve introducción a las ecuaciones diferenciales que admiten disconti-
nuidades. En este capítulo se discute el procedimiento para construir solu-
ciones en el sentido de Filippov para tres casos que se presentan sobre una
superficie de discontinuidad: movimiento de intersección transversal, movi-
miento deslizante atractor y movimiento deslizante repulsor. En el segundo
capítulo se presenta el método del plano soporte para construir conjuntos de
alcanzabilidad de una ecuación diferencial lineal de segundo orden. En el ca-
pítulo tres se presenta el problema de máxima desviación para una ecuación
diferencial lineal de segundo orden y se muestra la relación con los conjun-
tos de alcanzabilidad. Los resultados obtenidos se emplean para establecer
un criterio de estabilidad robusta.

Palabras clave: ecuaciones diferenciales con lado derecho discontinuo, pro-
blema de máxima desviación, conjuntos de alcanzabilidad, estabilidad
robusta.
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Uno de los malentendidos más grandes sobre las
matemáticas que se cometen en las aulas de la es-
cuela es que el profesor siempre parece saber la res-
puesta a cada problema que estamos debatiendo.
Esto da a los estudiantes la idea de que en algún
lugar existe un libro con todas las respuestas co-
rrectas a todas las preguntas interesantes. Que los
maestros tienen y parecerían tenerlo todo en su lu-
gar. Realmente es lo contrario de la verdadera na-
turaleza de las matemáticas.

Leon Albert Henkin (1921–2006)
Matemático estadounidense



1
Elementos de ecuaciones
diferenciales con lado derecho
discontinuo

Aunque el fin sea penetrar en el misterio íntimo de
la naturaleza y de ahí a aprender las verdaderas
causas de los fenómenos, puede suceder, no obs-
tante, que una determinada hipótesis ficticia pue-
da ser suficiente para explicar muchos fenómenos.

Leonhard Paul Euler (1707–1783)
Matemático y físico suizo

Resumen

Este apartado presenta de forma breve una introducción al concepto de solución de
ecuaciones diferenciales con lado derecho discontinuo en el sentido de Filippov y,
en particular, este tipo de soluciones se emplean en el método de transformaciones
puntuales para construir soluciones oscilatorias.

1.1. Introducción

Los sistemas dinámicos que se describen por sistemas de ecuaciones dife-
renciales que admiten funciones discontinuas tienen diferentes aplicaciones
cuando estos se emplean para modelar problemas en áreas como: electróni-
ca, fenómenos con fricción seca o impacto, etc. A diferencia de las ecuacio-
nes diferenciales que contienen en su representación funciones continuas, el
problema de determinar soluciones en este tipo de ecuaciones diferenciales
requiere un tratamiento especial.
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Capítulo 1. Elementos de ecuaciones diferenciales con lado derecho discontinuo

Como ejemplo de un modelo que admite funciones discontinuas, se mues-
tra a continuación un caso particular de un sistema dinámico descrito por
una ecuación diferencial ordinaria de segundo orden que posee disconti-
nuidades en sus coeficientes debido a la presencia de impactos. Este mode-
lo es una adaptación de un modelo análogo que se presenta en Ma et al.

(2006). Otros casos de estudio similares se pueden consultar en Shaw y Hol-
mes (1983), Natsiavas (1990) y Dyskin et al. (2012).

Ejemplo 1.1. Se considera un sistemamecánico en cuya dinámica existen
discontinuidades en las variables de estado debido a la presencia de impac-
tos. En el sistema se halla un bloque móvil de masa< que se mueve de forma
horizontal, el cual se encuentra sujeto a un resorte con coeficiente de elas-
ticidad :1 > 0, y que experimenta una fuerza de fricción con coeficiente de
fricción 21 > 0, como se muestra en la Figura 1.1. Se considera también un
segundo móvil que está sujeto en el extremo opuesto por un resorte con co-
eficiente de elasticidad :2 > 0 y que experimenta una fuerza de fricción con
coeficiente de fricción 22 > 0.

El sistema admite una aceleración externa que se supone es descrita por
una función 0 : R → R.

Cuando el primer móvil alcanza un valor constante ! > 0, este móvil
recibe un impacto debido al segundo móvil. Si es de interés el estado del
primer móvil, entonces es claro que el sistema dinámico que describe su
movimiento posee discontinuidades en el estado ~ = !.

<

21

:1

22

:2

~

!

0(C)

Figura 1.1.Dinámica de un sistema mecánico con impactos.
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Capítulo 1. Elementos de ecuaciones diferenciales con lado derecho discontinuo

La ecuación diferencial que gobierna la dinámica se obtiene de observar
que si ocurre la desigualdad ~ ≤ !, entonces el estado satisface la ecuación
diferencial de segundo orden

< ¥~ + 21 ¤~ + :1~ = 0(C),

donde ( ¤) se emplea para denotar diferenciación respecto al tiempo, mien-
tras que si sucede la desigualdad ~ > !, el estado satisface la ecuación dife-
rencial

< ¥~ + (21 + 22) ¤~ + (:1 + :2)~ = 0(C) .

Por lo tanto, al definir las funciones continuas a trozos

̂̀(~) =
{
`1, ~ ≤ !,

`2, ~ > !,
l̂ (~) =

{
l2
1, ~ ≤ !,

l2
2, ~ > !,

donde `1 = 21/2<, `2 = (21 + 22)/2<, l2
1 = :1/<, l2

2 = (:1 + :2)/<, la
dinámica del sistema se puede determinar por la ecuación diferencial no
lineal de segundo orden

¥~ + 2̂̀(~) ¤~ + l̂ (~)~ = D (C),

con D (C) = 0(C)/<.
El cambio de variables ~1 = ~ y ~2 = ¤~, permite expresar la ecuación

diferencial en el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales no lineales de
primer orden

(
¤~1
¤~2

)
=

(
0 1

−l̂ (~1) −2̂̀(~1)

) (
~1
~2

)
+

(
0
1

)
D (C),

el cual tiene la forma
¤~ = f (~) + bD (C),

donde la función del lado derecho f : R2 → R
2 se describe por las compo-

nentes escalares

51(~1,~2) = ~2, 52(~1, ~2) = −l̂ (~1)~1 − 2̂̀(~1)~2.
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Capítulo 1. Elementos de ecuaciones diferenciales con lado derecho discontinuo

Como la segunda función es discontinua en ~1 = !, el análisis que deba
realizarse para obtener una solución en el espacio de fases, debe tener en
consideración tal discontinuidad.

Este problema será considerado más adelante en la Sección 3.5.
Cuando en el sistema de ecuaciones diferenciales existen funciones dis-

continuas, se pueden emplear herramientas adicionales que permiten obte-
ner propiedades sobre las soluciones. A continuación se presentan, con carác-
ter introductorio, tales resultados. Estos resultados son tratados con mayor
detalle en Butennin et al. (1987), Filippov (1988) y Yakubovich et al. (2004).

Se considera el problema de valor inicial

¤~ = f (~), ~(0) = ~0, ~ ∈ Ω, (1.1 ➤)

donde f : Ω ⊂ R
= → R

= es una función acotada y continua a trozos. Se
supone que el espacio de fases Ω es un conjunto abierto y conexo de interior
no vacío en R

=, es decir, un dominio en R
=, y que f posee un número finito

de discontinuidades en Ω, por ejemplo, � =
{
p1,p2, . . . ,p<

}
.

Cuando f es una función continua sobre Ω, la existencia y unicidad de
soluciones en un intervalo [0, g], quizá suficientemente pequeño, se obtiene
a partir del Teorema de Picard, ver Sánchez (1968), Sotomayor (1979) y
Perko (2001). Cuando f es una función discontinua, la situación es distin-
ta. En particular, en los Ejemplos 1.2 a 1.4 que se muestran más adelante
en las Páginas 8 a 11, en los que se consideran ecuaciones diferenciales de
primer orden con lado derecho discontinuo, se muestran las dificultades que
se presentan al tratar de hallar una solución.

Las discontinuidades que se suelen considerar en las aplicaciones, surgen
de emplear funciones continuas a trozos y, en algunos casos, funciones suaves
a trozos.

Una función ℎ : [0, 1] → R es continua a trozos, si el intervalo [0, 1] ad-
mite una partición finita e irreducible 0 = ~0 < ~1 < · · · < ~= < ~=+1 = 1,
tal que para cada 9 = 1, . . . , =, existe una función continua 6 9 : [0, 1] → R

que satisface ℎ(~) = 6 9 (~) para todo ~ ∈ (~ 9 , ~ 9+1). Se dice entonces que ℎ

posee una extensión continua en el intervalo [0, 1]. De manera análoga, una

6



Capítulo 1. Elementos de ecuaciones diferenciales con lado derecho discontinuo

función ℎ : [0,1] → R es suave a trozos, si existe una partición finita e irre-
ducible 0 = ~0 < ~1 < · · · < ~= < ~=+1 = 1 del intervalo [0, 1] tal que para
cada 9 = 1, . . . , =, existe una función 6 9 : [0, 1] → R con derivada continua
tal que se satisface ℎ(~) = 6 9 (~) y d

d~ℎ(~) =
d
d~6 9 (~) para todo ~ ∈ (~ 9 , ~ 9+1).

Se dice entonces que ℎ posee una extensión suave en el intervalo [0, 1]
El tipo de discontinuidades de una función ℎ : [0,1] → R continua a

trozos, se caracterizada por su salto de discontinuidad en un punto de dis-
continuidad ~ 9 , el cual se define por

Δℎ(~ 9) = ℎ(~+9 ) − ℎ(~−9 ),

donde
ℎ(~+9 ) = ĺım

~→~+9

ℎ(~), ℎ(~−9 ) = ĺım
~→~−9

ℎ(~),

existen pero poseen valores distintos, ver la Figura 1.2. De la definición de
salto de discontinuidad se sigue que si Δℎ(~) = 0 para todo ~ ∈ [0, 1], en-
tonces necesariamente ℎ debe ser una función continua.

ℎ

~0 ~ 9 1

ℎ(~−9 )

ℎ(~+9 )

Figura 1.2. Discontinuidad de una función continua a trozos.

El conjunto de funciones continuas a trozos que son definidas en � ⊂ R

se denota por PC(�). De la misma manera, el conjunto de funciones suaves
a trozos que son definidas en � ⊂ R se denota por PC1(�).

Una función continua a trozos que se utiliza frecuentemente, y que se
obtiene demanera natural en varios sistemas dinámicos en los cuales se exige
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Capítulo 1. Elementos de ecuaciones diferenciales con lado derecho discontinuo

cierto comportamiento, es la función signo:

sign(~) =

{
−1, ~ < 0,

+1, ~ > 0.

Se observa que la función signo no se define en ~ = 0. No obstante, más
adelante se mostrará que, en algunas ocasiones, es necesario definir esta
función en ~ = 0 de cierta manera conveniente.

Los ejemplos son diez veces más útiles que los pre-
ceptos.

Charles James Fox (1749–1806)
Estadista inglés

En los siguientes ejemplos, los cuales han sido adaptados de Filippov
(1988), se muestran algunas dificultades que surgen al tratar de hallar so-
luciones en ecuaciones diferenciales cuando el lado derecho es una función
discontinua.

Ejemplo 1.2. Se considera el problema de valores iniciales

¤~ = 2 − sign(~), ~(0) = ~0, (1.2 ➤)

Si se supone que ~ < 0, la ecuación diferencial toma la forma ¤~ = 3, cuya
solución es definida por ~(C) = 3C + 21. Si se supone que ~ > 0, la ecuación
diferencial toma la forma ¤~ = 1, cuya solución es ~(C) = C + 22.

Se pueden discutir los siguientes casos:

Si ~0 > 0, entonces la solución de (1.2) es ~(C) = C + ~0, la cual está
definida para todo C > 0, es decir, el sistema (1.2) admite solución única
para todo C > 0.

Si ~0 < 0, entonces se considera inicialmente ~(C) = 3C +~0 como parte
de la solución de (1.2) para 0 ≤ C < C0 = −1

3~0, mientras que si C > C0,
entonces se considera como parte de la solución a ~(C) = C + 1

3~0. Por lo

8



Capítulo 1. Elementos de ecuaciones diferenciales con lado derecho discontinuo

tanto, la solución se puede considerar en la forma

~(C) =

{
3C + ~0, C < C0,

C + 1
3~0, C > C0.

Es claro que se cumple ~(C−0 ) = ~(C+0 ) = 0. En consecuencia, se podría
definir~(C0) = 0, no obstante, la función así definida no es diferenciable
y, por lo tanto, no es solución de (1.2).

En el caso ~0 = 0 no se puede definir una solución, pues la función
signo no está definida en el punto ~ = 0.

Se concluye que la ecuación diferencial (1.2) no admite solución en el
sentido usual en el punto de discontinuidad ~0 = 0. La representación geo-
métrica de las soluciones se muestra en la Figura 1.3.

C

~

Figura 1.3. Campo de direcciones del problema de valor inicial del Ejemplo 1.2.

Ejemplo 1.3. Se considera ahora el problema de valores iniciales con
lado derecho discontinuo

¤~ = − sign(~), ~(0) = ~0, (1.3 ➤)

Si se procede como se hizo en el Ejemplo 1.2, se observa que si ~ < 0, en-
tonces la ecuación diferencial toma la forma ¤~ = 1, cuya solución se describe

9



Capítulo 1. Elementos de ecuaciones diferenciales con lado derecho discontinuo

por ~(C) = C + 21, mientras que si ~ > 0, entonces la ecuación diferencial
toma la forma ¤~ = −1, cuya solución es ~(C) = −C + 22.

Se tienen entonces los siguientes casos:

Cuando ~0 > 0, se considera como solución la función ~(C) = −C + ~0
para todo C < C0 = ~0.

En el caso en que ~0 < 0, la parte que corresponde a la solución de la
ecuación diferencial se describe por ~(C) = C + ~0, la cual es definida
para todo C < C0 = −~0.

En el caso ~0 = 0 no podemos definir una solución, ya que la función
signo no esta definida en el punto ~ = 0.

En los primeros dos casos la solución tiende a cero si C → C0, por lo tanto,
sería natural definir ~(C) = 0 para todo C ≥ C0, no obstante, esta función no
satisface la ecuación diferencial (1.3) al no estar definida la función signo en
~ = 0. Como consecuencia, en ambos casos la solución no se puede extender
para todo C ≥ C0.

En la Figura 1.4a se muestra el campo de direcciones y algunas soluciones
particulares.

C

~

(a)

C

~

(b)

Figura 1.4. Campo de direcciones del problema de valor inicial de los Ejemplos 1.3 y 1.4.
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Capítulo 1. Elementos de ecuaciones diferenciales con lado derecho discontinuo

Ejemplo 1.4. Se considera el problema de valor inicial

¤~ = sign(~), ~(0) = ~0, (1.4 ➤)

Se observa que cuando ~ < 0, la ecuación diferencial toma la forma ¤~ = −1,
cuya solución es ~(C) = −C +21, mientras que si ~ > 0, la ecuación diferencial
toma la forma ¤~ = 1, cuya solución es ~(C) = C + 22.

Tienen lugar los siguientes casos:

Si se considera el caso ~0 > 0, entonces se obtiene ~(C) = C + ~0 como
única solución para todo C > 0.

Si ~0 < 0, entonces la solución es ~(C) = −C +~0, la cual, al igual que en
el caso anterior, es única para todo C > 0.

En el caso en que ~0 = 0, no podemos definir una solución, pues la
función signo no está definida en el punto ~ = 0.

La Figura 1.4b muestra las soluciones de (1.4) en los primeros dos casos
descritos. De acuerdo al campo vectorial asociado a (1.4), no es claro cómo
definir una solución en el punto ~0 = 0.

Los Ejemplos 1.2 a 1.4 sugieren que no es posible considerar el concep-
to usual de solución en la ecuación diferencial (1.1) si el lado derecho es
discontinuo. Por lo tanto, parece razonable considerar una forma alterna-
tiva que permita construir soluciones en tal situación. El siguiente método
de construcción, el cual es una adaptación de Yakubovich et al. (2004), se
puede tomar en consideración.

Se supone que para p: ∈ � existe una superficie Σ: ⊂ Ω, llamada super-

ficie de discontinuidad, que contiene al punto p: y tal que f es discontinua
en Σ: . La existencia de estas superficies de discontinuidad permite dividir el
espacio de fases Ω en B regiones Ω1, Ω2, . . . , ΩB de interior no vacío, de tal
manera que Ω =

⋃B
:=1 Ω: y tales que Ω8∩Ω 9 = ∅ si 8 ≠ 9 , donde 8, 9 = 1, . . . , B,

y en cada una de las cuales el lado derecho de la ecuación diferencial (1.1)
es continuo. En esta partición, es de interés el tipo de soluciones que se pue-
den determinar en dos regiones adyacentes Ω 9 y Ω 9+1 que comparten una

11



Capítulo 1. Elementos de ecuaciones diferenciales con lado derecho discontinuo

superficie de discontinuidad Σ: , es decir, regiones en las cuales se cumple
la igualdad Σ: = mΩ 9 ∩ mΩ 9+1. Se considera la situación en la que, en tales
regiones, las soluciones deben tener uno de los tres tipos de comportamiento
mostrados en la Figura 1.5, los cuales comprenden, como caso particular, los
campos vectoriales considerados en los Ejemplos 1.2 a 1.4.

En la situación mostrada en la Figura 1.5a, si una trayectoria pasa por
Σ: , y la correspondiente solución definida en Ω 9 alcanza la superficie de
discontinuidad en un instante ) > C0, entonces es posible determinar una
única solución en Ω 9+1 para valores C > ) suficientemente cercanos a ) , de
tal manera que la correspondiente solución definida en el conjunto Ω 9∪Ω 9+1

es continua. En este caso se dice que la solución tiene un movimiento de

intersección transversal sobre la superficie de discontinuidad. Con el fin de
que esto suceda, es necesario definir de alguna manera el lado derecho de
la ecuación diferencial (1.1) en Σ: , con el objetivo de que la solución pueda
transitar de Ω 9 a Ω 9+1.

Σ:

Ω 9

Ω 9+1

(a)

Σ:

Ω 9

Ω 9+1

(b)

Σ:

Ω 9

Ω 9+1

(c)

Figura 1.5. Tipos de soluciones de la ecuación diferencial (1.1) en una superficie de discontinuidad Σ:

cuando el lado derecho es discontinuo: (a) movimiento de intersección transversal, (b) movimiento

deslizante atractor y (c) movimiento deslizante repulsor.

En el caso mostrado en la Figura 1.5b, las trayectorias concurren en pun-
tos de Σ: . Si una de estas trayectorias alcanza esta superficie en un instante
C = ) , entonces no es posible abandonarla, y la única posibilidad de extender
la solución para valores C > ) , es que la solución debe continuar a lo largo
de la superficie de discontinuidad. Se dice entonces que existe un desliza-

12



Capítulo 1. Elementos de ecuaciones diferenciales con lado derecho discontinuo

miento sobre Σ: , y la solución correspondiente tiene un movimiento en modo

deslizante. La única posibilidad de determinar trayectorias con movimiento
deslizante, requiere de poder definir de manera apropiada el lado derecho
de la ecuación diferencial (1.1) sobre la superficie Σ: .

Finalmente, en el esquema mostrado en la Figura 1.5c, una solución no
puede alcanzar la superficie de discontinuidad a menos que esta inicie sobre
ella. En este caso, la solución puede dejar la superficie en cualesquiera de sus
lados, puede permanecer sobre ella por siempre, o bien, permanecer sobre
ella por un tiempo finito y después abandonarla. El último caso es similar
al que se describió previamente. Una vez más, a fin de poder construir una
solución conmovimiento deslizante, se requiere definir demanera apropiada
el lado derecho de (1.1) sobre la superficie de discontinuidad Σ: .

En principio, no es claro cómo definir el lado derecho de la ecuación dife-
rencial (1.1) sobre la superficie de discontinuidad en cada uno de los casos
descritos, así como tampoco es claro el concepto de solución que se debe
emplear. Un método que resulta útil es el desarrollado por el matemático
ruso Aleksei Fedorovich Filippov (1923–2006).

1.2. Soluciones en el sentido de Filippov

En este apartado se presenta de forma breve la construcción de las solucio-
nes en el sentido de Filippov. Un análisis completo sobre dicha construcción
se puede consultar en Filippov (1988). El concepto involucra funciones ab-
solutamente continuas, cuyas propiedades se pueden consultar en Royden y
Fitzpatrick (2010).

Definición 1.1. Una función ~ : [0, 1] → R= es absolutamente continua si para
todo n > 0 existe X > 0 tal que si [01, 11], [02, 12], . . . , [0=, 1=] es una colección
finita de intervalos disjuntos dos a dos de [0, 1] tales que

∑=
:=1 |1: − 0: | < X ,

entonces
∑=

:=1 ‖~(1: ) −~(0: )‖ < n.

Un resultado sobre funciones absolutamente continuas que es equivalente
a la Definición 1.1 es el siguiente: una función ~ : [0, 1] → R

= es absoluta-

13
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mente continua si, y sólo si, existe una función h : [0, 1] → R
= integrable en el

sentido de Lebesgue tal que

~(C) = ~(0) +

∫ C

0

h(C) dC, C ∈ [0, 1],

ver Kolmogorov y Fomín (1975). Por lo tanto, una función absolutamente
continua ~ : [0, 1] → R= es diferenciable casi en todas partes sobre [0, 1] y,
en tal caso, se sigue que ¤~(C) = h(C) para casi todo C ∈ [0,1].

Se presenta a continuación la idea geométrica de los conceptos básicos
del estudio de ecuaciones diferenciales con lado derecho discontinuo. La ex-
posición es una adaptación de la referencia Dieci y Lopez (2009).

Se analiza el caso particular en el que existe una única superficie de dis-
continuidad Σ, de tal manera que el espacio de fases es dividido en dos sub-
conjuntos Ω− y Ω+. Por lo tanto, Ω = Ω− ∪ Σ ∪ Ω+ y Ω− ∩ Ω+ = ∅. En este
caso, la ecuación diferencial con lado derecho discontinuo se expresa por:

¤~ =

{
f−(~), ~ ∈ Ω−,

f+(~), ~ ∈ Ω+,
~(C0) = ~0, (1.5 ➤)

donde ~0 ∈ Ω r Σ. Se supone que la superficie de discontinuidad se define
por una función escalar indicadora ℎ : R= → R tal que

Σ = {~ ∈ R
= | ℎ(~) = 0} ,

y, por lo tanto,

Ω− = {~ ∈ R
= | ℎ(~) < 0} y Ω+ = {~ ∈ R

= | ℎ(~) > 0} .

La elección de la función escalar indicadora se hace de tal manera que esta
sea por lo menos dos veces diferenciable con segunda derivada continua, y
tal que ∇ℎ(~) ≠ 0 para todo ~ ∈ Σ. Bajo este supuesto, el vector normal
unitario n(~) que es perpendicular al plano tangente )~ (Σ) en ~ ∈ Σ es

n(~) =
∇ℎ(~)

‖∇ℎ(~)‖
, ~ ∈ Σ,

14
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n(~)

)~ (Σ) ~

Ω+

Ω−
Σ

Figura 1.6. Plano tangente a la superficie de discontinuidad.

como se muestra en la Figura 1.6. Se supone que n(~) es dirigido hacia Ω+.
Una suposición que se hace sobre las funciones f− y f+ es que estas de-

ben tener derivada continua en Σ ∪ Ω− y Σ ∪ Ω+, respectivamente, y que
tales funciones no se pueden extender de manera suave en los respectivos
complementos Ω+ y Ω−. También se supone que f−(~) y f+(~) no poseen
necesariamente punto alguno en común cuando ~ ∈ Σ.

La forma de definir el lado derecho de la ecuación diferencial (1.5) en el
punto ~ ∈ Σ depende, en primera instancia, de la situación práctica e inte-
rés que describa el modelo, y sobre todo, de la posibilidad de garantizar la
existencia y unicidad de soluciones. Una forma práctica de hacer esto consiste
en reemplazar la función del lado derecho en (1.5) por una extensión a una
función de múltiples valores, es decir, una función �f : Ω → 2Ω que asigna a
cada punto ~ ∈ Ω un conjunto �f (~) ⊂ Ω de la siguiente manera:

¤~ ∈ �f (~), ~(C0) = ~0, (1.6 ➤)

con

�f (~) =




{
f−(~)

}
, ~ ∈ Ω−,

co
[{
f−(~),f+(~)

}]
, ~ ∈ Σ,{

f+(~)
}
, ~ ∈ Ω+,

y donde co[�] denota la clausura del menor conjunto convexo cerrado que
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contiene a �, llamado casco convexo de Filippov. En el caso actual

co
[{
f−(~),f+(~)

}]
=

{
Ff (~) ∈ R

=
�� Ff (~) = (1 − U)f−(~) + Uf+(~), U ∈ [0, 1]

}
. (1.7 ➤)

La extensión del sistema (1.5) al sistema (1.6) es conocido como método

de regularización de Filippov1, y el sistema (1.6) es un caso particular de
una inclusión diferencial, es decir, un sistema dinámico que admite múltiples
dinámicas de un estado dado, las cuales se describen por

¤~ ∈ � (~), ~(C0) = ~0, (1.8 ➤)

donde~ : [C0, g] → R
= es una función absolutamente continua, ~0 es el esta-

do inicial del sistema dinámico, y � : R= → 2Ω es una función de múltiples
valores. Un análisis sobre el estudio de inclusiones diferenciales se puede
consultar en Aubin y Celina (1984) o Rios (2016).

La inclusión diferencial (1.6), y en general, toda inclusión diferencial de
la forma (1.8), posee una riqueza matemática más exquisita que el sistema
(1.5), debido a que el lado derecho de una inclusión diferencial brinda la
posibilidad de alojar más derivadas por cada estado del sistema y, como con-
secuencia, una inclusión diferencial puede admitir más de una solución por
cada condición inicial. Esta propiedad permite considerar una inclusión di-
ferencial como una herramienta útil en el estudio de sistemas dinámicos no
lineales y discontinuos, incluidos los sistemas dinámicos controlables.

1En general, el método de regularización de Filippov consiste en aplicar un operador funcional �f : Ω → 2Ω a

una función f : Ω → Ω definido por

�f (~) =
⋂

n>0

⋂

/⊂Ω
_ (/ )=0

co [f (�n (~) r / ) ] ,

donde _ denota la medida de Lebesgue y �n (~) = {z ∈ Ω | ‖z − ~ ‖ < n } denota la bola abierta de radio n > 0 y

centro ~ ∈ Ω. Cuando la función es definida por el lado derecho de la ecuación diferencial (1.5), la aplicación del

operador de Filippov conduce a la función de múltiples valores que define el lado derecho de la inclusión diferencial

(1.6), ver Biles y Spraker (1992) y Spraker y Biles (1994). El método de regularización de Filippov también es

conocido como método convexo de Filippov.
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Capítulo 1. Elementos de ecuaciones diferenciales con lado derecho discontinuo

El concepto de solución de la ecuación diferencial con lado derecho dis-
continuo (1.5) está relacionado con el concepto de solución de la inclusión
diferencial (1.6), y este se considera en el sentido de A. F. Filippov:

Definición 1.2. Una función~ : [C0, g] → R= absolutamente continua es solución
de la ecuación diferencial (1.5) en el sentido de Filippov, si para casi todo C ∈
[C0, g] se satisface la inclusión ¤~(C) ∈ � (~(C)), donde � es la función de múltiples
valores de la inclusión diferencial (1.8).

De la Definición 1.2 se sigue que puede existir un subconjunto de medida
nula # de [C0, g], en el sentido de Lebesgue, tal que ¤~(C) ∉ � (~(C)) para todo
C ∈ # .

Las condiciones bajo las cuales existe una solución de (1.5) con condición
inicial ~0 en Ω r Σ, y con la propiedad de que esta alcance la superficie de
discontinuidad en ~̂ ∈ Σ en un instante ) > C0, se obtienen por elegir apro-
piadamente de (1.6) un campo de direcciones mediante el cual sea posible
definir (1.5) de forma apropiada sobre la superficie de discontinuidad. La
forma de hacer esto no es única, en particular, cuando se consideran solu-
ciones en el sentido de Filippov, el método permite decidir qué hacer en tal
situación y cómo definir el campo vectorial.

Se elige ~̂ ∈ Σ y se considera el vector n(~̂) que posee dirección hacia Ω+

y que inicia sobre el plano )~̂ (Σ). En el punto de discontinuidad ~̂ ∈ Σ se
definen los límites laterales

f−(~̂) = ĺım
~∈Ω−

~→~̂

f−(~) y f+(~̂) = ĺım
~∈Ω+

~→~̂

f+(~),

y se supone que

n(~̂)⊤f−(~̂) ≠ 0 y n(~̂)⊤f+(~̂) ≠ 0.

Lo anterior significa que cada solución de la ecuación diferencial (1.5) no es
tangente a la superficie de discontinuidad en todo instante C ∈ [0, g].

Se obtienen los siguientes casos particulares.
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Movimiento de intersección transversal

Si en el punto de discontinuidad ~̂ ∈ Σ se satisface la desigualdad
(
n(~̂)⊤f−(~̂)

) (
n(~̂)⊤f+(~̂)

)
> 0,

entonces se obtiene la situación mostrada en la Figura 1.7 y el Ejemplo 1.2, y
se dice que la solución tiene un movimiento de intersección transversal. En tal
caso, cada solución de la ecuación diferencial (1.5) en el sentido de Filippov
que no inicia en Σ, y que alcanza esta superficie en un instante ) > C0, existe
y es única para todo C > ) , a condición de no existir movimientos deslizantes
sobre Σ. Esto se sigue de observar que el conjunto # = {C ∈ [0, g] | ~(C) ∈ Σ}
es de medida nula siempre que no existan deslizamientos sobre Σ, ver la
Figura 1.7.

)~̂ (Σ)

Ω+

Ω−
Σ

~̂

n(~̂)

Figura 1.7. Intersección de tipo transversal de las soluciones en la superficie de discontinuidad.

Si la superficie de discontinuidad no se alcanza en un instante finito por
una solución de la ecuación diferencial (1.5), entonces esta también es úni-
ca, de acuerdo al Teorema de Picard, el cual da condiciones sobre existencia
y unicidad de soluciones de ecuaciones diferenciales con lado derecho con-
tinuo, ver Sotomayor (1979).
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Movimientos deslizantes atractor y repulsor

Si en un punto de discontinuidad ~̂ ∈ Σ se satisface la desigualdad
(
n(~̂)⊤f−(~̂)

) (
n(~̂)⊤f+(~̂)

)
< 0,

entonces se tiene un modo deslizante en ~̂. La desigualdad se debe a dos
situaciones: movimiento deslizante atractor y/o movimiento deslizante re-
pulsor.

)~̂ (Σ)

Ω+

Ω−
Σ

Ff (~̂)

n(~)

Figura 1.8. Atracción de las soluciones a la superficie de discontinuidad.

Movimiento deslizante atractor. Si la desigualdad resultante se obtiene
como consecuencia de n(~̂)⊤f−(~̂) > 0 y n(~̂)⊤f+(~̂) < 0 para ~̂ ∈ Σ, en-
tonces se obtiene un movimiento deslizante atractor, ver la Figura 1.8 y el
Ejemplo 1.3. En tal caso, toda solución que inicie fuera de la superficie de
discontinuidad Σ y la alcance en un instante finito ) > C0, esta será absor-
bida por dicha superficie en todo instante posterior. Lo anterior se logra si
se define el campo vectorial sobre Σ de acuerdo a la relación (1.7), es decir,
por considerar el campo vectorial Ff : Σ → Σ en (1.6) definido mediante la
expresión

Ff (~̂) = (1 − U (~̂))f−(~̂) + U (~̂)f+(~̂), ~̂ ∈ Σ,

donde U (~̂) ∈ [0, 1] es el valor para el cual Ff (~̂) debe estar en el plano
tangente )~̂ (Σ) de Σ en ~̂, es decir, donde n(~̂)⊤Ff (~̂) = 0. Por lo tanto,
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tomando esto en consideración, se obtiene

U (~̂) =
n(~̂)⊤f−(~̂)

n(~̂)⊤
(
f−(~̂) − f+(~̂)

) .

Bajo tal consideración, se puede definir de manera apropiada el campo vec-
torial de la ecuación diferencial (1.5) sobre la superficie de discontinuidad,
la cual puede ser reemplazada por la nueva ecuación diferencial

¤~ =




f−(~), ~ ∈ Ω−,

Ff (~), ~ ∈ Σ,

f+(~), ~ ∈ Ω+,

~(C0) = ~0 .

La solución de la ecuación anterior en el sentido de Filippov es única sola-
mente para todo C > C0.

Movimiento deslizante repulsor. Como complemento a unmodo deslizante
atractor, si resultan las desigualdades n(~̂)⊤f−(~̂) < 0 y n(~̂)⊤f+(~̂) > 0
cuando ~̂ ∈ Σ, entonces se obtiene un movimiento deslizante repulsor, ver
la Figura 1.9 y el Ejemplo 1.4. Un modo deslizante repulsor no conduce a
unicidad de soluciones cuando la solución del sistema comienza sobre la
superficie de discontinuidad, tal solución puede ingresar indistintamente a
Ω− como a Ω+ en cualquier instante. Cuando la solución comienza fuera de
la superficie de discontinuidad, la solución del sistema (1.6) es única.

1.3. Intersección transversal y la selección de norma mínima

Se observa de los casos descritos que, al considerar soluciones que cruzan
una superficie de discontinuidad de forma transversal, el problema se puede
abordar de forma práctica e intuitiva, mientras que toda solución en modo
deslizante requiere un tratamiento especial. En realidad, la implementación
práctica de un método para determinar soluciones en modo deslizante en
un sistema dinámico puede no ser una tarea fácil de resolver, tal como se
muestra en Utkin (1992).
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)~ (Σ)

Ω+

Ω−
Σ

Ff (~̂)

n(~)

Figura 1.9. Repulsión de las soluciones a la superficie de discontinuidad.

Desde el punto de vista metodológico, todas las soluciones que cruzan una
superficie de discontinuidad de forma transversal no presentan ningún pro-
blema en determinar una solución en el sentido de Filippov, ya que en tales
puntos es suficiente con “pegar” dos soluciones definidas en dos conjuntos
adyacentes a una superficie de discontinuidad. El procedimiento de hacer
una selección en una función de múltiples valores que permita “pegar” tales

soluciones, resulta útil en muchos casos, ya que permite definir de manera
apropiada el campo vectorial de (1.5) en el punto de discontinuidad. En este
apartado se presenta de manera breve este procedimiento y la importancia
del mismo.

De acuerdo con el método de regularización en el sentido de Filippov se
sigue que � (~) = {f (~)} para todo ~ ∈ Ω− ∪Ω+. Por lo tanto, en el conjunto
Ω− ∪ Ω+ las soluciones de (1.5) y (1.6) deben coincidir, mientras que en
la superficie de discontinuidad Σ, se puede considerar un nuevo problema
de valores iniciales de tal manera que el correspondiente lado derecho debe
ser un elemento de la función de múltiples valores (1.7), es decir, tal que la
dinámica de este nuevo problema de valores iniciales esté comprendida en
el conjunto de dinámicas de la inclusión diferencial (1.6). Se puede suponer
que la elección de este nuevo problema de valores iniciales debe cumplir las
siguientes dos características:

El lado derecho de este nuevo problema debe ser una función univa-
luada y estar definida en el dominio de f .
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La solución de este nuevo problema debe ser solución de la inclusión
diferencial (1.6) en el sentido de Filippov.

La elección del lado derecho que satisface estas dos propiedades es llama-
do una selección de la función de múltiples valores. De manera más precisa:

Definición 1.3. Una función 6 : 2Ω → Ω se llama función selección de la función
de múltiples valores � : Ω → 2Ω, si para todo ~ ∈ Ω se cumple 6(~) ∈ � (~).

La existencia de selecciones es, en principio, una consecuencia directa del
axioma de elección y la existencia de una función de elección, cuyo resultado
se puede enunciar de la siguiente manera, ver Munkres (2002).

Lema 1.1. (Existencia de una función de elección). Dada una familia B de
conjuntos no vacíos (no necesariamente disjuntos), existe 6 : B →

⋃
�∈B � tal

que se satisface 6(�) ∈ � para cada � ∈ B.

Una función de múltiples valores � : Ω → 2Ω admite, en general, diferen-
tes selecciones, cada una de las cuales da origen a una ecuación diferencial
distinta que posee solución en el sentido de Filippov. Un caso particular que
se puede emplear es la función selección de norma mínima:

<[� ] (~) =

{
u ∈ � (~)

���� ‖u‖ = mı́n
z∈� (~)

‖z‖

}
, (1.9 ➤)

ver Marius–Florin (2001). El empleo de la selección de norma mínima per-
mite definir una nueva ecuación diferencial asociada a (1.5):

¤~ =<[� ] (~), ~ ∈ Ω, ~(C0) = ~0.

Esta ecuación diferencial posee solución única si el campo vectorial cruza de
manera transversal una superficie de discontinuidad, de acuerdo a la teoría
de regularización de Filippov. El siguiente ejemplo muestra esta situación.

Ejemplo 1.5. Se considera un caso particular de la ecuación diferencial
con lado derecho discontinuo discutida en el Ejemplo 1.2:

¤~ = 2 − sign(~), ~(0) = −1, (1.10 ➤)
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donde Ω = R. La inclusión diferencial que extiende la ecuación diferencial
anterior en el sentido de Filippov es

¤~ ∈ �sign (~) =




{3} , ~ < 0,

[1, 3], ~ = 0,

{1} , ~ > 0

~(0) = −1.

La selección de norma mínima conduce a la ecuación diferencial con lado
derecho discontinuo:

¤~ =<[�sign] (~) =

{
3, ~ < 0,

1, ~ ≥ 0,
~(0) = −1. (1.11 ➤)

Las gráficas de la función de múltiples valores �sign y la selección de norma
mínima<[�sign] se muestran en la Figura 1.10.

Se observa que el empleo de la selección de normamínima en esta función
de múltiples valores implica definir sign(0) = 1.

Por otra parte, de acuerdo al análisis que se ha realizado en el Ejem-
plo 1.2, se puede concluir que la solución en el sentido de Filippov de la
ecuación diferencial (1.11) se expresa por

~(C) =

{
3C − 1, C < 1

3 ,

C − 1
3 , C ≥ 1

3 ,

la cual es absolutamente continua y definida para todo C ≥ 0. Además, de
manera directa se puede comprobar que esta función es también solución en
el sentido de Filippov de la ecuación diferencial (1.10).

Unamirada hacia atrás valemás que una hacia ade-
lante.

Arquímedes (287–212 a.C.)
Matemático griego

El procedimiento descrito se puede generalizar al caso en que el lado
derecho de la ecuación diferencial

¤~ = f (~), ~(C0) = ~0,
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-2 -1 0 1 2

-1

0

1

2

3

4

~

�sign (~)

-2 -1 0 1 2

-1

0

1

2

3

4

~

<[�sign] (~)

Figura 1.10. Gráficas de la función de múltiples valores �sign (~) y la selección de norma mínima

<[�sign] (~) en el Ejemplo 1.5.

permite determinar soluciones que poseen intersecciones de tipo transversal
sobre diferentes superficies de discontinuidad. En tal situación, es posible
establecer un método para construir una solución en el sentido de Filippov.
El procedimiento se presenta en Pontryagin et al. (1962) y se resume como
sigue.

Se supone que el lado derecho es una función discontinua en un conjunto
finito de puntos � =

{
p1, . . . ,p<

}
que generan< superficies de discontinui-

dad Σ1, . . . , Σ< en Ω y B regiones Ω1, Ω2, . . . ,ΩB ⊂ Ω. En estas condiciones,
existe una única solución definida en Ω1 que cruza de forma transversal la su-
perficie Σ1, y tal que la condición inicial cumple ~(C0) = p0, donde p0 ∈ Ω1.
Esta solución es continua y diferenciable en un intervalo C0 < C < C1, donde
C1 es algún instante en el que se satisface la inclusión

~(C1) = p1 ∈ Σ1 = mΩ1 ∩ mΩ2.

Ahora bien, el punto p1 se puede considerar como condición inicial para la
ecuación diferencial definida en el conjunto Ω2, de manera que es posible
determinar una única solución en algún intervalo C1 < C < C2, donde C2 es
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algún instante en el que se cumple

~(C2) = p2 ∈ Σ2 = mΩ2 ∩ mΩ3.

Luego, esta solución es continua y diferenciable en el intervalo C1 < C < C2,
lo cual permite extender la solución definida en el intervalo C0 < C < C2 que
es continua y diferenciable a trozos. Este procedimiento se puede repetir en
todos los puntos de discontinuidad a fin de obtener una solución absoluta-
mente continua.

El procedimiento descrito es de utilidad, en particular, en el estudio sobre
la existencia de movimientos periódicos de ecuaciones diferenciales con lado
derecho discontinuo. La posibilidad de tener éxito en esta tarea depende del
problema de poder dividir el espacio de fases Ω en regiones Ω1, . . . , ΩB , en
cada una de las cuales, la ecuación diferencial posee soluciones que cruzan
de forma transversal las superficies de discontinuidad, y que en cada una
de estas regiones, exista al menos una solución que se pueda determinar de
tal manera que, durante la transición de un punto de una región a otra, la
solución correspondiente definida en una región Ω: se pueda “pegar” con la

solución definida en otra región Ω:+1 adyacente.
En el siguiente apartado se considera una breve descripción de dicha téc-

nica.

1.4. Método de transformaciones puntuales en el plano

Algunos aspectos sobre la estructura de las trayectorias de un sistema diná-
mico descrito por una ecuación diferencial con lado derecho discontinuo, se
pueden analizar al investigar la conducta de los puntos de cruce de las tra-
yectorias con las superficies de discontinuidad. La sucesión de estos puntos
define cierta transformación puntual, cuyo estudio proporciona información
sobre la conducta de las trayectorias. Esto significa que las propiedades re-
lacionadas con la estructura de las soluciones de la ecuación diferencial, se
pueden poner en correspondencia con las propiedades de la estructura de
la transformación puntual. El análisis de esta correspondencia es conocido
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como método de las transformaciones puntuales y, a menudo, se emplea para
determinar soluciones periódicas, o ciclos límite, en una ecuación diferencial.

En este apartado se describe de manera breve el método de las transfor-
maciones puntuales para ecuaciones diferenciales con lado derecho discon-
tinuo definidas en el plano. La exposición ha sido adaptada principalmente
de las referencias: Andronov y Chaikin (1949), Andronov et al. (1966) y Bu-
tennin et al. (1987).

Se considera la ecuación diferencial

¤~1 = ~2, ~1 (0) = U,

¤~2 = 6(~1, ~2, D (C)), ~2 (0) = V,
(1.12 ➤)

donde D (C) es una función que pertenece al conjunto

UX = {D (C) ∈ PC(R) | |D (C) | ≤ X} .

Aquí PC(R) denota el conjunto de funciones continuas a trozos definidas
en R y X > 0 es una constante dada.

Se supone que por cada elección D (C) ∈ UX que se realice, existe B ∈ N tal
que el espacio de fases Ω ⊂ R

2 de la ecuación diferencial (1.12) es dividido
por una colección finita de conjuntos abiertos Ω1, Ω2, . . . , ΩB no vacíos tales
que, para cada : ∈ {1, 2, . . . , B}, la restricción de 6 al conjunto Ω: es una
función continua.

Como caso particular se considera el caso B = 2. Por lo tanto, se supone
que para cierta elección D̂ (C) ∈ UX , el espacio de fases es dividido por dos
conjuntos Ω− y Ω+, cuya frontera en común define una superficie de dis-
continuidad Σ ⊂ Ω en la cual 6 es discontinua, pero tal que 6 satisface una
condición de Lipschitz sobre los conjuntos Ω− y Ω+. Se supone también que
bajo la elección de la función D̂ (C) ∈ UX , la correspondiente ecuación dife-
rencial (1.12) posee soluciones periódicas en el sentido de Filippov y que, por
cada condición inicial, las soluciones cruzan la superficie de discontinuidad
de forma transversal.

Se elige

p0 =

(
U0
V0

)
∈ Σ
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como condición inicial para el sistema de ecuaciones diferenciales (1.12), de
tal suerte que se obtiene un problema de Cauchy que admite solución única
en Ω+, la cual se denota por

~̂D̂ (C) =

(
~1(C)
~2(C)

)
, C ≥ 0.

Sea C1 > 0 el instante en el cual la solución satisface ~̂D̂ (C1) = p1 ∈ Σ. El
punto p1 es llamado sucesor de p0, como se muestra en la Figura 1.11. Si
ahora se considera p1 ∈ Σ como condición inicial de la ecuación diferencial
(1.12), entonces se obtiene nuevamente un problema de Cauchy que admite
solución única definida en Ω−. Sea ahora C2 > C1 el instante en el que la
solución cumple por tercera vez la inclusión ~̂D̂ (C2) = p2 ∈ Σ. Entonces p2
será un sucesor de p1, como se muestra nuevamente en la Figura 1.11. Si
durante el movimiento posterior de la solución de (1.12), la trayectoria corta
de forma consecutiva la superficie de discontinuidad, se dice que el punto p0
tiene sucesores. De acuerdo con el teorema sobre la dependencia continua de
la solución con respecto a las condiciones iniciales, ver Sánchez (1968), todos
los puntos suficientemente próximos a p0 en la superficie de discontinuidad
también tienen sucesores.

Γ0

~1

~2

p0

p1

p2

p3

Ω+

Ω−

Σ

Figura 1.11.Geometría del método de las transformaciones puntuales en el plano.

Este procedimiento permite definir la función secuencial � : Σ → Σ por
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Capítulo 1. Elementos de ecuaciones diferenciales con lado derecho discontinuo

medio de la relación de recurrencia

p=+1 = � (p=), = ∈ N. (1.13 ➤)

Esta función define una transformación puntual de la superficie de disconti-
nuidad Σ en sí misma, la cual describe la correspondencia que existe entre
un punto inicial p0 y sus sucesores p: con : ≥ 1.

Si dentro del conjunto de soluciones de la ecuación diferencial (1.12)
existe un ciclo límite simple Γ =

{
~̂D̂ (C) ∈ R2

�� 0 ≤ C ≤ g?
}
⊂ Ω de periodo

g? > 0, es decir, existe una función ~̂D̂ : [0, g?] → Ω que satisface la propie-
dad ~̂D̂ (0) = ~̂D̂ (g?), y tal que ~̂D̂ (C1) ≠ ~̂D̂ (C2) siempre que 0 < C1 < C2 < g? ,
y si se elige un punto p∗ ∈ Γ ∩ Σ como condición inicial de la ecuación dife-
rencial (1.12), entonces él debe coincidir con su sucesor, y con cada uno de
sus : sucesores, es decir,

p∗
= (� ◦ · · · ◦ �︸      ︷︷      ︸

: veces

) (p∗)

Se sigue de esta observación que la búsqueda de trayectorias cerradas, o
ciclos límite, se reduce a la búsqueda de puntos fijos de la transformación
puntual � .

En el caso de existir ciclos límite, el tipo de estabilidad del punto fijo
determina la estabilidad del correspondiente ciclo límite2. En efecto, si se
supone que (1.12) posee un ciclo límite asintóticamente estable, entonces la
trayectoria solución tiende hacia el ciclo límite cuando C → ∞ y, por lo tanto,
la correspondiente sucesión {p=}=∈N descrita por (1.13) tendrá como punto
límite el punto fijop∗. Demanera recíproca, de la convergencia de la sucesión
{p=}=∈N hacia el punto fijo p∗, se desprende que la trayectoria solución,
correspondiente a ella, tenderá hacia el ciclo límite conforme C → ∞. En la
Figura 1.12 se muestra el esquema que describe esta correspondencia.

El mismo análisis puede efectuarse en el caso de un punto fijo inestable.

2En la teoría de sistemas dinámicos discretos, un punto p∗ ∈ Σ es llamado estable, si para n > 0 dado, es

posible hallar X > 0 tal que si p0 ∈ Σ y ‖p∗ − p0 ‖ < X , entonces ‖�= (p0) − p∗ ‖ < n para todo = ∈ N. Si el punto

p∗ ∈ Σ es estable y además �= (p0) → p∗ cuando = → ∞, el punto p∗ es llamado asintóticamente estable, ver

Elaydi (2005).
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p0p1p2p∗ Σ

Figura 1.12. Correspondencia estructural entre la estabilidad de un punto fijo de la función secuencial

y la estabilidad de un ciclo límite de una ecuación diferencial.

En muchos problemas es imposible obtener en forma explícita la función
secuencial y, por lo tanto, no es fácil determinar la estabilidad de sus puntos
fijos y, además, en una situación menos favorable, no siempre es fácil saber
si tal transformación posee al menos un punto fijo.

1.4.1. Una aplicación del método de transformaciones puntuales

Como aplicación del método de las transformaciones puntuales se conside-
ra el estudio de un sistema de ecuaciones diferenciales de segundo orden
con lado derecho discontinuo, el cual corresponde a una adaptación de un
modelo que se discute en Roitemberg (1971):

¤~1 = ~2,

¤~2 = −l2~1 − 2`~2 +D (C),
(1.14 ➤)

donde la perturbación externa corresponde a la función escalón definida por

D (C) =

{
l2, ~2 (C) > 0,

0, ~2 (C) ≤ 0.

Se observa que bajo la definición de la función D (C), el sistema de ecuacio-
nes diferenciales (1.14) posee soluciones en el sentido de Filippov, ya que
<[�D] (C) =

1
2l

2(1 + Sign(~2(C))) describe la selección de norma mínima
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para la función D (C), donde

Sign(~(C)) =

{
1, ~(C) > 0,

−1, ~(C) ≤ 0,

es decir, D (C) = 1
2l

2(1 + Sign(~2(C))).
Se elige la desigualdad 0 < ` < l a fin de que el sistema de ecuaciones

diferenciales homogéneo asociado a (1.14) posea soluciones periódicas en el
sentido de Filippov.

De la definición de la función escalón, el espacio de fases Ω = R
2 se

descompone en los conjuntos

Ω+ =
{
(~1,~2) ∈ R

2
�� ~2 > 0

}
, Ω− =

{
(~1, ~2) ∈ R

2
�� ~2 < 0

}
,

Σ =
{
(~1, ~2) ∈ R

2
�� ~2 = 0

}
.

Se observa que esta descomposición define sobre Ω− y Ω+ dos sistemas de
ecuaciones diferenciales lineales que poseen solución única por cada condi-
ción inicial que se elija sobre Ω− u Ω+. Se elige p0 como

p0 =

(
U0
0

)
,

donde U0 > 0. Es claro que p0 ∈ Σ. Si se analiza el vector gradiente de las
trayectorias solución ~D (C) = (~1(C),~2 (C))

⊤ sobre los puntos de cruce con la
superficie de discontinuidad, es decir, sobre puntos de la forma

p= =

(
~1(C=)

0

)
∈ Σ,

donde C= ≥ 0 es un instante para el cual se cumple ~D (C=) = p=, se sigue que
el vector gradiente de la trayectoria solución es

∇~(C=) =

(
0

−l2~1 (C=)

)
,

lo cual muestra que las soluciones de la ecuación diferencial (1.14) cruzan
de forma transversal la superficie de discontinuidad, es decir, no existen so-
luciones en movimiento deslizante sobre ella.
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Se determinan ahora, por separado, las soluciones sobre los conjuntos Ω−

y Ω+ por considerar de manera apropiada las condiciones iniciales sobre la
superficie de discontinuidad.

De acuerdo con las condiciones iniciales ~1 (0) = U0 y ~2 (0) = 0, se sigue
que el signo de ~2 es negativo, ya que ¤~2 (0) = −l2U0 < 0. De esta manera,
se considera el sistema de ecuaciones diferenciales (1.14) como el siguiente
problema de Cauchy:

¤~1 = ~2, ~1 (0) = U0,

¤~2 = −l2~1 − 2`~2, ~2 (0) = 0.

La solución de este sistema es definida en Ω− y, dado que esta es oscilatoria,
se espera que tal solución intersecte nuevamente la superficie de discontinui-
dad en algún C1 > 0. En efecto, ya que la forma paramétrica de esta solución
se expresa por

~1 (C) = U04
−`C

(
cos(oC) +

`

o
sin(oC)

)
,

~2 (C) = −

(
`2

o
+ o

)
U04

−`C sin(oC),
(1.15 ➤)

donde

o =

√
l2 − `2 .

La segunda expresión en (1.15) muestra que ~2(C) < 0 para todo C ∈ (0, C1),
donde

C1 =
c

o
.

Se observa que en el instante C = C1 se satisfacen las siguientes condiciones
de contorno ~1 (C1) = −U1 < 0 y ~2 (C1) = 0, donde

U1 = �U0, � = exp
(
−
c`

o

)
, (1.16 ➤)

como se muestra en la Figura 1.13.
Por lo tanto, si se define

p1 =

(
−U1
0

)
,
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~1

~2

Σ

U0−U1

Ω+

Ω−

Figura 1.13. Trayectoria solución en el plano de fases.

entonces p1 ∈ Σ. Este nuevo punto se puede considerar como condición ini-
cial de la ecuación diferencial definida en Ω+. Se procede de manera análoga
para hallar la solución de (1.14) en esta región.

Para valores C ≥ C1 pertenecientes a un intervalo específico, el signo de la
coordenada ~2 es positivo, por lo tanto, de (1.14) se obtiene el sistema de
ecuaciones diferenciales

¤~1 = ~2, ~1 (C1) = −U1

¤~2 = −l2~1 − 2`~2 +l
2 ~2 (C1) = 0,

cuya solución definida en el conjunto Ω+ se expresa en la forma

~1 (C) = −(U1 + 1)4−` (C−C1)
(
cos

(
o (C − C1)

)
+
`

o
sin

(
o (C − C1)

))
+ 1,

~2 (C) =
l2

o
(U1 + 1)4−` (C−C1) sin

(
o (C − C1)

)
.

(1.17 ➤)

Se puede observar que ~2(C) > 0 para todo C ∈ (C1, C2), donde

C2 =
2c
o

.

En este caso, para el instante C2 se satisface ~1(C2) = U2 > 0 y ~2(C2) = 0,
donde

U2 = �U1 + 1 +�. (1.18 ➤)
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Las expresiones (1.15) y (1.17) describen un periodo de la trayectoria
solución, tal como se muestra en la Figura 1.14, cuya dependencia sobre
las amplitudes U0, U1 y U2 se describe por las ecuaciones (1.16) y (1.18).
De las ecuaciones (1.15) y (1.17) se observa que para periodos posteriores,
dicha dependencia sobre la solución se seguirá presentando para amplitudes
posteriores.

~1

~2

Σ

U0
−U1 U2

Ω+

Ω−

Figura 1.14. Trayectoria solución en el plano de fases.

Si se designa
�1 (U0, U1) = U1 −�U0,

�2 (U2, U1) = �U1 − U2 + 1 +�,
(1.19 ➤)

entonces las ecuaciones (1.17) y (1.20) corresponden a las soluciones del
sistema simultáneo

�1(U0, U1) = 0,

�2(U2, U1) = 0.
(1.20 ➤)

El sistema de ecuaciones (1.20) representa el método de transformacio-
nes puntuales p2=+2 = � (p2=) para la ecuación diferencial (1.14), el cual
ayuda a transformar cada punto p= = (U2=, 0)⊤ ∈ Σ en un nuevo punto
p=+1 = (U2=+2, 0)⊤ ∈ Σ en cada =-ésimo periodo de oscilación que es des-
crito por las expresiones (1.15) y (1.17), en las cuales se deben sustituir las
constantes U0 y U2 por U2= y U2=+2, respectivamente.

Las ecuaciones del sistema (1.20) se pueden considerar como rectas sobre
los planos U0U1 y U2U1 tal como se muestran en la Figura 1.15. Estas rectas,
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junto con la transposición de los planos U0U1 y U2U1, se intersectan en el
punto de coordenadas U∗

0 = U∗
2 = ? y U∗

1 = @, donde ? y @ son las soluciones
del sistema (1.20), es decir,

? =
1

1 −�
, @ =

�

1 −�
. (1.21 ➤)

U0, U2

U1

�1 (U0, U1) = 0

�2(U2, U1) = 0

?

@

Figura 1.15. Diagrama de Lamerais del sistema (1.19).

El valor ? es el punto invariante del método de las transformaciones pun-
tuales, es decir, si U0 = ?, entonces el valor de la amplitud después de comple-
tar un ciclo de la solución será nuevamente U2 = ?, es decir, se describe una
trayectoria cerrada en el plano de fases. La solución del sistema de ecua-
ciones diferenciales (1.14) describirá entonces una función periódica cuyo
periodo es C2 = 2C1. Se destaca que las cantidades ? y @ dependen sólo de los
parámetros del sistema y no de las condiciones iniciales.

Se analiza ahora el comportamiento de la trayectoria en una vecindad por
considerar una variación U0 = ? +XU0 con XU0 finito. Se tiene que U1 = @ +XU1
y U2 = ? + XU2 , donde XU1 y XU2 son también finitos.

Como el sistema de ecuaciones (1.20) describe una sucesión de amplitu-
des, se obtiene

�1 (? + XU0, @ + XU1) = 0,

�2 (? + XU2, @ + XU1) = 0.

Después de desarrollar este sistema en una serie de Taylor alrededor del
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punto (?, @)⊤ se obtiene

�1 (?, @) + XU0
m�1

mU0
(?, @) + XU1

m�1

mU1
(?, @) + · · · = 0,

�2(?, @) + XU2
m�2

mU2
(?, @) + XU1

m�2

mU1
(?, @) + · · · = 0.

Ahora bien, ya que las transformaciones �1 y �2 son lineales y cumplen la
siguiente igualdad: �1 (?, @) = �2 (?, @) = 0, se obtiene

XU0
m�1

mU0
(?, @) + XU1

m�1

mU1
(?, @) + · · · = 0,

XU2
m�2

mU2
(?, @) + XU1

m�2

mU1
(?, @) + · · · = 0.

Por otra parte, de (1.19) se obtiene

m�1

mU0
(?, @) = −�,

m�1

mU1
(?, @) = 1,

m�2

mU2
(?, @) = −1,

m�2

mU1
(?, @) = �,

y, por lo tanto, el sistema anterior se reduce a

−�XU0 + XU1 = 0,

−XU2 +�XU1 = 0,

de donde se desprende que XU2 = �2XU0 . Después de iterar esta relación por
= periodos se obtiene la relación de recurrencia

XU2=+2 = �2=+2XU0,

y debido a que 0 < � < 1, finalmente resulta

ĺım
=→∞

XU2=+2 = 0, (1.22 ➤)

lo cual muestra que la sucesión de amplitudes de las oscilaciones tienden a
los valores descritos en (1.21).
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U0
~1

~2

Σ

�

?

−@

Figura 1.16. Ilustración del ciclo límite del sistema de ecuaciones diferenciales (1.14).

Como conclusión, se puede observar que el método de las transformacio-
nes puntuales muestra que la trayectoria solución de la ecuación diferencial
(1.14), obtenida al considerar, por ejemplo, las condiciones iniciales inva-
riantes

p∗
=

(
?

0

)
,

describe un ciclo límite � que es asintóticamente y orbitalmente estable, co-
mo se muestra en la Figura 1.16, y cuya representación paramétrica a trozos
se describe por

h(C) =

(
ℎ1(C)
ℎ2(C)

)
, C ∈ [0, 2C1], (1.23 ➤)

donde

ℎ1(C) =

{
?51 (C), C ∈ [0, C1),

−(@ + 1) 51(C − C1) + 1, C ∈ [C1, 2C1],

ℎ2(C) =

{
−?52 (C), C ∈ [0, C1),

(@ + 1) 52(C − C1), C ∈ [C1, 2C1] .

51(C) = 4−`C
(
cos(oC) +

`

o
sin(oC)

)
, 52(C) =

l2

o
4−`C sin(oC) .

La función h definida en (1.23) es continua y suave a trozos en [0, 2C1], ya
que no es diferenciable en C1.
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Resulta de la definición de la sucesión {XU2=+2}=∈N y de la relación (1.22),
que la región de atracción de la trayectoria cerrada � coincide con el plano
de fases. Por lo tanto, el ciclo límite � parametrizado por (1.23) es asin-
tóticamente y orbitalmente estable. El siguiente ejemplo muestra de forma
numérica los resultados.

Ejemplo 1.6. Como caso particular para el sistema (1.14) se suponen los
valores de los parámetros ` = 0.1 y l = 0.8. Para estos valores se obtiene
o ≈ 0.793725, ? ≈ 3.059400 y @ ≈ 2.059400.

En la Figura 1.17 se muestran las trayectorias solución con condiciones
iniciales p0 = (1, 0)⊤ y p̂0 = (4, 0)⊤, las cuales convergen asintóticamente y
orbitalmente al ciclo límite �.

El periodo de oscilación de la función h cumple el estimado 2C1 ≈ 7.91607.
Finalmente, resulta que el ciclo límite no es simétrico respecto al eje ~1 = 0,
lo cual se sigue de observar que los puntos p∗

− = (−@, 0)⊤ y p∗
+ = (?, 0)⊤ no

son simétricos.

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

-3

-2

-1

0

1

2

3

~1

~2

p0 p̂0

Ω+

Ω−

Σ

Figura 1.17. Trayectorias del Ejemplo 1.6 que convergen al único ciclo límite � .
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Las semillas son invisibles. Duermen en el secreto
de la tierra hasta que a una de ellas se le ocurre
despertarse... Entonces se estira y, tímidamente al
comienzo, crece hacia el sol una encantadora briz-
nilla inofensiva. Si se trata de una briznilla de raba-
nito o de rosal, se la puede dejar crecer como ella
quiera.

El Principito

Antoine de Saint-Exupéry (1900–1944)
Aviador y escritor francés
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2
Conjuntos de alcanzabilidad de
ecuaciones diferenciales lineales

Estoy cada vez más convencido de que la necesidad
de nuestra geometría no puede ser demostrada por
el intelecto humano.

Carl Friedrich Gauss (1777–1855)
Matemático, físico y astrónomo alemán

Resumen

Se presenta un método que permite determinar de forma explícita la frontera del
conjunto de alcanzabilidadQ() ) de una ecuación diferencial de orden dos en la que
existe incertidumbre debido a la presencia de perturbaciones externas. Se muestra
que la frontera del conjunto de alcanzabilidad Q() ) converge a un ciclo límite
máximo � cuando se toma el límite ) → ∞.

2.1. Introducción

Se supone definida una familia de sistemas de ecuaciones diferenciales que
admite una perturbación externa D (C):

¤~ = �~ + bD (C), ~ (0) = ~0, ~ (C) ∈ R
=, (2.1 ➤)

donde � = (08 9 ) es una matriz constante de tamaño = × =, b = (18) es un
vector constante de tamaño = × 1, y D (C) es una función que satisface la
inclusión funcional: D (C) ∈ UX , donde

UX = {D (C) ∈ PC(R) | |D (C) | ≤ X} , (2.2 ➤)
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y donde X > 0 es una constante. Un interés particular al considerar un aná-
lisis sobre las soluciones de los elementos de la familia de ecuaciones dife-
renciales (2.1)–(2.2) es el siguiente.

Se supone el sistema de ecuaciones diferenciales con condiciones iniciales

¤~ = �~, ~(0) = ~0, (2.3 ➤)

con la característica de que su solución debe satisfacer algún requerimiento
deseado. Por ejemplo, se puede requerir que la solución ~(C) del sistema de
ecuaciones diferenciales (2.3) tome algún valor dado p ∈ R

= en un instante
): > 0, el cual puede ser fijo o no, es decir, tal que ~():) = p. En tal situa-
ción, se puede considerar perturbar el sistema de ecuaciones diferenciales
(2.3) con alguna función D (C) ∈ UX que permita efectuar dicha tarea, y así,
obtener un caso particular del sistema de ecuaciones diferenciales (2.1), con
ayuda del cual, la solución asociada a la perturbación externa D (C) ∈ UX

cumpla la tarea requerida: ~D ():) = p. Los elementos (2.1) que se obtienen
al considerar cada perturbación externa D (C) ∈ UX , conforman la familia de
sistemas de ecuaciones diferenciales (2.1)–(2.2). La funciónD (C) ∈ UX se lla-
ma perturbación externa y el conjuntoUX se llama conjunto de perturbaciones
externas admisibles.

El concepto de controlabilidad permite determinar si la solución del siste-
ma de ecuaciones diferenciales (2.1)–(2.2) tiene la propiedad de poder ser
trasladada, con la ayuda de alguna perturbación D (C) ∈ UX , desde un esta-
do inicial ~0 ∈ R= a un estado final p ∈ R= en un instante finito, como se
muestra en la Figura 2.1a. Se observa que, en general, para cada elección
D (C) ∈ UX distinta, el estado final al que se llega es también distinto, tal
como se muestra en la Figura 2.1b.

Existe un criterio que permite determinar cuándo un sistema puede ser
transferido desde un punto inicial a un punto dado. Este criterio hace uso
de la matriz de controlabilidad, la cual desempeña un papel importante en
la teoría de los sistemas controlables1.

1Una introducción a los sistemas controlables se puede consultar en Pontryagin et al. (1962), Lee y Markus

(1967) y Macki y Strauss (1982).
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~0
p

(a)

~0
p

Q

(b)

Figura 2.1. Esquema del concepto de controlabilidad.

Definición 2.1. La matriz * = (b, �b, . . . , �=−1b) es llamada matriz de controla-

bilidad de la familia de sistemas de ecuaciones diferenciales (2.1)–(2.2).

Dos preguntas surgen de forma natural respecto al concepto de controla-
bilidad: ¿si ~0 ∈ R= es fijo, cuáles son los puntos p ∈ R= a los que se puede
llegar utilizando soluciones ~D (C) que son asociadas a alguna perturbación
externa D (C) ∈ UX?, y ¿cuáles son las propiedades que tiene el conjunto
resultante? A dicho conjunto se le conoce como conjunto de alcanzabilidad

de la familia de sistemas de ecuaciones diferenciales (2.1)–(2.2) y se define
como:

Q =
{
~D (g) ∈ R

=
�� D (C) ∈ UX y g > 0

}
.

Este conjunto se puede ver como la unión de conjuntos disjuntos a pares.
En efecto, si para cada ) > 0 fijo se considera el conjunto

Q() ) =
{
~D (g) ∈ R

=
�� D (C) ∈ UX y g ∈ [0,) ]

}
.

llamado conjunto de alcanzabilidad definido en el instante ) > 0, entonces
se tiene que

Q =

⋃

)>0

mQ() ),
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donde
mQ() ) =

{
~D () ) ∈ R

=
�� D (C) ∈ UX

}
.

El conjunto mQ() ) describe la frontera del conjunto Q() ) asociado a la fa-
milia de sistemas de ecuaciones diferenciales (2.1)–(2.2). En la Figura 2.2
se ilustra esta construcción.

mQ()1)
mQ()2)

mQ()3)

~0

Figura 2.2. Interpretación geométrica de las fronteras de los conjuntos de alcanzabilidad mQ(): ) en

instantes ): > 0.

A partir de las definiciones se observa que

Q() ) =
⋃

0≤g≤)

mQ(g) .

Algunas propiedades geométricas que caracterizan a los conjuntos Q y
Q() ) para la familia de sistemas de ecuaciones diferenciales (2.1)–(2.2),
las cuales son una adaptación de Aleksandrov et al. (2005), se describen a
continuación.

Con el fin de simplificar la exposición se supone que ~0 = 0. Se observa
primero que el conjunto de alcanzabilidad Q() ) para la familia de sistemas
de ecuaciones diferenciales (2.1)–(2.2) es simétrico respecto al origen de
coordenadas del espacio de fases R=, pues si p pertenece al conjunto de al-
canzabilidad Q() ), entonces existen D (C) ∈ UX y) > 0 tales que se satisface
la igualdad p = ~D () ), donde

~D () ) =

∫ )

0

4�()−g)bD (g) dg,
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de acuerdo con la fórmula de Cauchy2, ver Sánchez (1968), donde 4�C denota
la matriz exponencial de la matriz � definida por

4�C =

∞∑

:=0

C:

:!
�: .

Es claro de la expresión anterior que −p = −~D () ) está en Q() ) bajo la
perturbación −D (C) ∈ UX .

Por otra parte, ya que la perturbación externa nula D̄ (C) ≡ 0 pertenece a
UX , se sigue que ~D̄ () ) ≡ 0 ∈ Q() ).

El siguiente lemamuestra condiciones bajo las cuales el conjunto de alcan-
zabilidad Q es un conjunto convexo de dimensión =. El concepto de dimen-
sión que se emplea se sobreentiende en el sentido de que el menor subespacio
que contiene al conjunto de alcanzabilidad es de dimension =.

Lema 2.1. Si rang* = =, entonces el conjunto de alcanzabilidad Q de la familia
de sistemas de ecuaciones diferenciales (2.1)–(2.2) es un conjunto convexo de
dimensión =.

~1

~2

Q

(

Figura 2.3. Ilustración del plano tangente al conjunto de alcanzabilidad Q en R
2.

Demostración. Se muestra primero que el conjunto Q es convexo. Para
ver que esto es así, se observa que UX es un conjunto convexo, ya que si
D1 y D2 son funciones enUX , entonces D = _D1 + (1− _)D2 pertenece aUX

2La fórmula de Cauchy también es conocida en la literatura como fórmula de variación de parámetros para

sistemas de ecuaciones lineales no homogéneos.

43



Capítulo 2. Conjuntos de alcanzabilidad de ecuaciones diferenciales lineales

para cada _ ∈ [0, 1], con lo cual, |D (C) | ≤ _ |D1 (C) | + (1 − _) |D2 (C) | ≤ X .
Sean ahora p1 y p2 puntos en Q y _ ∈ [0, 1]. Entonces existen pertur-

baciones externas D1 (C),D2 (C) ∈ UX e instantes )1,)2 > 0 para los cuales
p1 = ~D1 ()1) y p2 = ~D2 ()2). Se supone sin pérdida de generalidad que
)2 ≥ )1 y se define

D̃1 (C) =

{
D1 (C), 0 ≤ C ≤ )1,

0, )1 < C ≤ )2.

Resulta que D̃1 (C) ∈ UX y, de acuerdo con la observación anterior, se sigue
que la perturbación D (C) = _D̃1 (C) + (1− _)D2(C) pertenece también a UX .
Luego, debido a que se satisface la igualdad p1 = ~D1 ()1) = ~D̃1 ()2), se
concluye que

p = _p1 + (1 − _)p2 =

∫ )2

0

4�()2−g)bD (g) dg

pertenece a Q, lo cual muestra que Q es un conjunto convexo.
Para obtener la segunda parte, basta con verificar que dimQ() ) = =

para cada ) > 0, puesto que Q() ) ⊂ Q.
Se procede por contradicción, por lo tanto, se supone que rang* = =

y que dimQ() ) = < < =. Como 0 ∈ Q() ), existe un plano tangente que
forma un subespacio propio deR=. Semostrará que 0 está en el interior de
Q() ), lo cual implica que< = =. Ya que dimQ() ) =< < =, el punto 0 está
en la frontera deQ() ). El plano tangente divide aR= en dos semiespacios,
de tal manera que Q() ) está completamente contenido en uno de ellos,
como se ilustra en la Figura 2.3.

Sea ( ≠ 0 el vector normal del plano tangente que se halla en el semi-
espacio que no contiene a Q() ). Entonces

(⊤p ≤ 0 para todo p ∈ Q() ) .

Además, como

0 = máx
p∈Q

(⊤p = máx
D (C)∈UX

∫ )

0

(⊤4�()−g)bD (g) dg . (2.4 ➤)
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La igualdad (2.4) es posible si, y sólo si,

(⊤4�()−C)b = 0 para todo C ∈ [0,) ] . (2.5 ➤)

Para C = ) se tiene (⊤b = 0. La función del lado izquierdo de la igual-
dad (2.5) se puede diferenciar = − 1 veces con respecto a C , obteniendo
las siguientes = − 1 igualdades para C = ) :

(⊤�:b = 0, : = 1, . . . , = − 1,

de donde se tiene

(⊤(b, �b, . . . , �=−1b) = (⊤* = 0.

Se sigue que las = columnas de la matriz de controlabilidad son lineal-
mente dependientes, es decir, su rango es menor que =, lo cual contradice
la hipótesis. Esto muestra que 0 ∈ Q̊() ) y, por lo tanto, se debe tener que
dimQ() ) = =.

Empleando un argumento similar al que se utilizó en la demostración del
Lema 2.1 se obtiene el siguiente resultado.

Corolario 2.1. Si rang* = =, entonces para cada ) > 0 el conjunto de alcanza-
bilidad Q() ) de la familia de sistemas de ecuaciones diferenciales (2.1)–(2.2)
es un conjunto convexo y dimQ() ) = =.

El estudio de la estructura del conjunto de alcanzabilidad Q, o del con-
junto de alcanzabilidad Q() ) en un instante ) > 0, depende de las solucio-
nes de la familia de sistemas de ecuaciones diferenciales (2.1)–(2.2) y, por
consiguiente, de la matriz � y del conjunto de perturbaciones externas UX .
No obstante, ya que no siempre es posible hacer un análisis cualitativo de
las soluciones de cada elemento de esta familia, no es una tarea sencilla el
determinar el conjunto de puntos a los cuales una solución puede acceder.
Cuando el conjunto Q() ) es un conjunto acotado, resulta que es suficiente
con analizar la frontera de los conjuntos de alcanzabilidad Q() ) para obtener
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cierta información de tales conjuntos. Existen diferentes métodos destinados
a determinar tal aproximación, ver Kurzhanski y Valyi (1999).

2.2. Método del plano soporte de los conjuntos de alcanzabilidad

En este apartado se muestra una adaptación de Formal’skii (1974) y Bugrov
y Formal’skii (2017) sobre un método que permite determinar los conjuntos
de alcanzabilidad Q() ). El método es aplicado a una familia de sistemas de
ecuaciones diferenciales en el plano, con el fin de describir algunas propie-
dades geométricas de estos conjuntos.

Se toma en consideración el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:

¤~ = �~ + bD (C), ~(0) = 0, D (C) ∈ UX , (2.6 ➤)

donde � = (08 9 ) es una matriz constante de tamaño 2×2, b = (11, 12)
⊤ es un

vector constante de tamaño 2 × 1, y X > 0 es una constante. Se observa que
la conjunción de la ecuación diferencial (2.6) y la inclusiónD (C) ∈ UX , donde
UX se define en (2.2), permite obtener una familia de ecuaciones diferen-
ciales lineales de segundo orden indexada por el conjunto de perturbaciones
externas. La solución de cada elemento de esta familia en un instante ) se
describe por

~D () ) =

∫ )

0

4�()−g)bD (g) dg =

∫ )

0

4�gbD () − g) dg . (2.7 ➤)

De acuerdo a la definición de conjunto de alcanzabilidad Q() ), se supone
que cada solución de la forma (2.7) asociada a una perturbación externa
D (C) ∈ UX satisface la inclusión ~D () ) ∈ Q() ).

Un método que permite aproximar la frontera del conjunto de alcanza-
bilidad se conoce como método del plano soporte, cuya formulación es como
sigue.

Dado que Q() ) es un conjunto convexo, existe una recta Π(() que es
tangente a mQ() ) en el punto ~D () ) y cuyo vector normal se denota por
( = ([1, [2)

⊤ ∈ R2, ver la Figura 2.4. Por la simetría de Q() ) se observa que
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~1

~2

Π(()

Π(−()

3 (()

3 (()

~D () )
(

−( Q() )

mQ() )

Figura 2.4. Esquema de construcción del conjunto de accesibilidad Q() ).

existe otra recta tangente Π(−() de la misma pendiente que Π(() y cuyo
vector normal es −(.

Se define la distancia de la recta Π(() al origen de coordenadas por

3 (() = ı́nf
z∈Π(()

√
I21 + I22 .

Se supone, sin pérdida de generalidad, que cada vector ( ortogonal a
la recta Π(() pertenece al disco unitario ( =

{
( ∈ R2

�� [21 + [22 = 1
}
. Por

consiguiente, cada vector ( ∈ ( admite la parametrización [1 (\ ) = cos(\ ) y
[2 (\ ) = sin(\ ), donde \ ∈ [

¯
\, \̄ ] con

¯
\ y \̄ parámetros que se deben elegir de

manera apropiada con la propiedad evidente: \̄ −
¯
\ = 2c .

De acuerdo con el esquema que se muestra en la Figura 2.4, si se fija
( ∈ (, entonces cada punto ~D () ) ∈ mQ() ) satisface la desigualdad

��(⊤~D () )
�� ≤ 3 ((),

donde la igualdad se alcanza cuando ~D () ) tiene la máxima proyección so-
bre (, es decir, cuando ~D () ) corresponde al punto de tangencia de Π(()
con mQ(C). Esta última observación permite escribir de forma equivalente la
definición de 3 (() como sigue:

3 (() = máx
~D () )∈mQ() )

��(⊤~D () )
�� = máx

D (C)∈UX

∫ )

0

(⊤4�gbD () − g) dg,
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y ya que esta integral toma su mayor valor cuando el integrando resulta
ser positivo, se desprende que la perturbación externa Dmáx(C) ∈ UX que
permite alcanzar la frontera del conjunto de alcanzabilidad Q() ), se describe
necesariamente por

Dmáx() − C) = X sign((⊤4�Cb) . (2.8 ➤)

Luego, se sigue que

3 (() = X

∫ )

0

��(⊤4�gb
�� dg .

Se observa en sí, que el argumento de la función definida en (2.8) no solo
depende de los valores del tiempo C ∈ [0,) ], sino que también depende de
cada vector ( ∈ (.

Las relaciones (2.7) y (2.8) permiten determinar los puntos ~Dmáx
() ) de

la frontera del conjunto de alcanzabilidad Q() ), los cuales son definidos por

~Dmáx
() ) =

∫ )

0

4�gbDmáx() − g) dg = X

∫ )

0

sign((⊤4�gb)4�gb dg,

y que dependen de los vectores ( ∈ (. Del supuesto realizado sobre la para-
metrización ((\ ), cada punto ~Dmáx

() ) de la frontera del conjunto de alcan-
zabilidad Q() ) se puede considerar como la imagen de una transformación
definida sobre el conjunto de vectores ((\ ) ∈ (, es decir, por una transfor-
mación no lineal h : [

¯
\, \̄ ] → Q() ) definida por

h(\ ) = X

∫ )

0

sign(((\ )⊤4�gb)4�gb dg . (2.9 ➤)

El dominio [
¯
\, \̄ ] de esta transformación se debe elegir de tal manera que h

sea una función periódica.
El valor de la integral en (2.9) depende del signo de la función escalar

((\ )⊤4�Cb = i1 (C) cos(\ ) + i2(C) sin(\ ), C ∈ [0,) ],

donde la función > (C) = (i1(C), i2(C))
⊤ es definida por > (C) = 4�Cb. Por lo

tanto, si la función ((\ )⊤4�Cb no cambia de signo para todo C ∈ [0,) ] y todo
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\ ∈ [
¯
\, \̄ ], entonces la función (2.9) es una función continua y diferenciable

que sólo depende del valor constante ) > 0. En caso contrario, si la fun-
ción ((\ )⊤4�Cb cambia de signo para al menos un \0 ∈ [

¯
\, \̄ ], entonces la

función (2.9) es continua pero no necesariamente diferenciable. Este caso es
de interés particular, ya que es necesario determinar todos los puntos \ en
[
¯
\, \̄ ] para los cuales ( (\ )⊤4�Cb = 0, lo cual no siempre es posible realizar de
forma analítica. Se observa que de existir puntos \ en [

¯
\, \̄ ] para los cuales

( (\ )⊤4�Cb = 0, el número de ellos es finito, debido a la analiticidad de la
función 4�Cb.

2.2.1. Conjuntos de alcanzabilidad de sistemas oscilatorios

A la luz de los resultados que se obtuvieron en el apartado anterior, se con-
sidera ahora, como caso particular, el problema de determinar los conjuntos
de alcanzabilidad Q() ) definidos en un instante ) > 0, para el caso de la
familia de ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden con una per-
turbación externa y condiciones iniciales nulas:

¥~ + 2` ¤~ +l2~ = D (C), ~(0) = 0, ¤~(0) = 0, D (C) ∈ UX,

donde 0 < ` < l y X > 0 son constantes. Los resultados que se presentan
corresponden a una extensión de los que se obtuvieron en Temoltzi-Ávila y
Zhermolenko (2021).

Por considerar el cambio de coordenadas ~1 = ~ y ~2 = ¤~, el sistema de
ecuaciones diferenciales propuesto describe un caso particular de la familia
de sistemas de ecuaciones diferenciales (2.6):

¤~1 = ~2, ~1 (0) = 0,

¤~2 = −l2~1 − 2`~2 + D (C), ~2 (0) = 0.
(2.10 ➤)

Debido a que la matriz de controlabilidad * = (b, �b) es no singular, si
se considera la transformación lineal no singular

~ = �z,

49



Capítulo 2. Conjuntos de alcanzabilidad de ecuaciones diferenciales lineales

donde

� =
1

l2

(
o −`

0 l2

)
, o =

√
l2 − `2 , (2.11 ➤)

se obtiene como caso particular de (2.6) la familia de sistemas de ecuaciones
diferenciales lineales con una perturbación externa

¤I1 = −`I1 + oI2 +
`

o
D (C), I1(0) = 0,

¤I2 = −oI1 − `I2 + D (C), I2(0) = 0.
(2.12 ➤)

La solución z(C) = (I1(C), I2(C))
⊤ del sistema de ecuaciones diferenciales

(2.12) definida en un instante ) > 0 dado se describe como

z () ) =

∫ )

0

4�gbD () − g) dg,

donde

� =

(
−` o

−o −`

)
, b =

1
o

(
`

o

)
,

y 4�C denota la matriz exponencial de la matriz �3, la cual se describe por:

4�C = 4−`C
(

cos(oC) sin(oC)
− sin(oC) cos(oC)

)
.

Para ( (\ ), se obtiene

Dmáx() − C) = X sign(((\ )⊤4�Cb) = X sign
( `
o
cos(oC + \ ) + sin(oC + \ )

)

= X sign (cos (oC + \ −<)) ,

donde

< = arctan

(
o

`

)
,

3Un algoritmo que permite determinar la matriz exponencial 4�C de una matriz � con coeficientes constantes,

llamadométodo de Putzer, se presenta en Putzer (1966). Adicionalmente, en Waltman (2004) se pueden consultar

algunos detalles y ejemplos sobre el método de Putzer.

50



Capítulo 2. Conjuntos de alcanzabilidad de ecuaciones diferenciales lineales

y, por consiguiente, la transformación h(\ ) = (ℎ1(\ ), ℎ2(\ ))
⊤ definida en

(2.9) es determinada de tal manera que:

h(\ ) = X

∫ )

0

sign (cos (og + \ −<)) > (g) dg, \ ∈ [
¯
\, \̄ ] . (2.13 ➤)

donde > : R → R2 es una función vectorial > (C) = (i1(C), i2(C))
⊤ cuyas

componentes son definidas por

i1(C) = 4−`C
( `
o
cos(oC) + sin(oC)

)
, i2(C) = 4−`C

(
cos(oC) −

`

o
sin(oC)

)
.

Los valores de ℎ1 y ℎ2 dependen de la función sign(cos(og + \ −<)), la
cual no es definida en aquellos valores g ∈ [0,) ] y \ ∈ [

¯
\, \̄ ] para los cuales

se cumple la ecuación cos(og + \ −<) = 0, es decir, aquellos puntos de la
forma (g, \ ) que se hallan en la colección de rectas

ℓ 9 : og + \ −< =
1
2 (2 9 + 1)c, 9 ∈ N ∪ {0} . (2.14 ➤)

En tal situación, es necesario analizar el conjunto de rectas que caracterizan
la menor región rectangular Ω = [

¯
\, \̄ ] × [0,) ] con el fin de hallar el dominio

de definición [
¯
\, \̄ ] de la función vectorial (2.13).

En los siguientes apartados se estudia este problema para la familia de
sistemas de ecuaciones diferenciales (2.12) al determinar de forma explíci-
ta la función h y su intervalo de periodicidad [

¯
\, \̄ ], considerando diferen-

tes instantes ) > 0. En esta tarea se hará uso recurrente de las funciones
51, 52 : R → R que son definidas por

51(C) = exp (−`C) cos(oC), 52(C) = exp (−`C) sin(oC), C ∈ R,

y la sucesión de intervalos {�a}a∈N definidos por

�a =

[
(a − 1)c

o
,
ac

o

]
, a ∈ N.

De forma adicional se define

Λ = exp
(
−
c`

2o

)
.
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Si surgiesen conflictos de opiniones, dos filósofos
no disutirían más que dos contables: bastaría con
que cogiesen papel y lápiz, se sentaran y se dijeran
el uno al otro: «Calculemos».

Gottfried Wilhelm von Leibniz (1646–1716)
Matemático y filósofo alemán

Conjuntos de alcanzabilidadQ(Z) para Z ∈ P1

Se considera el esquema en el plano cartesiano (\, g) que se muestra en la
Figura 2.5, el cual se obtiene de las rectas

ℓ0 : og + \ =< + 1
2c, ℓ1 : og + \ =< + 3

2c, ℓ2 : og + \ =< + 5
2c.

El conjunto Ω se describe por una región rectangular que admite la repre-
sentación Ω = Ω1 ∪ Ω2 ∪ Ω3 ∪ Ω4, donde Ω: = [\:−1, \:] × [0,) ] y

\0 =< + 1
2c, \1 =< + 3

2c − o), \2 =< + 3
2c,

\3 =< + 5
2c − o), \4 =< + 5

2c,
(2.15 ➤)

de donde se observa que 0 < \0 < \1 < \2 < \3 < \4. Es claro que los
intervalos [\0, \1] y [\2, \3] se reducen a los puntos \0 y \2 si o) → c−.

Sobre las rectas ℓ1 y ℓ2 se eligen puntos de la forma (\,)1(\ )) y (\,)2(\ ))
en los cuales se describe la transición de signo de la función cos(og +\ −<).
Esto permite obtener

)1(\ ) =
< + 3

2c − \

o
, )2(\ ) =

< + 5
2c − \

o
.

Se determina ahora, para este caso particular, la función h definida en
(2.13) y el intervalo de definición [

¯
\, \̄ ] de esta función.

Se observa primero que sign(cos(og+\−<)) = −1 para todo par ordenado
(\, g) que satisface las desigualdades \0 < \ < \1 y 0 < og < o) . Por
consiguiente, en la región Ω1 se obtiene la representación

h(\ ) = −X

∫ )

0

> (g) dg, \ ∈ [\0, \1) .
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\

g

\0 \1 \2 \3 \4

ℓ0

ℓ1 ℓ2 ℓ3
c

o)

Figura 2.5. Construcción de la región Ω en el plano (\, g) en el caso 0 < o) < c .

En Ω2 se halla definida la recta ℓ1, la cual divide esta región en dos subcon-
juntos en los que se debe analizar el signo de la función cos(og + \ −<).
Si se elige (\, g) tal que \1 < \ < \2 y 0 < og < < + 3

2c − \ , se observa
que sign(cos(og + \ −<)) = −1, ya que en tal caso resulta la desigualdad
1
2c < og + \ −< <

3
2c . Ahora bien, si se elige el par ordenado (\, g) tales

que \1 < \ < \2 y < + 3
2c − \ < og < o) , entonces se debe cumplir que

sign(cos(og + \ −<)) = +1, ya que en ese caso tiene validez la desigualdad
3
2c < og + \ −< <

5
2c . Por lo tanto, la función h definida en la región Ω2 se

expresa como

h(\ ) = X

(
−

∫ )1 (\)

0

> (g) dg +

∫ )

)1 (\)

> (g) dg

)
, \ ∈ [\1, \2) .

Después de integrar las expresiones anteriores para 0 < o) < c , se ob-
tiene

h(\ ) =
X

o

(
ℎ1(\ )
ℎ2(\ )

)
, \ ∈ [\0, \2),

donde ℎ1 y ℎ2 son funciones escalares definidas por trozos:

ℎ1(\ ) =

{
−1 + 51() ), \0 ≤ \ < \1,

−1 − 51() ) + 2Λ3 52
(
<−\
o

)
, \1 ≤ \ < \2,

ℎ2(\ ) =

{
−52() ), \0 ≤ \ < \1,

52() ) + 2Λ3 51
(
<−\
o

)
, \1 ≤ \ < \2.

(2.16 ➤)
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En el conjunto Ω3 no existe definida ninguna recta. Por lo tanto, si se
elige el par ordenado (\, g), se concluye que sign(cos(og + \ −<)) = +1,
debido a que sobre este conjunto se satisface 3

2c < og +\ −< <
5
2c . De esto

se obtiene que la función h definida en Ω3 es descrita por:

h(\ ) = X

∫ )

0

> (g) dg, \ ∈ [\2, \3) .

En la región Ω4 se halla la recta ℓ2, la cual divide a este conjunto en dos
subconjuntos. Se analiza el signo de cos(og +\ −<) en cada uno de ellos. Si
el par (\, g) se elige tal que \3 < \ < \4 y 0 < og < <+5

2c−\ , entonces resulta
que sign(cos(og +\ −<)) = +1, ya que 3

2c < og +\ −< <
5
2c . Si (\, g) es tal

que \3 < \ < \4 y<+ 5
2c−\ < og < o) , entonces sign(cos(og +\ −<)) = −1,

debido a que bajo esas condiciones se cumple 5
2c < og + \ −< <

7
2c . Por lo

tanto, en Ω4 se obtiene

h(\ ) = X

(
∫ )2 (\)

0

> (g) dg −

∫ )

)2 (\)

> (g) dg

)
, \ ∈ [\3, \4] .

Así

h(\ ) =
X

o

(
ℎ1(\ )
ℎ2(\ )

)
, \ ∈ [\2, \4],

donde

ℎ1(\ ) =

{
1 − 51() ), \2 ≤ \ < \3,

1 + 51() ) + 2Λ552
(
<−\
o

)
, \3 ≤ \ ≤ \4,

ℎ2(\ ) =

{
52() ), \2 ≤ \ < \3,

−52() ) + 2Λ5 51
(
<−\
o

)
, \3 ≤ \ ≤ \4.

(2.17 ➤)

Como resumen de las expresiones (2.16) y (2.17), se sigue que para cada
instante ) > 0 tal que o) ∈ (0, c), la función h : [\0, \4] → Q() ) se define
por

h(\ ) =
X

o

(
ℎ1 (\ )
ℎ2(\ )

)
, \ ∈ [\0, \4], (2.18 ➤)
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con ℎ1 y ℎ2 funciones definidas por tramos, cuyas representaciones son:

ℎ1(\ ) =




−1 + 51() ), \0 ≤ \ < \1,

−1 − 51() ) + 2Λ352
(
<−\
o

)
, \1 ≤ \ < \2,

1 − 51() ), \2 ≤ \ < \3,

1 + 51() ) + 2Λ552
(
<−\
o

)
, \3 ≤ \ ≤ \4,

ℎ2(\ ) =




−52() ), \0 ≤ \ < \1,

52() ) + 2Λ3 51
(
<−\
o

)
, \1 ≤ \ < \2,

52() ), \2 ≤ \ < \3,

−52() ) + 2Λ5 51
(
<−\
o

)
, \3 ≤ \ ≤ \4,

donde \: son los parámetros definidos en (2.15).
La definición de los parámetros \0, \2 y \4 permite verificar directamen-

te que la función (2.18) satisface las igualdades p−
0 () ) = h(\0) = h(\4) y

p+
0 () ) = h(\2), donde

p±
0 () ) = ±

X

o

(
1 − 51() )
52() )

)
, ) ∈ �1. (2.19 ➤)

Se puede comprobar directamente que el conjunto h( [\0, \4]) representa
una trayectoria cerrada y simple que es suave a trozos y, por lo tanto, se pue-
de verificar también que la función vectorial h : [\0, \4] → Q() ) es continua
en [\0, \4] y diferenciable en (\0, \1) ∪ (\1, \2) ∪ (\2, \3) ∪ (\3, \4) para cada
) > 0 tal que o) ∈ (0, c). Se obtienen de forma adicional las siguientes
propiedades.

La imagen de los intervalos cerrados [\0, \1] y [\2, \3] bajo h para cada
) > 0 tal que o) ∈ (0, c), y en los cuales h es constante, pertenecen a las
imágenes p±

0 : �1 → R2. Por otra parte, los puntos en los cuales no es diferen-
ciable h : [\0, \4] → Q() ), son precisamente los puntos que se describen por
p±
0 () ) para cada) > 0 que satisface la desigualdad 0 < o) < c . Finalmente,

se sigue de la definición de las funciones ℎ1 y ℎ2 que si se eligen instantes
)1,)2 > 0 tal que 0 < o)1 < o)2 < c , entonces mQ()1) ∩ mQ()2) = ∅.
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Como consecuencia de lo anterior, resulta que el intervalo de definición
de la función vectorial h : [

¯
\, \̄ ] → Q() ) que describe cada conjunto de

alcanzabilidad Q() ) para cada ) > 0 tal que o) ∈ (0, c) es

[
¯
\, \̄ ] = [< + 1

2c,< + 5
2c] .

Esta función se puede extender a una función periódica definida sobre la
recta real R, cuyo periodo de oscilación debe ser 2c .

Se observa además que

" 0 = ĺım
)→0+

p±
0 () ) = 0,

mientras que

±" 1 = ĺım
)→

c
o

−
p±
0 () ) = ±

X

o

(
1 + Λ

2
) (

1
0

)
.

En el siguiente ejemplo se ilustran de forma numérica los resultados.

Ejemplo 2.1. Como caso particular, para la familia de sistemas de ecua-
ciones diferenciales (2.10), se consideran los parámetros l = 1.0 y ` = 0.2.
Se supone también que las perturbaciones externas tienen como cota el va-
lor X = 1.0. Con estos valores se obtienen las aproximaciones: Λ ≈ 0.7256,
< ≈ 1.3694, o ≈ 0.9797.

En la Figura 2.6 se muestran diferentes conjuntos de alcanzabilidad Q():)
que se han obtenido a partir de la función h definida en (2.18), en los cuales
se han empleado los valores

): =
:

5
·
c

o
, : = 1, 2, . . . , 5.

En tal caso, se tiene )1 ≈ 0.6412, )2 ≈ 1.2825, )3 ≈ 1.9238, )4 ≈ 2.5651 y
)5 ≈ 3.2063. En la Figura 2.6 se presentan también las trayectorias descritas
por las funciones p0 y −p0 sobre las cuales no es diferenciable la función h.
En tal caso, para los valores dados se obtiene el punto

" 1 ≈

(
1.5581

0

)
.

56



Capítulo 2. Conjuntos de alcanzabilidad de ecuaciones diferenciales lineales

-3 -2 -1 0 1 2 3

-2

-1

0

1

2

I1

I2

−" 1

" 1

Q():)

Figura 2.6. Conjuntos de alcanzabilidad Q(): ) del Ejemplo 2.1 cuando 0 < o): < c .

Por otra parte, empleando la transformación ~ = �z, donde� es la matriz
que se define en (2.11), se obtienen los conjuntos de alcanzabilidad Q():)
para la familia de sistemas de ecuaciones diferenciales (2.10), cuyas gráficas
se muestran en la Figura 2.7. Bajo esta transformación se obtiene ahora

"̂ 1 = �" 1 ≈

(
1.5266

0

)
.

-3 -2 -1 0 1 2 3

-2

-1

0

1

2

~1

~2

−"̂ 1

"̂ 1

Q():)

Figura 2.7. Conjuntos de alcanzabilidad Q(): ) del Ejemplo 2.1 cuando 0 < o): < c .
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Las Figuras 2.6 y 2.7muestran la relación que existe entre los conjuntos de
alcanzabilidad de la familias de sistemas de ecuaciones diferenciales (2.10)
y (2.12): si)9+1 > )9 > 0 son instantes tales que o)9 , o)9+1 ∈ (0, c), entonces
los conjuntos de alcanzabilidad cumplen Q()9) ⊂ Q()9+1). Por consiguiente,
si se considera una sucesión monótona creciente no negativa {): }:∈N tales
que o): ∈ (0, c) para todo : ∈ N, entonces la sucesión {Q():)}:∈N define
una sucesión creciente de conjuntos de alcanzabilidad, en el sentido de que
Q():) ⊂ Q():+1) para todo : ∈ N.

Conjuntos de alcanzabilidadQ(Z) para Z ∈ P2

Se procede de forma análoga al caso descrito anteriormente, y se considera
el esquema que se muestra en la Figura 2.8, el cual se obtiene a partir de las
rectas:

ℓ0 : og + \ =< + 1
2c, ℓ1 : og + \ =< + 3

2c, ℓ2 : og + \ =< + 5
2c,

ℓ3 : og + \ =< + 7
2c.

El conjunto Ω describe una región rectangular que admite la descomposición
Ω = Ω1 ∪ Ω2 ∪ Ω3 ∪ Ω4, con Ω: = [\:−1, \:] × [0,) ] y parámetros \: :

\0 =< + 1
2c, \1 =< + 5

2c − o), \2 =< + 3
2c,

\3 =< + 7
2c − o), \4 =< + 5

2c.
(2.20 ➤)

Sobre cada una de las rectas ℓ1, ℓ2 y ℓ3 se eligen puntos de la forma
(\,)1 (\ )), (\,)2 (\ )) y (\,)3(\ )), a partir de los cuales se definen los instantes

)1(\ ) =
< + 3

2c − \

o
, )2(\ ) =

< + 5
2c − \

o
, )3(\ ) =

< + 7
2c − \

o
,

los cuales permiten hallar la función (2.13).
Se observa primero que sobre la región Ω1 se halla definida la recta ℓ1,

quien divide a este conjunto en dos subconjuntos. Por lo tanto, existe una
única transición de signo de la función cos(og + \ −<). Así, si se elige un
punto (\, g) en la región Ω1, entonces \0 < \ < \1 y 0 < og < < + 3

2c − \ ,
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\

g

\0 \1 \2 \3 \4

ℓ0

ℓ1

ℓ2 ℓ3 ℓ4

c

2c

o)

Figura 2.8. Construcción de la región Ω en el plano (\, g) en el caso c < o) < 2c .

lo cual a su vez, implica que 1
2c < og + \ −< <

3
2c y, por consiguiente,

sign(cos(og + \ −<)) = −1. Por el contrario, si el par (\, g) se elige tal que
\0 < \ < \1 y< + 3

2c −\ < og < o) , entonces sign(cos(og +\ −<)) = +1, ya
que bajo tales condiciones se cumple la desigualdad 3

2c < og + \ −< <
5
2c .

Por lo tanto, sobre Ω1 se obtiene

h(\ ) = X

(
−

∫ )1 (\)

0

> (g) dg +

∫ )

)1 (\)

> (g) dg

)
, \ ∈ [\0, \1] .

En el conjunto Ω2 se hallan las rectas ℓ1 y ℓ2, quienes dividen a este conjunto
en tres regiones sobre las cuales se debe determinar el signo de la función
cos(og + \ −<). Si en Ω2 se elige el par ordenado (\, g) de tal manera que
\1 < \ < \2 y 0 < og < < + 3

2c − \ , entonces sign(cos(og + \ −<)) = −1,
ya que en tal situación 1

2c < og + \ −< <
3
2c . Por el contrario, si el par

ordenado (\, g) se elige de tal manera que sus componentes satisfacen las
desigualdades \1 < \ < \2 y < + 3

2c − \ < og < < + 5
2c − \ , entonces

sign(cos(og + \ − <)) = +1. Finalmente, si son válidas las desigualdades
\1 < \ < \2 y < + 5

2c − \ < og < o) , entonces nuevamente se obtiene la
expresión sign(cos(og + \ −<)) = −1. Las transiciones de signo muestran
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que (2.13) posee la siguiente representación sobre Ω2:

h(\ ) = X

(
−

∫ )1 (\)

0

> (g) dg +

∫ )2 (\)

)1 (\)

> (g) dg −

∫ )

)2 (\)

> (g) dg

)
, \ ∈ [\1, \2] .

Los casos descritos sobre la región Ω1 ∪ Ω2, permiten obtener parcialmente
la función h que describe los conjuntos de alcanzabilidad de la familia de sis-
temas de ecuaciones diferenciales (2.12) sobre el intervalo [\0, \2]. Después
de integrar las correspondientes expresiones, se halla que

h(\ ) =
X

o

(
ℎ1 (\ )
ℎ2(\ )

)
, \ ∈ [\0, \2], (2.21 ➤)

donde

ℎ1(\ ) =

{
−1 − 51() ) + 2Λ352

(
<−\
o

)
, \0 ≤ \ < \1,

−1 + 51() ) + 2(Λ3 + Λ
5) 52

(
<−\
o

)
, \1 ≤ \ ≤ \2,

ℎ2(\ ) =

{
52() ) + 2Λ3 51

(
<−\
o

)
, \0 ≤ \ < \1,

−52() ) + 2(Λ3 + Λ
5) 51

(
<−\
o

)
, \1 ≤ \ ≤ \2.

Si el par (\, g) se elige tal que \2 < \ < \3 y 0 < og < <+ 5
2c −\ , entonces

sign(cos(og + \ −<)) = +1, mientras que si se elige tales que \2 < \ < \3 y
< + 5

2c −\ < og < o) , entonces sign(cos(og +\ −<)) = −1. De esta manera,
se obtiene que (2.13) es descrita por

h(\ ) = X

(
∫ )2 (\)

0

> (g) dg −

∫ )

)2 (\)

> (g) dg

)
, \ ∈ [\2, \3] .

En Ω3 ∪ Ω4 se obtiene el siguiente análisis. Si se elige (\, g) con \3 < \ < \4
y 0 < og << + 5

2c − \ , entonces sign(cos(og + \ −<)) = +1, no obstante, si
se satisface \3 < \ < \4 y<+ 5

2c −\ < og <<+ 7
2c −\ , entonces resulta que

sign(cos(og +\ −<)) = −1, finalmente, si las coordenadas de (\, g) se eligen
de tal manera que \3 < \ < \4 y<+ 7

2c −\ < og < o) , entonces nuevamente
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sign(cos(og + \ −<)) = +1. De esta manera, se obtiene de (2.13):

h(\ ) = X

(
∫ )2 (\)

0

> (g) dg −

∫ )3 (\)

)2 (\)

> (g) dg +

∫ )

)3 (\)

> (g) dg

)
, \ ∈ [\3, \4] .

De las expresiones anteriores válidas en la región Ω3 ∪ Ω4, se sigue que
las parametrizaciones ℎ1 y ℎ2 de la función

h(\ ) =
X

o

(
ℎ1 (\ )
ℎ2(\ )

)
, \ ∈ [\2, \4], (2.22 ➤)

se describen por las expresiones

ℎ1(\ ) =

{
1 + 51() ) + 2Λ5 52

(
<−\
o

)
, \2 < \ < \3,

1 − 51() ) + 2(Λ5 + Λ
7) 52

(
<−\
o

)
, \3 ≤ \ ≤ \4,

ℎ2(\ ) =

{
−52() ) + 2Λ551

(
<−\
o

)
, \2 < \ < \3,

52() ) + 2(Λ5 + Λ
7) 51

(
<−\
o

)
, \3 ≤ \ ≤ \4.

Como consecuencia del análisis que se realizó, se sigue de las expresiones
(2.21) y (2.22) que, para cada instante ) > 0 que satisface o) ∈ (c, 2c), la
parametrización de la función vectorial h : [\0, \2] → Q() ) es definida por

h(\ ) =
X

o

(
ℎ1 (\ )
ℎ2(\ )

)
, \ ∈ [\0, \4], (2.23 ➤)

donde

ℎ1(\ ) =




−1 − 51() ) + 2Λ3 52
(
<−\
o

)
, \0 ≤ \ < \1,

−1 + 51() ) + 2(Λ3 + Λ
5) 52

(
<−\
o

)
, \1 ≤ \ ≤ \2,

1 + 51() ) + 2Λ5 52
(
<−\
o

)
, \2 < \ < \3,

1 − 51() ) + 2(Λ5 + Λ
7) 52

(
<−\
o

)
, \3 ≤ \ ≤ \4,

ℎ2(\ ) =




52() ) + 2Λ351
(
<−\
o

)
, \0 ≤ \ < \1,

−52() ) + 2(Λ3 + Λ
5) 51

(
<−\
o

)
, \1 ≤ \ ≤ \2,

−52() ) + 2Λ5 51
(
<−\
o

)
, \2 < \ < \3,

52() ) + 2(Λ5 + Λ
7) 51

(
<−\
o

)
, \3 ≤ \ ≤ \4,
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donde \: son los parámetros definidos en (2.20).
Se puede verificar a partir de la función (2.23) y los parámetros \0, \2 y

\4, que se satisfacen las igualdades p−
1 () ) = h(\0) = h(\4) y p+

1 () ) = h(\2),
donde

p±
1 () ) = ±

X

o

(
1 + 2Λ2 + 51() )

−52() )

)
, ) ∈ �2, (2.24 ➤)

mientras que q−1 () ) = h(\1) y q+1 () ) = h(\3), donde

q±1 () ) = ±
X

o

(
1 + (1 + 2Λ−2) 51() )

−(1 + 2Λ−2) 52() )

)
, ) ∈ �2. (2.25 ➤)

Se puede comprobar que h( [\0, \4]) describe una trayectoria suave a tro-
zos que es cerrada y simple. Se puede comprobar además que la función
h : [\0, \4] → Q() ) describe una trayectoria cerrada en el plano de fases que
es continua en [\0, \4] y diferenciable en (\0, \1) ∪ (\1, \2) ∪ (\2, \3) ∪ (\3, \4)
para cada instante ) > 0 tal que o) ∈ (c, 2c).

Como conclusión de las propiedades enunciadas, resulta que el intervalo
de definición de la función vectorial h : [

¯
\, \̄ ] → Q() ) que describe cada

conjunto de alcanzabilidad Q() ) para cada) > 0 que satisface o) ∈ (c, 2c),
es definido por

[
¯
\, \̄ ] = [< + 1

2c,< + 5
2c] .

La función h : [
¯
\, \̄ ] → Q() ) se puede extender a una función perió-

dica definida en R cuyo periodo de oscilación es 2c , con la propiedad de
que tal extensión es continua en R y no diferenciable en un conjunto nu-
merable de puntos, entre los cuales se hallan los elementos del conjunto
{\0, \1, \2, \3, \4}.

De la definición de ℎ1 y ℎ2 se infiere que si c < o)1 < o)2 < 2c , entonces
mQ()1) ∩ mQ()2) = ∅. Además, el conjunto de puntos en los cuales la función
h : [

¯
\, \̄ ] → Q() ) no es diferenciable, son los puntos que se describen por

p±
1 () ) y q

±
1 () ) para cada ) > 0 que satisface o) ∈ (c, 2c).

Se observa además que

±" 1 = ĺım
)→

c
o

+
p±
1 () ) = ĺım

)→
c
o

+
q∓1 () ) = ±

X

o
(1 + Λ

2)

(
1
0

)
,
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mientras que

±" 2 = ĺım
)→

2c
o

−
p±
1 () ) = ĺım

)→
2c
o

−
q±1 () ) = ±

X

o
(1 + Λ

2)2
(
1
0

)
.

En el siguiente ejemplo se extienden los resultados del Ejemplo 2.1.

Ejemplo 2.2. Se considera nuevamente la familia de sistemas de ecua-
ciones diferenciales (2.12) en la que se toma l = 1.0 y ` = 0.2, mientras
que la cota de las perturbaciones externas se elige como X = 1.0. Para estos
valores se obtuvo en el Ejemplo 2.1: Λ ≈ 0.7256,< ≈ 1.3694 y o ≈ 0.9797.

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

-3

-2

-1

0

1

2

3

I1

I2

−" 2

" 2

Q():)

Figura 2.9. Fronteras de alcanzabilidad Q(): ) del Ejemplo 2.2 cuando 0 < o): < 2c .

En la Figura 2.9 se presentan los conjuntos de alcanzabilidad Q():) que
se obtuvieron en el Ejemplo 2.1 bajo la función (2.18), ver la Figura 2.6, así
como las que se obtienen ahora a partir de la función definida en (2.23) para
los instantes

):+5 =

(
1 +

:

5

)
·
c

o
, : = 1, 2, . . . , 5,
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de donde resultan: )6 = 3.8476, )7 = 4.4889, )8 = 5.1302, )9 = 5.7714
y )10 = 6.4127. Se muestran también en la Figura 2.9 las trayectorias que
describen las funciones p±

1 y ±q±1 sobre las cuales no es diferenciable la fun-
ción h. Para estos valores se observa que las superficies de discontinuidad
p−
1 y q−1 tienden al punto −" 2 cuando ) → (2c/o)+, mientras que p+

1 y −q+1
convergen a " 2 cuando ) → (2c/o)+, donde

" 2 ≈

(
2.3786

0

)
.

Esto muestra la extensión natural de los resultados numéricos que se obtu-
vieron en el Ejemplo 2.1.

Empleando la transformación ~ = �z, donde � es la matriz que se define
en (2.11), se obtienen los conjuntos de alcanzabilidad Q():) para la familia
de sistemas de ecuaciones diferenciales (2.10), cuyas gráficas se muestran
en la Figura 2.10. Bajo esta transformación resulta

"̂ 2 = �" 2 ≈

(
2.3305

0

)
.

Se observa una vez más que los conjuntos de alcanzabilidad para las fa-
milias de sistemas de ecuaciones diferenciales (2.10) y (2.12) es topológi-
camente equivalente al caso en que o) ∈ (c, 2c). En particular, si se elige
una sucesión {):}:∈N monótona creciente de términos no negativos tales que
o): ∈ (0, 2c) para cada : ∈ N y tal que o): → 2c cuando : → ∞, entonces
la sucesión de conjuntos de alcanzabilidad {Q():)}:∈N es creciente y acota-
da.

Conjuntos de alcanzabilidadQ(Z) para Z ∈ P3

En los apartados anteriores se ha mostrado un método que permite deter-
minar de forma explícita los conjuntos de alcanzabilidad en instantes ) > 0
para los cuales se cumple la desigualdad 0 < o) < 2c . Esta construcción
sugiere que el método se puede extender empleando el mismo argumento
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-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
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Figura 2.10. Conjuntos de alcanzabilidad Q(): ) del Ejemplo 2.2 cuando 0 < o): < 2c .

cuando 2c < o) < 3c . En este apartado se muestra de forma muy breve que
este método conduce a resultados similares a los expuestos.

Se supone que Ω = Ω1∪Ω2∪Ω3∪Ω4 es como se muestra en la Figura 2.11,
donde Ω: = [\:−1, \:] × [0,) ]. Luego, Ω queda determinado por las rectas

ℓ0 : og + \ =< + 1
2c, ℓ1 : og + \ =< + 3

2c, ℓ2 : og + \ =< + 5
2c,

ℓ3 : og + \ =< + 7
2c, ℓ4 : og + \ =< + 9

2c,

y, por consiguiente, a partir de estas rectas se obtienen los puntos

\0 =< + 1
2c, \1 =< + 7

2c − o), \2 =< + 3
2c,

\3 =< + 9
2c − o), \4 =< + 5

2c.

Sobre cada recta ℓ1, . . . , ℓ4 se eligen puntos (\,)1(\ )), . . . (\,)4(\ )) me-
diante los cuales es posible determinar la función (2.13), lo cual permite
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obtener

)1(\ ) =
< + 3

2c − \

o
, )2(\ ) =

< + 5
2c − \

o
, )3(\ ) =

< + 7
2c − \

o
,

)4(\ ) =
< + 9

2c − \

o
.

Se determina la función vectorial h que describe las fronteras de los con-
juntos de alcanzabilidad de la familia de ecuaciones diferenciales (2.12).

En el conjunto Ω1 ∪ Ω2 se obtiene

h(\ ) = X

2∑

:=0

(−1):+1
∫

�:

> (g) dg, \ ∈ [\0, \1],

donde �0 = [0,)1(\ )], �1 = [)1(\ ),)2(\ )] y �2 = [)2(\ ),) ], mientras que

h(\ ) = X

3∑

:=0

(−1):+1
∫

�:

> (g) dg, \ ∈ [\1, \2],

cuyos intervalos de integración son: �0 = [0,)1(\ )], �1 = [)1(\ ),)2(\ )],
�2 = [)2(\ ),)3(\ )] y �3 = [)3(\ ),) ]. De igual manera, en el conjunto Ω3∪Ω4

se obtiene la representación

h(\ ) = X

2∑

:=0

(−1):
∫

�:+1

> (g) dg, \ ∈ [\2, \3],

donde �1 = [0,)2(\ )],�2 = [)2(\ ),)3(\ )] y �3 = [)3(\ ),) ], mientras que

h(\ ) = X

3∑

:=0

(−1):
∫

�:+1

> (g) dg, \ ∈ [\3, \4],

en cuyo caso, los intervalos de integración se definen de la siguiente manera:
�1 = [0,)2(\ )], �2 = [)2(\ ),)3(\ )], �3 = [)3(\ ),)4(\ )] y �4 = [)4(\ ),) ].

Las integrales correspondientes conducen a la expresión que define la
función vectorial

h(\ ) =
X

o

(
ℎ1(\ )
ℎ2(\ )

)
, \ ∈ [\0, \4] (2.26 ➤)
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donde

ℎ1(\ ) =




−1 + 51() ) + 2(Λ3 + Λ
5) 52

(
<−\
o

)
, \0 ≤ \ < \1,

−1 − 51() ) + 2(Λ3 + Λ
5 + Λ

7) 52
(
<−\
o

)
, \1 ≤ \ < \2,

1 − 51() ) + 2(Λ5 + Λ
7) 52

(
<−\
o

)
, \2 ≤ \ < \3,

1 + 51() ) + 2(Λ5 + Λ
7 + Λ

9) 52
(
<−\
o

)
, \3 ≤ \ < \4,

ℎ2(\ ) =




−52() ) + 2(Λ3 + Λ
5) 51

(
<−\
o

)
, \0 ≤ \ < \1,

52() ) + 2(Λ3 + Λ
5 + Λ

7) 51
(
<−\
o

)
, \1 ≤ \ < \2,

52() ) + 2(Λ5 + Λ
7) 51

(
<−\
o

)
, \2 ≤ \ < \3,

−52() ) + 2(Λ5 + Λ
7 + Λ

9) 51
(
<−\
o

)
, \3 ≤ \ < \4.

\

g

\0 \1 \2 \3 \4

ℓ0

ℓ1

ℓ2

ℓ3 ℓ4 ℓ5

c

2c

3c

o)

Figura 2.11. Construcción de la región Ω en el plano (\, g) en el caso 2c < o) < 3c .

Se puede comprobar de manera directa que la función (2.26) es continua
en el intervalo [\0, \4] y diferenciable en (\0, \1) ∪ (\1, \2) ∪ (\2, \3) ∪ (\3, \4),
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y que satisface p−
2 () ) = h(\0) = h(\4) y p+

2 () ) = h(\2), donde

p±
2 () ) = ±

X

o

(
1 + 2Λ2 + 2Λ4 − 51() )

52() )

)
, ) ∈ �3, (2.27 ➤)

mientras que q+2 () ) = h(\1) y q−2 () ) = h(\3), donde

q±2 () ) = ±
X

o

(
−1 + (1 + 2Λ−2 + 2Λ−4) 51() )

−(1 + 2Λ−2 + 2Λ−4) 52() )

)
, ) ∈ �3. (2.28 ➤)

De lo anterior se sigue que la imagen del intervalo [\0, \4] bajo la función
h describe en el plano de fases una trayectoria cerrada simple que es suave
a trozos para cada ) > 0 tal que o) ∈ (2c, 3c). Se sigue también de la de-
finición de las componentes ℎ1 y ℎ2 que si 2c < o)1 < o)2 < 3c , entonces
mQ()1) ∩ mQ()2) = ∅. Finalmente, resulta que el conjunto de puntos en los
cuales no es diferenciable la trayectoria que describe el conjunto de alcan-
zabilidad Q() ) para cada 2c < o) < 3c , son los puntos p±

2 () ) y q
±
2 () ). Por

consiguiente, se afirma que el dominio de definición de la función vectorial
h : [

¯
\, \̄ ] → Q() ) que describe los conjuntos de alcanzabilidad para cada

) > 0 tal que o) ∈ (2c, 3c) es

[
¯
\, \̄ ] = [< + 1

2c,< + 5
2c] .

La definición de las funciones p±
2 y q±2 satisfacen los siguientes límites

laterales

±" 1 = ĺım
)→

2c
o

+
p±
2 () ) = ĺım

)→
2c
o

+
q±2 () ) = ±

X

o
(1 + Λ

2)2
(
1
0

)
,

mientras que

±" 2 = ĺım
)→

3c
o

−
p±
2 () ) = ĺım

)→
3c
o

−
q∓2 () ) = ±

X

o
(1 + Λ

2) (1 + Λ
2 + Λ

4)

(
1
0

)
.

El ejemplo que sigue extiende los resultados de los Ejemplos 2.1 y 2.2 a
este caso particular.
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Ejemplo 2.3. Se considera una vez más la familia de sistemas de ecua-
ciones diferenciales (2.12) en la que se supuso l = 1.0 y ` = 0.2, mientras
que la cota de las perturbaciones externas se supone es X = 1.0. Con tales
valores se obtuvo en el Ejemplo 2.1: Λ ≈ 0.7256,< ≈ 1.3694 y o ≈ 0.9797.

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

I1

I2

Q():)

−" 2

" 2

Figura 2.12. Conjuntos de alcanzabilidad Q(): ) del Ejemplo 2.2 cuando 0 < o): < 3c .

En la Figura 2.12 se muestran los conjuntos de alcanzabilidad Q():) que
se obtuvieron en los Ejemplos 2.1 y 2.2, así como las que se obtienen de la
función definida en (2.26) para los instantes

):+10 =

(
2 +

:

5

)
·
c

o
, : = 1, 2, . . . , 5,

de donde se obtiene:)11 = 7.0540,)12 = 7.6953,)13 = 8.3365,)14 = 8.9778
y )15 = 9.6191.
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Las trayectorias que describen las funciones p±
2 y q±2 sobre las cuales no

es diferenciable la función h se muestran también en la Figura 2.12.
Para estos valores se observa que las superficies de discontinuidad p+

2 y g
−
2

tienden al punto " 2 cuando ) → (3c/o)−, mientras que p−
2 y q+2 convergen

a −" 2 cuando ) → (3c/o)+, donde

" 2 ≈

(
2.8107

0

)
.

Lo anterior muestra la extensión natural de los resultados numéricos que se
obtuvieron en los Ejemplos 2.1 y 2.2.

De la transformación~ = �z, donde� es la matriz que se define en (2.11),
se obtienen los conjuntos de alcanzabilidad para la familia de sistemas de
ecuaciones diferenciales (2.10) cuyas gráficas se muestran en la Figura 2.13.
Bajo esta transformación resulta que

"̂ 2 = �" 2 ≈

(
2.7539

0

)
.

La estructura de los conjuntos de alcanzabilidad Q() ) para las familias
de sistemas de ecuaciones diferenciales (2.10) y (2.12) es topológicamente
equivalente al caso en que o) ∈ (0, c) y o) ∈ (c, 2c).

El principio es la mitad de todo.

Pitágoras de Samos (571–497 a.C.)
Filósofo griego

Conjuntos de alcanzabilidadQ(Z) para Z ∈ Pn+1

El procedimiento que se analizó de forma explícita en los apartados ante-
riores, se puede repetir de forma indefinida para obtener aproximaciones
de la frontera del conjunto de alcanzabilidad Q de la familia de ecuaciones
diferenciales (2.12) empleando los conjuntos Q() ) cuando) → ∞. En reali-
dad, si se supone que el parámetro ) satisface el conjunto de desigualdades
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-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

~1

~2

Q():)

−"̂ 2

"̂ 2

Figura 2.13. Conjuntos de alcanzabilidad Q(): ) del Ejemplo 2.2 cuando 0 < o): < 3c .

=c < o) < (=+1)c para cada = ∈ N, entonces es suficiente tomar = → ∞. En
este proceso es necesario analizar las trayectorias que definen los conjuntos
de alcanzabilidad Q() ) en cada instante ) > 0 que satisface la desigualdad
=c < o) < (= + 1)c para cada = ∈ N. En este apartado se generaliza de
forma inductiva el método que se empleó en los apartados anteriores.

Se supone que la región Ω en la que se determina h : [
¯
\, \̄ ] → Q() ) para

cada ) > 0 que satisface la desigualdad =c < o) < (= + 1)c , es como se
muestra en la Figura 2.14, la cual es caracterizada por el conjunto de rectas

ℓ0 : og + \ =< + 1
2c, ℓ1 : og + \ =< + 3

2c, ℓ2 : og + \ =< + 5
2c, . . . ,

ℓ=+1 : og + \ =< + 2=+3
2 c, ℓ=+2 : og + \ =< + 2=+5

2 c,
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y, por consiguiente, a partir de estas rectas se obtienen los puntos

\0 =< + 1
2c, \1 =< + 2=+3

2 c − o), \2 =< + 3
2c,

\3 =< + 2=+5
2 c − o), \4 =< + 5

2c.

\

g

\0 \1 \2 \3 \4

ℓ=−1

ℓ=

ℓ=+1 ℓ=+2 ℓ=+3

c

=c

(= + 1)c

o)

ℓ0

ℓ1 ℓ2 ℓ3 ℓ4

Figura 2.14. Construcción de la región Ω en el plano (\, g) en el caso =c < o) < (= + 1)c .

Sobre cada recta ℓ: que se ha definido en la región Ω se determina un
punto): (\ ) con el fin de determinar los puntos (g, \ ) en los cuales la función
cos(og + \ −<) posee una transición de signo. Tales instantes son:

)1(\ ) =
< + 3

2c − \

o
, )2(\ ) =

< + 5
2c − \

o
, )3 (\ ) =

< + 7
2c − \

o
, . . . ,

)=+1(\ ) =
< + 2=+3

2 c − \

o
, )=+2(\ ) =

< + 2=+5
2 c − \

o
.
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De acuerdo al esquema que se muestra en la Figura 2.14 se observa que,
en el conjunto Ω1 ∪ Ω2, la función h : [\0, \4] → Q() ) obtiene la represen-
tación

h(\ ) = X

=∑

:=0

(−1):+1
∫

�:

> (g) dg, \ ∈ [\0, \1],

con intervalos: �0 = [0,)1(\ )], �1 = [)1(\ ),)2(\ )], �2 = [)2(\ ),)3(\ )], . . .,
�=−1 = [)=−1(\ ),)= (\ )] y �= = [)= (\ ),) ], mientras que

h(\ ) = X

=+1∑

:=0

(−1):+1
∫

�:

> (g) dg, \ ∈ [\1, \2],

con intervalos de integración dados por: �0 = [0,)1(\ )], �1 = [)1(\ ),)2(\ )],
�2 = [)2(\ ),)3 (\ )], . . ., �= = [)= (\ ),)=+1(\ )] y �=+1 = [)=+1(\ ),) ]. De igual
manera, en el conjunto Ω3 ∪ Ω4 se obtiene la función h : [

¯
\, \̄ ] → Q() )

definida por

h(\ ) = X

=∑

:=0

(−1):
∫

�:+1

> (g) dg, \ ∈ [\2, \3],

con intervalos de integración que son definidos en la manera:�1 = [0,)2(\ )],
�2 = [)2(\ ),)3(\ )], . . ., �= = [)= (\ ),)=+1(g)] y �=+1 = [)=+1(\ ),) ], mientras
que

h(\ ) = X

=+1∑

:=0

(−1):
∫

�:+1

> (g) dg, \ ∈ [\3, \4],

con �1 = [0,)2(\ )], �2 = [)2(\ ),)3(\ )], . . . , �=+1 = [)=+1(\ ),)=+2(\ )] y
�=+2 = [)=+2(\ ),) ].

Después de efectuar las integrales y realizar las simplificaciones, se obtie-
ne la siguiente expresión que define la función vectorial

h(\ ) =
X

o

(
ℎ1(\ )
ℎ2(\ )

)
, \ ∈ [\0, \4], (2.29 ➤)
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donde

ℎ1(\ ) =




−1 + (−1)= 51() ) + 2
∑=

:=1 Λ
2:+1 52

(
<−\
o

)
, \0 ≤ \ < \1,

−1 + (−1)=+151() ) + 2
∑=+1

:=1 Λ
2:+152

(
<−\
o

)
, \1 ≤ \ < \2,

1 + (−1)=+151() ) + 2
∑=

:=1 Λ
2:+352

(
<−\
o

)
, \2 ≤ \ < \3,

1 + (−1)= 51() ) + 2
∑=+1

:=1 Λ
2:+3 52

(
<−\
o

)
, \3 ≤ \ ≤ \4,

ℎ2(\ ) =




(−1)=+152() ) + 2
∑=

:=1 Λ
2:+1 51

(
<−\
o

)
, \0 ≤ \ < \1,

(−1)= 52() ) + 2
∑=+1

:=1 Λ
2:+1 51

(
<−\
o

)
, \1 ≤ \ < \2,

(−1)= 52() ) + 2
∑=

:=1 Λ
2:+3 51

(
<−\
o

)
, \2 ≤ \ < \3,

(−1)=+152() ) + 2
∑=+1

:=1 Λ
2:+3 51

(
<−\
o

)
, \3 ≤ \ ≤ \4.

La definición de la función h : [\0, \4] → Q() ) se debe reducir a los casos
ya analizados cuando = ∈ {0, 1, 2}. En efecto, se comprueba directamente
que la función definida en (2.29) se reduce a la definición que se presentó
en (2.18) en el caso en que = = 0, que esta se reduce a la definición que
se presenta en (2.23) si = = 1, y que esta toma la forma particular que se
muestra en (2.26) cuando = = 2⁴. Por consiguiente, se sigue que la función
(2.29) extiende los casos presentados previamente.

La definición de los parámetros \0, \2 y \4 permite verificar de forma
directa que la función h : [\0, \4] → Q() ) satisface las siguientes igualdades:
p−
= () ) = h(\0) = h(\4) y p+

= () ) = h(\2), donde

p±
= () ) = ±

X

o

(
1 + 2

∑=
:=1 Λ

2: + (−1)=+151() )
(−1)= 52() )

)
, ) ∈ �=+1, (2.30 ➤)

mientras que q+= () ) = h(\1) y q−= () ) = h(\3), donde

q±= () ) = ±
X

o

(
−1 + (−1)= (1 + 2

∑=−1
:=0 Λ

2(:−=)) 51() )

(−1)=+1(1 + 2
∑=−1

:=0 Λ
2(:−=)) 52() )

)
, ) ∈ �=+1. (2.31 ➤)

Se espera también que la definición de las funciones p±
= y q±= que se mues-

tran respectivamente en (2.30) y (2.31) se deben reducir a los casos previos

⁴Se adopta el convenio particular válido sobre sumatorias: si 9 < 8, entonces
∑9

:=8
b: = 0.
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cuando = ∈ {0, 1, 2}. En efecto, se comprueba directamente que las defini-
ciones en (2.30) se reducen a las funciones p±

0 que se muestran en (2.19)
cuando = = 0, estas se reducen a las expresiones p±

1 dadas en (2.24) cuan-
do se elige = = 1, y que estas se transforman en las expresiones p±

2 que se
presentan en (2.27) cuando = = 2. De igual manera, se observa que las fun-
ciones q±= definidas en (2.31) se reducen a las funciones p∓

0 de (2.19) cuando
se elige = = 0, se reducen a las expresiones q∓1 definidas en (2.25) cuando
= = 1, y que estas se transforman en las funciones q±2 cuando se elige = = 2.
Por consiguiente, se sigue que las funciones (2.30) y (2.31) extienden los
casos presentados previamente.

Las observaciones anteriores muestran que la imagen del intervalo [\0, \4]
bajo la función h define una trayectoria cerrada simple que es suave a trozos
para cada ) > 0 tal que o) ∈ [=c, (= + 1)c], la cual a su vez, es continua
en [\0, \4] y diferenciable en (\0, \1) ∪ (\1, \2) ∪ (\2, \3) ∪ (\3, \4). Además,
debido a la definición de ℎ1 y ℎ2, se sigue que si )1,)2 > 0 son tal que
=c < o)1 < o)2 < (= + 1)c , entonces mQ()1) ∩ mQ()2) = ∅.

Como consecuencia de lo anterior, resulta que el intervalo de definición
de la trayectoria h : [

¯
\, \̄ ] → Q() ) que describe cada conjunto de alcanza-

bilidad Q() ) para cada instante ) > 0 tal que o) ∈ [=c, (= + 1)c] es

[
¯
\, \̄ ] = [< + 1

2c,< + 5
2c] .

Es claro que la función h : [
¯
\, \̄ ] → Q() ) se puede extender a una función

periódica de periodo 2c definida sobre todoR con la propiedad de que, para
cada instante ) > 0 tal que =c < o) < (= + 1)c , la imagen de esta función
coincide con el conjunto de alcanzabilidad Q() ).

Se observa además que las funciones p±
= y q±= satisfacen los siguientes

límites laterales

±"= = ĺım
)→

=c
o

+
p±
= () ) = ĺım

)→
=c
o

+
q±= () ) = ±

X

o
(1 + Λ

2)
=−1∑

:=0

Λ
2:

(
1
0

)
,
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mientras que

±"=+1 = ĺım
)→

(=+1)c
o

−
p±
= () ) = ĺım

)→
(=+1)c

o

−
q∓= () ) = ±

X

o
(1 + Λ

2)
=∑

:=0

Λ
2:

(
1
0

)
.

(2.32 ➤)
Los resultados que se han obtenido permiten determinar cada conjunto

de alcanzabilidad Q() ) en cada instante) > 0 para la familia de ecuaciones
diferenciales (2.12). Como consecuencia de esto, y empleando estos resul-
tados, se puede determinar el correspondiente conjunto de alcanzabilidad
Q() ) en cada instante ) > 0 para (2.10).

Teorema 2.1. En la familia de ecuaciones diferenciales (2.10) se supone que los
parámetros satisfacen las desigualdades: 0 < ` < l y X > 0. Entonces la frontera
del conjunto de alcanzabilidad Q() ) de esta familia de ecuaciones diferenciales
se describe por la trayectoria suave a trozos:

ĥ(\ ) = �h(\ ), \ ∈ [< + 1
2c,< + 5

2c ],

donde � es la matriz que se define en (2.11) y h : [< + 1
2c,< + 5

2c ] → Q() ) se
define en (2.29) para cada) > 0 que satisface o) ∈ [=c, (= +1)c ] con = = È)É.
Las itersecciones del conjunto de alcanzabilidad Q() ) con el eje ~2 = 0 se dan
en ±"̂=+1 = ±�"=+1, donde:

"̂=+1 = ±
X

l2
(1 + Λ

2)
=∑

:=0

Λ
2:

(
1
0

)
. (2.33 ➤)

Como consecuencia del Teorema 2.1, se puede considerar ahora el pro-
blema de determinar los conjuntos de alcanzabilidad Q de las familias de
ecuaciones diferenciales (2.10) y (2.12) empleando las expresiones obteni-
das. Esto se sigue de observar primero que las expresiones de las funciones
vectoriales h : [

¯
\, \̄ ] → Q() ), p±

= : �=+1 → R
2 y q±= : �=+1 → R

2 que se
definen respectivamente en (2.29), (2.30) y (2.31), son válidas para cada
= ∈ N. Por lo tanto, surge de manera natural la interrogante sobre el com-
portamiento de estas funciones cuando = → ∞.
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La definición de las funciones ℎ1 y ℎ2 en la representación (2.29) permite
analizar la estructura de la frontera de los conjuntos de alcanzabilidad Q() )
cuando ) → ∞. Este límite describe la frontera del conjunto de alcanzabili-
dad Q de la familia de ecuaciones diferenciales (2.12).

En la comprobación de esta tarea, se observa primero que

ĺım
o)→∞

51() ) = ĺım
o)→∞

52() ) = 0,

mientras que

ĺım
=→∞

=∑

:=1

Λ
2:

= ĺım
=→∞

=+1∑

:=1

Λ
2:

=
Λ
2

1 − Λ2
,

y, por consiguiente, el conjunto de alcanzabilidad Q de la familia de ecua-
ciones diferenciales (2.12) se describe por la función vectorial

h∗(\ ) =
X

o
·

1

1 − Λ2

(
ℎ1(\ )
ℎ2(\ )

)
, \ ∈ [\0, \4] (2.34 ➤)

donde

ℎ∗1(\ ) =

{
Λ
2 − 1 + 2Λ352

(
<−\
o

)
, \0 ≤ \ < \2,

1 − Λ
2 + 2Λ552

(
<−\
o

)
, \2 ≤ \ ≤ \4,

ℎ∗2(\ ) =

{
2Λ3 51

(
<−\
o

)
, \0 ≤ \ < \2,

2Λ5 51
(
<−\
o

)
, \2 ≤ \ ≤ \4.

Las intersecciones de esta función vectorial con el eje I2 = 0 se obtienen a
partir del límite ±" ∗ de la sucesión de puntos {±" =}=∈N, el cual resulta de
la siguiente cadena de igualdades:

±" ∗
= ± ĺım

=→∞
"= = ±

X

o
(1 + Λ

2)
∞∑

:=0

Λ
2:

(
1
0

)
= ±

X

o
·
1 + Λ

2

1 − Λ2

(
1
0

)

= ±
X

o
·
1 + exp

(
−
c`

o

)

1 − exp
(
−
c`

o

)
(
1
0

)
= ±

X

o
coth

(c`
2o

) (
1
0

)
,
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es decir,

±" ∗
= ±

X

o
coth

(c`
2o

) (
1
0

)
. (2.35 ➤)

Los valores (2.35) y la definición de la función (2.34) permiten concluir que,
de acuerdo con el método de transformaciones puntuales discutido en la Sec-
ción 1.4, el conjunto de alcanzabilidad Q de la familia de ecuaciones diferen-
ciales (2.12) es un conjunto cerrado y acotado, lo cual permite determinar
el conjunto de alcanzabilidad Q de la familia de ecuaciones diferenciales
(2.10). Los resultados se resumen de la siguiente manera.

Teorema 2.2. En la familia de ecuaciones diferenciales (2.10) se supone que
los parámetros satisfacen las desigualdades: 0 < ` < l y X > 0. Entonces
el conjunto de alcanzabilidad Q de esta familia de ecuaciones diferenciales es
cerrado y acotado, y su frontera se describe por la trayectoria suave a trozos:

ĥ
∗
(\ ) = �h∗(\ ), \ ∈ [< + 1

2c,< + 5
2c ],

donde� se define en (2.11) y h∗ : [<+ 1
2c,<+ 5

2c ] → Q() ) se define en (2.34).
Las intersecciones de la frontera de este conjunto de alcanzabilidad con el eje
~2 = 0 se dan en los puntos ±"̂ ∗

= ±�" ∗, donde:

±"̂ ∗
= ±

X

l2
coth

(c`
2o

) (
1
0

)
. (2.36 ➤)

La importancia e interpretación geométrica del punto "̂ ∗ que se describe
en el Teorema 2.2 será analizada posteriormente en el Capítulo 3. Con este
propósito, es pertinente observar en (2.35) que los puntos ±" ∗ dependen
linealmente del parámetro X > 0 que describe la cota de las perturbaciones
externas UX .

El siguiente ejemplo permite concluir los casos que se han analizado par-
cialmente en los Ejemplos 2.1 a 2.3.

Ejemplo 2.4. Se considera como conclusión de los Ejemplos 2.1 a 2.3
la familia de ecuaciones diferenciales (2.12), en los que se han elegido los
siguientes valores numéricos: l = 1.0, ` = 0.2 y X = 1.0.
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" ∗
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Figura 2.15.Conjunto de alcanzabilidadQ y los conjuntos de alcanzabilidadQ(): ) de los Ejemplos 2.1

a 2.3 cuando 0 < o): < 3c .

De acuerdo con los resultados del Teorema 2.2, se puede determinar el
conjunto de alcanzabilidad Q de esta familia de ecuaciones diferenciales,
cuya frontera cruza al eje I2 = 0 en

" ∗ ≈

(
3.2914

0

)
.

En la Figura 2.15 se muestran los conjuntos de alcanzabilidad Q():) que se
obtuvieron en los Ejemplos 2.1 a 2.3, así como el conjunto de alcanzabilidad
Q de esta familia de ecuaciones diferenciales. Se puede observar el grado
de aproximación de los conjuntos de alcanzabilidad Q():) a la frontera del
conjunto de alcanzabilidad Q y, por consiguiente, es claro que si se requiere
una mejor aproximación, es necesario realizar más iteraciones.
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-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

~1

~2

−"̂ ∗

"̂ ∗

Q

Figura 2.16.Conjunto de alcanzabilidadQ y los conjuntos de alcanzabilidadQ(): ) de los Ejemplos 2.1

a 2.3 cuando 0 < o): < 3c .

Por otra parte, si se emplea la transformación ~ = �z, donde � es la
matriz que se define en (2.11), se obtiene el conjunto de alcanzabilidad Q
para la familia de ecuaciones diferenciales (2.10), el cual se muestra en la
Figura 2.16. La intersección de este conjunto con el eje ~2 = 0 se obtiene en
los puntos ±"̂ ∗

= ±�" ∗, donde � es la matriz no singular que se define en
(2.11) y

"̂ ∗ ≈

(
3.2249

0

)
.

Estos valores se muestran en la Figura 2.16.

En la construcción que se ha desarrollado en los Ejemplos 2.1 a 2.4, se
observa que para los valores numéricos que se han elegido para los paráme-
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tros 0 < ` < l , los conjuntos de alcanzabilidad Q() ), cuando 0 < o) < 3c ,
distan de aproximar de forma eficiente los correspondientes conjuntos de al-
canzabilidad Q de la familia de ecuaciones diferenciales (2.10) y (2.12), por
consiguiente, se observa de las expresiones que definen las funciones vecto-
riales (2.29) y (2.34), que el grado de aproximación depende en esencia de
los valores de estos parámetros⁵.

Como caso particular, se observa que si los parámetros están relacionados
por una desigualdad del tipo 0 < Λ ≪ 1, entonces el número de iteraciones
que se requieren para aproximar las correspondientes fronteras del conjunto
de alcanzabilidad puede ser no muy grande. La justificación de la afirmación
anterior se sigue de observar que, si esta desigualdad es válida, entonces
las sucesiones de sumas parciales

∑=
:=1 Λ

2: y
∑=+1

:=1 Λ
2: aproximan la serie∑∞

:=1 Λ
2: = (1 − Λ

2)−1 con un número no muy grande de sumandos. En tal
situación, la aproximación dependerá de los valores de ) en las expresiones
51() ) y 52() ). No obstante, es claro que tal condición no es suficiente.

Es claro, por otra parte, que el método no describe propiedades adiciona-
les sobre el conjunto de alcanzabilidad Q de la familia de sistemas de ecua-
ciones diferenciales (2.10) o (2.12). En el siguiente capítulo se considera
un método distinto para determinar estos conjuntos y se establecen también
algunas propiedades que serán de utilidad.

⁵En el Ejemplo 3.2 de la Página 118 se muestra un caso particular en el cual los conjuntos de alcanzabilidad

Q() ) cuando o) → (3c )−, aproximan de forma eficiente la frontera del conjunto de alcanzabilidad Q de la

familia de sistemas de ecuaciones diferenciales (2.10) para ciertos valores de los parámetros.
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3
Planteamiento del problema de
máxima desviación

La temática del arte debe consistir en el hombre y
sus problemas.

David Alfaro Siqueiros (1896-1974)
Pintor mexicano

Resumen

En este apartado se presenta un planteamiento alternativo sobre el problema de
máxima desviación. Este método se emplea para determinar conjuntos de alcanza-
bilidad Q mediante la estimación de su frontera. Los resultados se emplean para
establecer un criterio de estabilidad robusta para un sistema mecánico controlable
que admite impactos.

3.1. Introducción

Un problema de interés en el estudio cualitativo de las soluciones de ecuacio-
nes diferenciales ordinarias es, desde sus orígenes de la teoría desarrollada
por Aleksander Mijáilovich Lyapunov en el año 1892, el estudio de la esta-
bilidad de sus soluciones, es decir, el estudio de cómo cambian las solucio-
nes bajo pequeñas modificaciones de las condiciones iniciales, ver Lyapunov
(1966). En el caso de sistemas de ecuaciones diferenciales lineales

¤~ = �~, (3.1 ➤)
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donde� = (08 9 ) es una matriz constante de tamaño =×=, existen condiciones
que determinan la estabilidad de la solución estacionaria~(C) ≡ 0, las cuales
dependen de los valores propios de la matriz �, ver Sánchez (1968). No
obstante, los sistemas no lineales tales como

¤~ = �~ + g(~, C), ~(0) = ~0, ~(C) ∈ R
=, (3.2 ➤)

donde g : R=+1 → R
= es una función no lineal con derivadas parciales conti-

nuas, admiten una variedad de comportamientos mucho más amplios debido
a la presencia del término g(~, C). En tal caso, determinar criterios de estabi-
lidad de los puntos de equilibrio, soluciones triviales, es un buen acercamien-
to a conocer el comportamiento de las soluciones del sistema de ecuaciones
diferenciales (3.2), aún cuando exista incertidumbre sobre la elección de la
función no lineal g(~, C). En este sentido, los matemáticos David M. Grobman
y Philip Hartman probaron de manera independiente, el primero en 1859 y
el segundo en 1860, que en alguna vecindad de un punto de equilibrio hi-
perbólico, un sistema como (3.2) presenta un comportamiento equivalente
al del sistema lineal (3.1), ver Sotomayor (1979) y Perko (2001).

Unmétodo práctico que se emplea para abordar este problema, en un caso
particular, se describe a continuación. Se supone que se desconoce la forma
exacta de la función g(~, C) debido a los procesos de modelación, o bien, de-
bido al ajuste de ciertos parámetros que son no conocidos, y que sólo se tiene
cierta información adicional, por ejemplo, que es acotada: 0 ≤ ‖g(~, C)‖ ≤ X .
Si esta situación ocurre, surge la siguiente interrogante: ¿se pueden obtener
condiciones para garantizar la estabilidad de la solución trivial del sistema
y conocer de forma explícita la vecindad que se describe en los resultados
de Grobman y Hartman? Una manera de dar una estimación a la respuesta
de esta pregunta consiste en reemplazar el análisis de la dinámica del sis-
tema (3.2) y estudiar la dinámica de un sistema de ecuaciones diferenciales
auxiliar con lado derecho discontinuo

¤~ = �~ + bD (C), ~ (0) = ~0, ~(C) ∈ R
=, (3.3 ➤)

donde D (C) es una perturbación que pertenece a algún conjunto UX de fun-
ciones escalares acotadas: |D (C) | ≤ X para todo C ≥ 0.
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El comportamiento de las soluciones de este sistema para un instante
) > 0 es un resultado conocido, y surge como una aplicación en el año 1939
en un problema de optimización planteado por Boris Vladimirovich Bulgakov
conocido como problema de acumulación de perturbaciones, ver Elishakoff y
Ohsaki (2010). El problema consiste en el estudio de la máxima desviación
de un giróscopo en un barco cuando este cambia el rumbo de su movimiento,
ver Bulgakov (1939). La solución de este problema dio origen al problema
sobre la máxima desviación de una coordenada del sistema lineal (3.3) en
un instante ) > 0. Bulgakov demostró que la peor situación se presenta
cuando el barco lleva la máxima velocidad hacia adelante, o hacia atrás, a
lo largo de un meridiano, invirtiendo el curso en cada semiperiodo de las
oscilaciones del giróscopo Bulgakov (1946).

Los sistemas lineales amortiguados con parámetros
constantes no pueden desarrollar oscilaciones for-
zadas no acotadas si las perturbaciones son finitas.
...alcanza su valor máximo < 9? (C) si la magnitud
absoluta de ~? (C −g) toma el valor ;? , mientras que
su signo cambia para hacer que todos los elemen-
tos de la integral y los otros dos términos sean po-
sitivos. En otras palabras, el signo de ~? (C − g) de-
be modificarse en g = C1, C2, . . ., y posiblemente en
g = 0, C 9 , siendo C 9 las raíces positivas sucesivas de
la ecuación V:d (C) = 0.

B. V. Bulgakov (Científico ruso)
1900–1952

En este sentido, el planteamiento del problema de máxima desviación en el

sentido de Bulgakov se puede considerar como sigue. Se supone que z descri-
be el movimiento real de cierto proceso en el espacio de estadosR= , mientras
que z3 representa unmovimiento deseado para dicho proceso. Luego, se pue-
de suponer que la desviación del proceso en cada instante C > 0 se describe
por~ = z−z3 , y que esta variable admite la representación del sistema lineal
de ecuaciones diferenciales

¤~ = �~ + bD (C), ~(0) = 0, ~(C) ∈ R
=, (3.4 ➤)
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donde D (C) es una perturbación escalar externa que satisface la inclusión

D (C) ∈ UX = {D (C) ∈ PC(R) | |D (C) | ≤ X} , (3.5 ➤)

donde PC(R) denota el conjunto de funciones continuas a trozos sobre R y
X > 0 es una constante.

Se observa que el par (3.4)–(3.5) define formalmente una familia de sis-
temas de ecuaciones diferenciales con la propiedad de que cada elemento
(3.4) es indexado por la elección de una perturbación externa D (C) ∈ UX .

El planteamiento del problema de máxima desviación en el sentido de
Bulgakov de la :-ésima coordenada ~: de la solución ~D de la familia de
sistemas de ecuaciones diferenciales (3.4)–(3.5), es considerado como el si-
guiente problema de optimización, ver Aleksandrov et al. (2005):

sup
D (C)∈UX

|~: () ) | , (3.6 ➤)

donde ) > 0 es un instante fijo para el proceso descrito por (3.4)–(3.5).
La solución al problema de optimización (3.6) permite determinar una

perturbación externa Dmáx(C) ∈ UX , denominada peor perturbación externa,
mediante la cual es posible determinar la máxima desviación |~: () ) | de los
elementos de la familia de ecuaciones diferenciales (3.4)–(3.5). El procedi-
miento que se sigue para determinar la máxima desviación de la primera
coordenada es el siguiente: la solución general de uno de los elementos de
la familia de sistemas de ecuaciones diferenciales (3.4)–(3.5) para una per-
turbación D (C) ∈ UX se escribe como

~D (C) =

∫ C

0

4�(C−B)bD (B) dB

donde 4�C denota la matriz exponencial de la matriz�. Por lo tanto, la prime-
ra coordenada de ~D en el instante ) > 0 se escribe como ~1() ) = e⊤1~D () ),
donde e1 = (1, 0, . . . , 0)⊤ es el primer vector canónico de la base del espacio
de fases R=. Así

~1 () ) =

∫ )

0

e⊤1 4
�()−C)bD (C) dC . (3.7 ➤)
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Si la función escalar e⊤1 4
�()−C)b es idénticamente cero, entonces el sistema

de ecuaciones diferenciales (3.4)–(3.5) no es perturbado con respecto a la
coordenada ~1 en el instante ) , ya que en tal situación ~1 () ) = e⊤1 4

�)~D (0)
para cada D (C) ∈ UX . Por otra parte, si

e⊤1 4
�()−C)b . 0 para C ∈ [0,) ],

el sistema (3.4)–(3.5) es perturbado con respecto a la coordenada ~1 en el
instante ) , y es evidente de (3.7) que para alcanzar el valor máximo de la
coordenada ~1 en el momento ) es necesario y suficiente que la perturba-
ción D (C) tome los valores máximos +X o −X , dependiendo de si la función
e⊤1 4

�()−C)b es positiva o negativa. Si existen puntos C 9 > 0, con 9 = 1, 2, . . . ,<,
donde esta función es igual a cero, la perturbación D (C) puede tomar algún
valor entre +X y −X , pero tales puntos son únicamente un número finito en
vista de la analiticidad de la función e⊤1 4

�()−C)b, por lo tanto, el valor de la in-
tegral (3.7) no cambiará si se toma D (C 9 ) = 0 para 9 = 1, 2, . . . ,<. Dicho valor
corresponde con la selección de norma mínima descrita en la Sección 1.3.

De esta manera, se obtiene la función que determina la peor perturbación
externa que da solución al planteamiento del problema de máxima desvia-
ción en el sentido de Bulgakov que se describe en (3.6):

Dmáx(C) = X sign(e⊤1 4
�()−C)b) C ∈ [0,) ] . (3.8 ➤)

Si se sustituye esta perturbación en el sistema de ecuaciones diferenciales
(3.4), y la correspondiente solución es~Dmáx

(C) = (~máx
1 (C), . . . ,~máx

= (C))⊤, en-
tonces de la ecuación (3.7) se obtiene la representación de la primera coor-
denada de la familia de sistemas de ecuaciones diferenciales (3.4)–(3.5):

~máx
1 () ) = X

∫ )

0

|e⊤1 4
�()−C)b | dC . (3.9 ➤)

Las expresiones (3.8) y (3.9) corresponden a la solución del problema de
optimización (3.6) en el conjunto UX .

Este procedimiento se puede repetir si se desea determinar la máxima
desviación de la coordenada ~ 9 de las soluciones de la familia de sistemas de
ecuaciones diferenciales (3.4)–(3.5) para cada 9 = 1, . . . , =.
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Por consiguiente, si se emplea la norma vectorial

‖~‖∞ = máx
1≤ 9≤=

��~ 9

�� ,

entonces tiene lugar la siguiente desigualdad para cada una de las soluciones
de los elementos de la familia de sistemas de ecuaciones diferenciales (3.4)–
(3.5) en cada instante ) > 0 fijo

~D () )

∞
= máx

1≤ 9≤=

��~ 9 () )
�� ≤ X máx

1≤ 9≤=
U 9 () ), (3.10 ➤)

donde

U 9 () ) =

∫ )

0

|e⊤9 4
�()−C)b | dC,

y e 9 es el 9-ésimo vector canónico correspondiente a la base del espacio de
fases R=. El parámetro

Umáx
9 () ) = XU 9 () )

es llamado máxima desviación de la coordenada ~ 9 de la solución ~D en el

instante ) > 0.
La interpretación geométrica del problema de máxima desviación en el

sentido de Bulgakov es como sigue. Si en el problema de valores iniciales
(3.4) se elige la peor perturbación Dmáx(C) = X sign(e⊤9 4

�()−C)b) y otra pertur-

bación D̃ (C) ∈ UX , entonces las coordenadas ~máx
9 (C) y ~̃ 9 (C) de las soluciones

~Dmáx
(C) y ~̃D̃ (C), satisfacen las siguientes inclusiones

~máx
9 (C) ∈ ' 9 () ), ~̃ 9 (C) ∈ ' 9 () ), C ∈ [0,) ],

donde
' 9 () ) = [0,) ] × [−Umáx

9 () ), Umáx
9 () )],

mientras que |~̃ 9 () ) | ≤ |~máx
9 () ) | = Umáx

9 () ), como se muestra en la Figu-
ra 3.1. Por lo tanto, para cada C ∈ [0,) ] y cada elección D (C) ∈ UX , la corres-
pondiente solución ~D del sistema (3.4)–(3.5) posee como cota el estimado
que se describe en (3.10).
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)

' 9 () )

−Umáx
9 () )

Umáx
9 () )

C

~ 9

~máx
9 () )

~̃ 9 () )

Figura 3.1.Máxima desviación en el sentido de Bulgakov para la coordenada ~ 9 .

El problema demáxima desviación en el sentido de Bulgakov sobre la acu-
mulación de perturbaciones es de interés por el hecho de ser un problema
en el que se analizan sistemas de ecuaciones diferenciales en los que existe
incertidumbre respecto a perturbaciones externas. En estos sistemas, el pro-
blema de hallar el módulo máximo de una coordenada de una solución ~: () )
en un instante ) > 0 se puede emplear para cubrir necesidades prácticas en
algunas aplicaciones.

Esta descripción geométrica permite formular la siguiente interrogante
que surge de manera natural: ¿Cuál debe ser el menor conjunto de alcan-
zabilidad Q() ) en el espacio de estados R= que contiene las soluciones de
cada uno de los elementos de la familia de ecuaciones diferenciales (3.4)–
(3.5) dado un instante ) > 0?1 En los siguientes apartados se muestra que
el problema de hallar amplitudes máximas de oscilación en una coordenada
~: () ) cuando ) → ∞ permite, a su vez, establecer un criterio de estabilidad
robusta respecto a las soluciones triviales.

1El significado de la frase el menor conjunto Q() ) se considera en el sentido topológico sobre la contención de

conjuntos.
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3.2. Formulación del problema de máxima desviación en el plano

Cuando decía en 1980 a mis amigos que estaba
trabajando con H. Hubbard en el estudio de poli-
nomios de grado 2 en variable compleja..., me pre-
guntaban: ¿Y esperas encontrar algo nuevo?

Adrien Douady (1935–2006)
Matemático francés

La formulación del problema de máxima desviación con respecto a una coor-
denada, el cual describe una generalización del problema de máxima desvia-
ción en el sentido de Bulgakov, ver Aleksandrov et al. (2005), se considera
para la familia de ecuaciones diferenciales de orden dos con una perturba-
ción externa:

¥~ + 2` ¤~ + l2~ = 1D (C),

donde D (C) es una función escalar que satisface la inclusión

D (C) ∈ UX = {D (C) ∈ PC(R) | |D (C) | ≤ X} ,

PC(R) denota el conjunto de funciones continuas a trozos, ` y l son pa-
rámetros que satisfacen la desigualdad 0 < ` < l , y X > 0 es una cons-
tante que determina los recursos disponibles del conjunto de perturbaciones
externas UX . La familia de ecuaciones diferenciales descrita se puede consi-
derar como una generalización del problema de Ya. N. Roitenberg sobre la
construcción de auto oscilaciones mediante la síntesis de un control para un
sistema dinámico de orden dos que se discutió en la Subsección 1.4.1.

Tomando~1 = ~ y~2 = ¤~, la familia de ecuaciones diferenciales propuesta
es equivalente a la familia de sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias
con una perturbación externa definidas en el plano:

¤~1 = ~2

¤~2 = −l2~1 − 2`~2 + 1D (C) .
(3.11 ➤)

El planteamiento del problema de máxima desviación exige cierto carác-
ter oscilatorio de las soluciones ~D de la familia de sistemas de ecuaciones
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diferenciales (3.11) respecto a la coordenada ~1, la cual, naturalmente, de-
pende de la elección de la perturbación externa D (C) ∈ UX . En este sentido
se considera la siguiente:

Definición 3.1. La solución~D (C) de (3.11) asociada a una perturbación externa
D(C) ∈ UX y una condición inicial ~D (0) = ~0, es oscilante respecto a una coor-

denada, si esta coordenada sobre [0,∞) cambia de signo un número infinito de
veces. En caso contrario, si la solución ~D (C) no es oscilante respecto a alguna
coordenada, la solución es no oscilante respecto a coordenadas.

Se observa de la Definición 3.1 que si para alguna elección D (C) ∈ UX

la correspondiente solución ~D del sistema (3.11) es oscilante respecto a la
coordenada ~1, también lo es respecto a la coordenada ~2. No obstante, el
recíproco es falso. En la Figura 3.2 se muestra una situación en la cual una
solución ~D es oscilante respecto a la coordenada ~2 = ¤~1, pero no lo es
respecto a la coordenada ~1.

C

~1

Figura 3.2. Solución oscilante respecto a ~2 y no oscilante respecto a ~1.

La formulación del problema de máxima desviación que se considera a
continuación, es una adaptación de la formulación que se presenta en las
referencias: Zhermolenko (1980) y Aleksandrov et al. (2005).

Se define el conjunto

Σ = {(~1, ~2) | ~1 ∈ R y ~2 = 0}

y se considera el problema de determinar soluciones en los sistemas de ecua-
ciones diferenciales (3.11) con las siguientes características. Sin pérdida de
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generalidad, se supone que la condición inicial para cada uno de los elemen-
tos de (3.11) es de la forma

p0 =

(
U0
0

)
,

de tal manera que este punto pertenece al conjunto

Σ+ = {(~1, ~2) | ~1 > 0 y ~2 = 0} .

Por lo tanto, ~1 (0) = U0 y ~2 (0) = 0. Se desea determinar, si es que existe,
una perturbación externa D (C) ∈ UX con la propiedad de que la solución
correspondiente ~D cruce por vez primera en algún instante C1 > 0 finito al
conjunto

Σ− = {(~1, ~2) | ~1 < 0 y ~2 = 0} ,

y tal que la primera coordenada del punto de intersección sea solución del
problema de optimización

ı́nf
D (C)∈UX

~1 (C1),

bajo el supuesto de que ~2 (C) ≠ 0 para cada C ∈ (0, C1).
Se resalta que el instante C1 > 0, en el cual cada solución ~D asociada a

cada perturbación externa D (C) ∈ UX cruza al conjunto Σ−, no es fijo y que,
en general, dicho instante depende de la elección de la perturbación externa
D (C) ∈ UX que se considere.

Cuando el problema de optimización planteado admite solución, se dice
que el conjunto de soluciones ~D posee máxima desviación respecto a la coor-

denada ~1, y la correspondiente máxima desviación se denota por Umáx
1 . La

perturbación que da solución a este problema de optimización se denomina
peor perturbación externa, la cual se denota por Dmáx(C).

Si ~Dmáx
(C) = (~1(C),~2(C))

⊤ denota la solución asociada a la peor per-

turbación externa Dmáx(C), entonces existe un instante Cmáx
1 > 0 tal que la

correspondiente máxima desviación satisface la ecuación −Umáx
1 = ~1(C

máx
1 ),

tal como se muestra en la Figura 3.3. En este caso, el punto

p1 = ~Dmáx
(Cmáx
1 ) =

(
−Umáx

1
0

)
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C

~1

U0

−Umáx
1

Umáx
2

−Umáx
3

C0 = 0

Cmáx
1

Cmáx
2

Cmáx
3

Figura 3.3. Interpretación geométrica del problema de máxima desviación en el conjunto de soluciones

que son oscilantes respecto a la coordenada ~1 en la familia de sistemas de ecuaciones diferenciales

(3.11).

es un elemento de Σ−, tal como se muestra en la Figura 3.4.
El problema de máxima desviación respecto a la coordenada ~1 se puede

presentar de forma equivalente al problema de optimización:

sup
D (C)∈UX

|~1 (C1) |

~1 (0) = U0, ¤~1 (0) = 0, ¤~1 (C1) = 0,

¤~1 (C) ≠ 0 para todo C ∈ (0, C1) .

Se puede entonces plantear nuevamente el siguiente problema de má-
xima desviación: desde p1 en Σ− se determina, si existe, una perturbación
externa D (C) ∈ UX que conduzca a la correspondiente solución hasta un
nuevo punto p2 en Σ+ en un instante C2 > Cmáx

1 finito, de forma tal que la
primera coordenada del punto de intersección p2 sea solución del problema
de optimización

sup
D (C)∈UX

~1 (C2)

y tal que ~2 (C) ≠ 0 para cada C ∈ (Cmáx
1 , C2), como se muestra en la Figura 3.4.

Si existe solución al problema de optimización, se dice nuevamente que
el conjunto de soluciones ~D admite máxima desviación respecto a la coor-

denada ~1, y la correspondiente máxima desviación se denota por Umáx
2 . La
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~1

~2

Σ+

Σ− p0

p1 p2

Figura 3.4. Interpretación de los conjuntos Σ+ y Σ− en la construcción de una oscilación en el problema

de máxima desviación respecto a la coordenada ~1.

perturbación externa que da solución a este nuevo problema de optimización
también se denomina peor perturbación externa y se denota de igual manera
por Dmáx(C).

La solución ~Dmáx
(C) = (~1(C),~2 (C))

⊤ asociada a la peor perturbación ex-

terna implica la existencia de un instante Cmáx
2 > Cmáx

1 tal que el valor de la
correspondiente máxima desviación satisface la ecuación Umáx

2 = ~1(C
máx
2 ),

tal como se observa en la Figura 3.3. Se sigue entonces que

p2 = ~Dmáx
(Cmáx
2 ) =

(
Umáx
2
0

)

es un elemento de Σ+, ver la Figura 3.4.
Una vez más, el problema demáxima desviación respecto a la coordenada

~1 se puede presentar de forma equivalente al problema de optimización:

sup
D (C)∈UX

|~1 (C2) |

~1 (C
máx
1 ) = −Umáx

1 , ¤~1 (C
máx
1 ) = 0, ¤~1(C2) = 0,

¤~1 (C) ≠ 0 para todo C ∈ (Cmáx
1 , C2) .

El procedimiento descrito se puede iterar y, con ello, formular problemas
de optimización análogos, lo cual permite construir una solución ~Dmáx

(C) os-
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cilatoria que posee máximas desviaciones Umáx
1 , Umáx

2 , . . . respecto a la coor-
denada~1 en ciertos instantes Cmáx

1 , Cmáx
2 , . . ., y la cual cruza de forma iterativa

los conjuntos Σ− y Σ+.

3.3. Conjuntos de alcanzabilidad desde un punto en un semiplano

Se presenta ahora un método geométrico que permite determinar una per-
turbación externa D (C) ∈ UX , bajo la cual, es posible hallar el conjunto de
máximas desviaciones sobre el eje ~1 para la familia de sistemas de ecuacio-
nes diferenciales (3.11).

Se supone que el espacio de estados Ω = R2 es dividido en dos semies-
pacios

Ω+ =
{
(~1, ~2) ∈ R

2
�� ~2 > 0

}
y Ω− =

{
(~1, ~2) ∈ R

2
�� ~2 < 0

}

y que en ellos se considera el movimiento de un sistema dinámico gobernado
por un sistema de dos ecuaciones diferenciales no lineales autónomas depen-
dientes de una perturbación externa, sobre la cual se conoce únicamente que
es acotada y continua a trozos:

¤~1 = 51(~1, ~2, D (C)),

¤~2 = 52(~1, ~2, D (C)),
(~1(C),~2 (C))

⊤ ∈ Ω, (3.12 ➤)

donde
D (C) ∈ UX = {D (C) ∈ PC(R) | |D (C) | ≤ X} .

Se elige el vector de condiciones iniciales para cada uno de los elementos de
la familia de sistemas de ecuaciones diferenciales (3.12) en la forma

p0 =

(
−U0
0

)
, U0 > 0.

Sin pérdida de generalidad, se supone que 51(~1, ~2,D (C)) > 0 para cual-
quier elección D (C) ∈ UX , de tal manera que conforme se incremente el tiem-
po C ≥ 0, la variable de estado ~1(C) de la solución ~D (C) = (~1(C),~2 (C))

⊤
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se incrementa también desde el estado inicial. El supuesto anterior permite
concluir que el vector de condiciones iniciales p0 no es un punto estacio-
nario del sistema (3.12), es decir, que la función constante ~D (C) ≡ p0 no
es solución de (3.12). Se supone también que existe un intervalo [0,) ] con
) > 0, tal que para cada elección de la perturbación externa D (C) ∈ UX , la
correspondiente trayectoria solución ~D : [0,) ] → Ω de (3.12), definida en
el sentido de Filippov, ver la Sección 1.2, y que comienza en el punto p0,
corta por segunda vez el eje ~2 = 0 en algún punto CD ∈ [0,) ], es decir,

~D (CD) =

(
~1 (CD)

0

)
.

Cada estado ~D (CD) e instante CD ∈ [0,) ] dependen de la elección D (C) ∈ UX .
Así ~D (C) ∈ Ω+ para todo C ∈ (0, CD).

Se define el conjunto ( (p0) conformado por los estados de la forma~D (CD)
asociados a cada perturbación externa D (C) ∈ UX , es decir, estados que per-
tenecen al conjunto mΩ+∩ mΩ−, y a los cuales se puede llegar a través de una
trayectoria solución del sistema (3.12) asociada a la elección de una función
D (C) ∈ UX que inicia en p0. Por lo tanto,

( (p0) =
⋃

D (C)∈UX

{
~D (CD)

}
. (3.13 ➤)

El conjunto ( (p0) se llama segmento de alcanzabilidad desde p0. En la Figu-
ra 3.5 se muestra un esquema de dicho conjunto y dos trayectorias solución
asociadas a dos elecciones D1(C) y D2 (C) en UX .

Se puede comprobar de forma directa que ( (p0) ∩ [~1(CD1),~1 (CD2)] es
en sí un conjunto convexo, debido a que UX es un conjunto convexo y, por
consiguiente, ( (p0) resulta ser un intervalo.

Es claro de la construcción de ( (p0), que este conjunto es acotado infe-
riormente por −U0 y que −U0 ∉ S(p0), ya que p0 no es un punto estacionario
del sistema (3.12). Además, este conjunto es también acotado superiormente
debido al supuesto de que toda trayectoria solución ~D (C), asociada a alguna
elección D (C) ∈ UX , corta el eje ~2 = 0 en algún instante CD ∈ [0,) ]. Por lo
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~1

~2

p0

( (p0)
~D1 ( [0, CD1])

~1 (CD1)

~D2 ( [0, CD2])

~1 (CD2)

Figura 3.5. Segmento lineal de alcanzabilidad.

tanto, es apropiado considerar el siguiente problema de optimización:

sup
D (C)∈UX

( (p0), (3.14 ➤)

Un razonamiento análogo permite considerar la posibilidad de resolver el
problema de optimización opuesto

ı́nf
D (C)∈UX

( (p0) . (3.15 ➤)

Los planteamientos de los problemas de optimización (3.14) y (3.15) tie-
nen la siguiente interpretación geométrica respecto a las trayectorias solu-
ción de la ecuación diferencial (3.12): se desean determinar funciones Dmı́n (C)
y Dmáx(C) en UX que permitan hallar la mínima y máxima variación de am-

plitud de oscilación de las soluciones de la ecuación diferencial (3.12), al de-
terminar la menor y mayor distancia del origen de coordenadas al punto de

intersección de las soluciones de (3.12) con el eje ~2 = 0. Cuando esta míni-
ma y máxima variación existen, se denominan mínima desviación y máxima

desviación de la coordenada ~1, respectivamente, y se denotan por Umı́n
1 y

Umáx
1 . En tal caso, las perturbaciones Dmı́n(C) y Dmáx(C) en UX que generan

las correspondientes mínima desviación y máxima desviación, son llamadas
mejor perturbación externa y peor perturbación externa, respectivamente.

La solución de los problemas de optimización (3.14) y (3.15) conllevan
asociado el problema de determinar simultáneamente instantes Cmı́n

1 y Cmáx
1

en los cuales se alcanzan la mínima desviación y la máxima desviación.
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La interpretación geométrica para el planteamiento del problema de má-
xima desviación es equivalente al planteamiento que se realizó en la Sec-
ción 3.1 del problema de optimización respecto de la primera coordenada
~1 de las soluciones del sistema de ecuaciones diferenciales (3.12):

sup
D (C)∈UX

|~1(CD) |

~1 (0) = −U0, ¤~1 (0) = 0, ¤~1 (CD) = 0,

¤~1 (C) ≠ 0 para todo C ∈ (0, CD) .

Si existe una función Dmáx(C) ∈ UX y un instante Cmáx
1 ∈ [0,) ] que corres-

pondan a la solución a este problema de optimización, entonces la solución

~Dmáx
(C) =

(
~1 (C)
~2 (C)

)
, 0 ≤ C ≤ Cmáx

1 ,

describe la trayectoria que permite obtener la máxima desviación de la coor-
denada ~1 en el sistema de ecuaciones diferenciales (3.12), la cual queda
descrita por la ecuación Umáx

1 = ~1(C
máx
1 ). Por lo tanto, se obtiene la solución

del problema de optimización (3.14):

Umáx
1 = sup

D (C)∈UX

( (p0),

y, en tal situación, se define el segmento de trayectoria

�máx (p0) =
{
~Dmáx

(C)
��� C ∈ [0, Cmáx

1 ]
}
,

el cual se denomina trayectoria de máxima desviación.
La misma interpretación geométrica se obtiene al resolver el problema

de mínima desviación sobre el sistema de ecuaciones diferenciales (3.12), lo
cual requiere determinar de forma análoga una función Dmı́n (C) ∈ UX y un
instante Cmı́n

1 ∈ [0,) ] que definan la trayectoria de mínima desviación

�mı́n (p0) =
{
~Dmı́n

(C)
��� C ∈ [0, Cmı́n

1 ]
}
,
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como se muestra en la Figura 3.6. En tal caso se obtiene

Umı́n
1 = ı́nf

D (C)∈UX

( (p0) .

� (p0)

�máx(p0)

�mı́n (p0)

~1

~2

( (p0)

p0 Umı́n
1 Umáx

1

Figura 3.6. Interpretación geométrica de la trayectoria de mínima desviación �mı́n (p0), la trayectoria

de máxima desviación�máx (p0), la mínima desviaciónUmı́n
1 , la máxima desviación Umáx

1 , y el conjunto

de alcanzabilidad � (p0) desde p0.

Se observa que, resolver el problema de máxima desviación, o bien, el
problema de mínima desviación, es equivalente a determinar el conjunto
�máx (p0), o bien, el correspondiente conjunto �mı́n (p0).

Se define el subconjunto � (p0) de Ω+ conformado por las trayectorias
solución de (3.12) que se obtienen para cada elección D (C) ∈ UX , que sa-
tisfacen la condición inicial p0 y que se hallan en Ω+. El conjunto � (p0) se
llama conjunto de alcanzabilidad desde el punto p0 en el semiplano Ω+2. En la
Figura 3.6 se muestra un esquema que ilustra la construcción del conjunto
� (p0).

En lo que sigue se muestra un método que permite obtener una des-
cripción del conjunto de alcanzabilidad ( (p0) y los conjuntos �mı́n (p0) y
�máx (p0), los cuales se obtienen de la familia del sistema de ecuaciones dife-
renciales (3.12). Tal método es una adaptación de Formal’skii (2010, 2015).

Como 51(~1,~2, D (C)) > 0, se puede escribir de forma equivalente la fami-
lia de sistemas de ecuaciones diferenciales (3.12) en la familia de ecuaciones

2En la literatura en inglés, al conjunto � (p0) se le suele llamar integral funnel, reachability set, o bien, attaina-

bility set, ver Butkovskiy (1991) y Formal’skii (2015).
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diferenciales de primer orden:

d~2
d~1

= 5 (~1,~2, D (C)), ~2 (−U0) = 0, D (C) ∈ UX , (3.16 ➤)

donde

5 (~1, ~2, D (C)) =
52(~1,~2, D (C))

51(~1,~2, D (C))
.

Se considera la perturbación Dmáx(C) ∈ UX que determina el mayor valor de
la derivada en la ecuación diferencial (3.16), es decir,

Dmáx(C) = arg

{
sup

D (C)∈UX

5 (~1, ~2, D (C))

}
. (3.17 ➤)

Si ~máx
2 : [−U0, Umáx

1 ] → R denota la solución de la ecuación diferencial

d~2
d~1

= 5 (~1,~2, Dmáx(C)), ~2 (−U0) = 0,

donde Umáx
1 > −U0 es el primer estado en el cual ~máx

2 (Umáx
1 ) = 0, entonces

se debe satisfacer

�máx(p0) =
{
(~1, ~

máx
2 (~1))

��� ~1 ∈ (−U0, U
máx
1 )

}
. (3.18 ➤)

Para ver que esto es así, basta observar que si se elige otra perturbación
D (C) ∈ UX tal que la correspondiente solución ~D (C) = (~1(C),~2 (C))

⊤ de la
ecuación diferencial (3.16) inicia en p0, tiene la propiedad de alcanzar un
punto (~01, ~

0
2 (~

0
1)) del conjunto �máx(p0), y estar por encima de la curva

�máx (p0) para ~1 > ~01 , entonces en dicho punto se satisface la desigualdad

5 (~01, ~
0
2 (~

0
1),D (C)) > 5 (~01, ~

máx
2 (~01),Dmáx(C)), (3.19 ➤)

o bien, la solución ~máx
2 : [−U0, Umáx

1 ] → R no es única. No obstante, esto no
puede ser así, ya que en el primer caso, si la desigualdad (3.19) es válida,
entonces se contradice la definición de la función (3.17), mientras que en el
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segundo caso, se ha supuesto que la solución que inicia en p0 es única. Por
lo tanto, el supuesto (3.18) se debe satisfacer.

Se sigue de esto que �máx(p0) describe la frontera superior del conjunto
de alcanzabilidad � (p0).

Si ahora se considera la función Dmı́n (C) ∈ UX que minimiza la derivada
en la ecuación diferencial (3.16), es decir, la función

Dmı́n (C) = arg

{
ı́nf

D (C)∈UX

5 (~1, ~2, D (C))

}
, (3.20 ➤)

y ~mı́n
2 : [−U0, Umı́n

1 ] → R denota la solución de la ecuación diferencial

d~2
d~1

= 5 (~1, ~2, Dmı́n(C)), ~2 (−U0) = 0,

donde Umı́n
1 > −U0 es el primer estado en el cual ~mı́n

2 (Umı́n
1 ) = 0, entonces se

debe satisfacer

�mı́n (p0) =
{
(~1, ~

mı́n
2 (~1))

��� ~1 ∈ (−U0, U
mı́n
1 )

}
. (3.21 ➤)

Al aplicar un argumento similar, se puede mostrar que �mı́n (p0) define la
frontera inferior del conjunto de alcanzabilidad � (p0).

De esta manera, las expresiones (3.13), (3.18) y (3.21) permiten concluir
que el conjunto de alcanzabilidad � (p0) satisface la propiedad:

m� (p0) = �mı́n (p0) ∪ �máx(p0) ∪ ( (p0) .

La posibilidad de obtener esta representación de forma explícita, depende de
poder determinar de forma analítica la solución de la ecuación diferencial
(3.16), o del sistema de ecuaciones diferenciales (3.12), cuando se eligen
las perturbaciones Dmı́n (C) y Dmáx(C), según las expresiones (3.17) y (3.20).
Por consiguiente, la fortuna de este cometido, queda predeterminado por la
estructura de la ecuación diferencial (3.16), o bien, de manera equivalente,
por la familia de sistemas de ecuaciones diferenciales (3.12).

Si se considera el punto

p1 =

(
Umáx
1
0

)
,
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entonces se puede emplear el procedimiento descrito a fin de construir de
forma análoga el conjunto de alcanzabilidad � (p1), como se muestra en la
Figura 3.7.

Por construcción, es claro que este procedimiento se puede repetir de
forma indefinida sobre cada máxima desviación Umáx

= para determinar los
correspondientes conjuntos de alcanzabilidad � (p=).

� (p0)

�máx(p0)

�mı́n (p0)

� (p1)
�máx(p1)

�mı́n (p1)

~1

~2

( (p0)

( (p1)
p0 Umı́n

1

Umáx
1

p1

−Umı́n
2−Umáx

2

Figura 3.7. Interpretación geométrica de los conjuntos de alcanzabilidad � (p0) y � (p1) así como las

máximas desviaciones Umáx
1 y Umáx

2 .

En el procedimiento iterativo que se ha descrito, pueden surgir de forma
natural el estudio de dos tipos de soluciones ~D (C) de la familia de sistema
de ecuaciones diferenciales (3.12): soluciones para las cuales la sucesión de

máximas desviaciones es convergente, y soluciones para las cuales la sucesión

de máximas desviaciones es divergente. El primer tipo de soluciones permiten
construir soluciones periódicas que convergen a un único ciclo límite estable,
o bien, a un punto de equilibrio, mientras que las segundas corresponden a
soluciones divergentes.

En el siguiente apartado se presenta una aplicación sobre la construc-
ción de los conjuntos de alcanzabilidad � (p=) para establecer un criterio de
estabilidad robusta en ecuaciones diferenciales de segundo orden.
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3.4. Problema de máxima desviación en ecuaciones lineales

Ningún arte es susceptible de aprenderse puramen-
te en abstracto y con entera independencia de las
aplicaciones a que está destinado.

Gabino Barreda (1818-1881)
Educador y político mexicano

Por tomar en consideración el método descrito en el apartado anterior, se
analiza como caso particular el problema de determinar el conjunto de má-
ximas desviaciones de la familia de ecuaciones diferenciales ordinarias de
orden dos con una perturbación externa:

¥~ + 2` ¤~ +l2~ = D (C),

donde los parámetros satisfacen la desigualdad 0 < ` < l , y la función D (C)
es una perturbación externa que satisface la inclusión

D (C) ∈ UX = {D (C) ∈ PC(R) | |D (C) | ≤ X} ,

con X > 0 constante.
Considerando el cambio de coordenadas ~1 = ~ y ~2 = ¤~, la familia de

ecuaciones diferenciales ordinaria propuesta se puede escribir de forma equi-
valente a la siguiente familia de sistemas de ecuaciones diferenciales ordi-
narias con una perturbación externa:

¤~1 = ~2,

¤~2 = −l2~1 − 2`~2 +D (C),
(3.22 ➤)

donde
D (C) ∈ UX = {D (C) ∈ PC(R) | |D (C) | ≤ X} .

Se observa que existe al menos una perturbación externa D (C) ∈ UX tal que
la solución de esta ecuación diferencial asociada a esta perturbación es osci-
latoria respecto a la coordenada ~1, por ejemplo, si se elige la perturbación
externa constante D (C) ≡ 0 definida para todo C ≥ 0.
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Con el fin de determinar los conjuntos de alcanzabilidad � (p:) de la fa-
milia de ecuaciones diferenciales (3.22), al emplear el método descrito en la
Sección 3.3, se escribe cada elemento de forma equivalente a

d~2
d~1

= −l2~1

~2
− 2` +

D (C)

~2
.

Se observa de esta nueva familia de ecuaciones diferenciales ordinarias
de primer orden que la función que maximiza el lado derecho depende úni-
camente de la coordenada ~2. Esta función toma el valor Dmáx(C) = X si
~2 (C) > 0, toma el valor Dmáx(C) = −X si ~2 (C) < 0, mientras que si ~2 (C) = 0,
entonces Dmáx(C) no está definida. Por lo tanto, después de determinar la
selección de norma mínima, ver la Sección 1.3, se sigue que la función que
describe el máximo valor de la derivada es:

Dmáx(C) = X Sign(~2(C)) =

{
+X, ~2 (C) > 0,

−X, ~2 (C) ≤ 0,

donde se ha usado que <[sign(~2 (C))] = Sign(~2(C)). Si se sustituye la ex-
presión Dmáx(C) en la ecuación diferencial de primer orden, se observa que
la derivada d~2/d~1 no está definida si ~2 → 0, lo cual significa que la so-
lución ~Dmáx

(C) del sistema de ecuaciones diferenciales (3.22), asociada a la
perturbación externa Dmáx(C), corta de forma transversal la superficie de dis-
continuidad

Σ =
{
(~1, ~2) ∈ R

2
�� ~2 = 0

}
.

De esta observación, se sigue que el espacio de fases Ω = R2 se puede dividir
de tal manera que R2

= Ω+ ∪ Σ ∪ Ω−, donde

Ω+ =
{
(~1, ~2) ∈ R

2
�� ~2 > 0

}
y Ω− =

{
(~1,~2) ∈ R

2
�� ~2 < 0

}
.

Con el fin de determinar el conjunto de máximas desviaciones {Umáx
= }=∈N

de la familia de ecuaciones diferenciales (3.22), se realiza un análisis sobre
las soluciones en el sentido de Filippov del sistema de ecuaciones diferencia-
les con lado derecho discontinuo que pertenece a la familia de ecuaciones
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diferenciales (3.22):

¤~1 = ~2,

¤~2 = −l2~1 − 2`~2 + X Sign(~2) .
(3.23 ➤)

El razonamiento anterior, y los resultados que se presentaron en el Ca-
pítulo 1, muestran que el sistema de ecuaciones diferenciales (3.23) admite
solución ~Dmáx

(C) = (~1(C),~2 (C))
⊤ definida en el sentido de Filippov para to-

do C ≥ 0. Consecuentemente, es esencial llevar a cabo un análisis de estas
soluciones en cada uno de los conjuntos Ω− y Ω+.

Se supone que la condición inicial~Dmáx
(0) = p0 de la ecuación diferencial

(3.23) es descrita por el punto

p0 =

(
U0
0

)
∈ Σ,

donde U0 > 0. Luego, de acuerdo con las condiciones iniciales y con el siste-
ma de ecuaciones diferenciales (3.23), se sigue que

¤~2 (0) = −l2~1 (0) − 2`~2 (0) + Dmáx(0) = −U0l
2 − X < 0,

y, por consiguiente, existe un instante C1 > 0, quizá suficientemente pequeño,
tal que Dmáx(C) = −X para todo C ∈ (0, C1). Lo anterior implica que para
C ∈ (0, C1), el sistema de ecuaciones diferenciales (3.23) con condiciones
iniciales definidas por ~1(0) = U0 > 0 y ~2 (0) = 0 es definido sobre el
conjunto Ω− y descrito por

¤~1 = ~2, ~1 (0) = U0,

¤~2 = −l2~1 − 2`~2 − X, ~2 (0) = 0,
(3.24 ➤)

cuya solución es

~1 (C) =

(
X

l2
+ U0

)
4−`C

(
cosoC +

`

o
sinoC

)
−

X

l2
,

~2 (C) = −
l2

o

(
X

l2
+ U0

)
4−`C sinoC,
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donde

o =

√
l2 − `2 .

Se sigue que el primer instante en el cual se cumple la condición~2 (Cmáx
1 ) = 0

bajo la restricción ~2 (C) ≠ 0 para todo C ∈ (0, Cmáx
1 ) es

Cmáx
1 =

c

o
.

Esto muestra que Dmáx(C) = −X para todo C ∈ (0, Cmáx
1 ) y, por consiguiente,

la primer intersección de la solución con el eje ~2 = 0, se describe por el
sistema de ecuaciones ~1 (Cmáx

1 ) = −Umáx
1 y ~2(Cmáx

1 ) = 0, de donde se obtiene
la expresión para la primera máxima desviación:

Umáx
1 = �U0 +

X

l2
(1 +�), � = exp

(
−
c`

o

)
. (3.25 ➤)

De esta manera, la trayectoria de máxima desviación �máx(p0) se des-
cribe por la parametrización que se obtiene de la solución del sistema de
ecuaciones diferenciales (3.24), es decir,

�máx(p0) =
{
~Dmáx

(C) ∈ R
2
��� C ∈ (0, Cmáx

1 )
}
,

cómo se ilustra en la Figura 3.8.
Se ha construido así un primer semiciclo de oscilación para la solución de

la ecuación diferencial (3.23) con condiciones iniciales p0 = (U0, 0)⊤ ∈ Σ, y
cuyo sucesor es descrito por

p1 =

(
−Umáx

1
0

)
∈ Σ,

La solución se continúa a fin construir un segundo semiciclo de oscilación
definido en Ω+, ver la Figura 3.8. De esta manera, si se eligen las condiciones
iniciales ~1 (Cmáx

1 ) = −Umáx
1 y~2 (Cmáx

1 ) = 0 para el sistema (3.23), y se observa
que existe C2 > Cmáx

1 tal que Dmáx(C) = X para todo C ∈ (Cmáx
1 , C2), debido a que

¤~2 (C
máx
1 ) = −l2~1 (C

máx
1 ) − 2`~2 (C

máx
1 ) +Dmáx(C

máx
1 ) = Umáx

1 l2 − X > 0,
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~1

~2

Σ

�máx(p0)

�máx(p1)

Ω−

Ω+

p0

p1 p2

Figura 3.8. Trayectorias de máxima desviación del sistema de ecuaciones diferenciales (3.23).

se obtiene el sistema de ecuaciones diferenciales

¤~1 = ~2, ~1 (C
máx
1 ) = −Umáx

1 < 0,

¤~2 = −l2~1 − 2`~2 + X, ~2 (C
máx
1 ) = 0,

(3.26 ➤)

cuya solución se denota por

~1 (C) = −

(
X

l2
+ Umáx

1

)
4−` (C−C

máx
1 )

(
coso (C − Cmáx

1 ) +
`

o
sino (C − Cmáx

1 )
)
+

X

l2
,

~2 (C) =
l2

o

(
X

l2
+ Umáx

1

)
4−` (C−C

máx
1 ) sino (C − Cmáx

1 ) .

De esta manera, el instante Cmáx
2 > Cmáx

1 que satisface ~2 (Cmáx
2 ) = 0, pero tal

que ~2 (C) ≠ 0 para todo C ∈ (Cmáx
1 , Cmáx

2 ), se obtiene de forma análoga a la
construcción del primer semiperiodo de oscilación, donde

Cmáx
2 =

2c
o

.

Por consiguiente, se sigue que Dmáx(C) = X para todo C ∈ (Cmáx
1 , Cmáx

2 ) y, como
consecuencia, la segunda intersección de la solución con el eje ~2 = 0 se
describe por el sistema de ecuaciones ~1 (Cmáx

2 ) = Umáx
2 y ~2 (Cmáx

1 ) = 0, don-
de Umáx

2 denota la segunda máxima desviación del sistema de ecuaciones
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diferenciales (3.23), y para la cual se obtiene la expresión

Umáx
2 = �Umáx

1 +
X

l2
(1 +�) . (3.27 ➤)

Por consiguiente, la definición de esta máxima desviación y la solución
del sistema de ecuaciones diferenciales (3.23) permite construir una nueva
trayectoria de máxima desviación a partir del punto p1 = (−Umáx

1 , 0)⊤ ∈ Σ,
y que se describe por

�máx(p1) =
{
~Dmáx

(C) ∈ R
2
��� C ∈ (Cmáx

1 , Cmáx
2 )

}
.

Esto describe la construcción del primer ciclo de oscilación del sistema de
ecuaciones diferenciales (3.23), ver la Figura 3.83.

El procedimiento descrito se puede repetir de forma indefinida a fin de
construir la solución completa del sistema de ecuaciones diferenciales (3.23),
y con ello, obtener las correspondientes máximas desviaciones Umáx

= para
todo = > 2, mediante la solución de sistemas de ecuaciones diferenciales
análogos a los descritos en (3.24) y (3.26). De esta manera, de acuerdo
con las expresiones que se han obtenido en las relaciones (3.25) y (3.27),
se concluye que el conjunto de máximas desviaciones {Umáx

= }=∈N representa
un sistema dinámico discreto de primer orden definido por la relación de
recurrencia

Umáx
=+1 = �Umáx

= +
X

l2
(1 +�), Umáx

0 = U0, = ∈ N. (3.28 ➤)

El comportamiento asintótico de este sistema dinámico discreto determina
la estabilidad de la solución ~Dmáx

(C) para el sistema de ecuaciones diferen-
ciales (3.23). En realidad, se puede observar que existen tres situaciones que
se pueden presentar, y que dependen de la naturaleza de la sucesión de má-
ximas desviaciones {Umáx

= }=∈N. En la Figura 3.9 se ilustran los casos posibles
que se analizan únicamente para la subsucesión {Umáx

2= }=∈N.

3En el esquema de la Figura 3.8 se muestra únicamente una situación posible sobre el comportamiento de

las trayectorias de máxima desviación, en la cual se ha supuesto que Umáx
2 > U0, no obstante, es claro que la

desigualdad opuesta puede tener lugar, es decir, que Umáx
2 ≤ U0.
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La primera de ellas corresponde a la posibilidad de determinar un nú-
mero real Umáx distinto de cero tal que Umáx = ĺım=→∞ Umáx

2= . En tal caso,
el sistema de ecuaciones diferenciales (3.23) posee un ciclo límite que es
asintóticamente estable. Las Figuras 3.9a y 3.9b ilustran esta situación. Es
claro que estos casos no tienen porqué ocurrir de manera simultánea, en el
caso de que esto sea así, el correspondiente ciclo límite es asintóticamente y
orbitalmente estable.

~1

~2

Umáx
0 Umáx

2 Umáx
4

(a)

~1

~2

Umáx
4 Umáx

2 Umáx
0

(b)

~1

~2

Umáx
4 Umáx

2 Umáx
0

(c)

~1

~2

Umáx
0 Umáx

2 Umáx
4

(d)

Figura 3.9. (a) y (b) Soluciones asintóticamente estables que convergen a un ciclo límite. (c) Solución

asintóticamente estable que converge a cero. (d) Solución inestable.

Por otra parte, si para la sucesión de máximas desviaciones {Umáx
2= }=∈N tie-

ne lugar la igualdad ĺım=→∞ Umáx
2= = 0, entonces la solución ~Dmáx

(C) describe
una espiral que tiende asintóticamente a cero, lo cual muestra que la solu-

108



Capítulo 3. Planteamiento del problema de máxima desviación

ción trivial ~̄D (C) = (0, 0)⊤ es asintóticamente estable. Este caso se muestra
en la Figura 3.9c.

Si ĺım=→∞ Umáx
2= no existe, entonces la solución ~Dmáx

(C) crece sin límite de
forma oscilatoria conforme C → ∞, lo cual muestra que la solución trivial
~̄(C) = (0, 0)⊤ es inestable. La situación se describe en la Figura 3.9d.

Se determina cuál situación ocurre en el sistema dinámico discreto (3.28).
Se sigue directamente que el sistema (3.28) es descrito por una relación de
recurrencia lineal de la forma

Umáx
=+1 = 6(Umáx

= ),

y, por consiguiente, es conocido que una condición necesaria y suficiente
que permite determinar la estabilidad de los puntos fijos de 6, consiste en
determinar _ ∈ (0, 1) tal que |6′(U) | < _ para todo U ∈ R. Luego, como
6′(U) = � y 0 < � < 1, se concluye que existe Umáx ∈ R r {0} tal que

Umáx
= ĺım

=→∞
Umáx
=+1 ,

ver Elaydi (2005). Esto muestra que la solución ~Dmáx
(C) para el sistema de

ecuaciones diferenciales (3.23), presenta al menos uno de los casos presen-
tados en las Figuras 3.9a y 3.9b.

Se muestra ahora que, para el sistema de ecuaciones diferenciales (3.23),
la solución cumple simultáneamente los casos mostrados en las Figuras 3.9a
y 3.9b, es decir, se muestra que existe un ciclo límite asintóticamente y orbi-
talmente estable al cual convergen las soluciones del sistema de ecuaciones
diferenciales (3.23).

El procedimiento que se sigue consiste en determinar de forma explícita el
parámetro Umáx ∈ Rr{0}, y mostrar que este posee la siguiente propiedad: si
se elige la condición inicial U0 = Umáx, entonces la sucesión {U=}=∈N definida
por la relación de recurrencia

U=+1 = U= +
X

l2
(1 +�), U0 = Umáx, = ∈ N,

debe ser tal que la sucesión {U=}=∈N satisface la siguiente propiedad: existe
U∗ ∈ R tal que ĺım=→∞ U= = U∗. La determinación del parámetro U∗ es como
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sigue. Los dos primeros términos de la sucesión {U=}=∈N son

U1 = �U0 +
X

l2
(1 +�)

U2 = �U1 +
X

l2
(1 +�) = �2U0 +

X

l2
(1 +�)2.

Por consiguiente, si se supone que U0 = U2 = U∗, de acuerdo con el método
de las transformaciones puntuales, se obtiene la expresión equivalente

U∗
= �2U∗ +

X

l2
(1 +�)2,

de donde resulta

U∗
=

X

l2
·
1 +�

1 −�
,

es decir, Umáx
= U∗.

Se sigue que el valor Umáx describe una condición inicial invariante res-
pecto al problema de máxima desviación, es decir, si se elige U0 = Umáx

como condición inicial del sistema dinámico discreto (3.28), entonces resul-
ta que U= = Umáx para todo = ∈ N. Además, se observa que la trayectoria
cerrada que describe el parámetro Umáx es un ciclo límite asintóticamente y
orbitalmente estable que no depende de las condiciones iniciales, sino que
depende únicamente de los parámetros del sistema de ecuaciones diferen-
ciales (3.23). Lo anterior significa que si se elige cualquier condición inicial
de la forma ~1 (0) = U0 y ~2 (0) = 0, donde U0 es distinto del valor Umáx,
entonces la correspondiente trayectoria tiende al único ciclo límite, es decir,
la sucesión generada por la relación de recurrencia (3.28), con condición
inicial U0, converge a Umáx. La demostración de esta afirmación se obtiene
como sigue.

Sea XU > 0 una variación. Se supone que~1 (0) = Umáx±XU y~2 (0) = 0 son
las condiciones iniciales del sistema de ecuaciones diferenciales (3.23), cuya
solución depende de la peor perturbación externa Dmáx(C) = X Sign(~2(C)).
De la fórmula de recurrencia se obtienen los primeros = términos de la suce-
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sión de máximas desviaciones {U=}=∈N:

U1 = �
(
Umáx ± XU

)
+

X

l2
(1 +�),

U2 = �2
(
Umáx ± XU

)
+

X

l2
(1 +�) · (1 +�),

U3 = �3
(
Umáx ± XU

)
+

X

l2
(1 +�) ·

(
1 +� +�2

)
,

y en general

U= = �=
(
Umáx ± XU

)
+

X

l2
(1 +�) ·

(
1 +� +�2 + · · · +�=−1

)

= �=
(
Umáx ± XU

)
+

X

l2
(1 +�) ·

1 −�=

1 −�
,

donde se ha usado el hecho de que 1+�+�2 + · · · +�=−1 describe una suma
geométrica finita. Se observa que �= → 0 cuando = → ∞, pues 0 < � < 1.
Por consiguiente,

ĺım
=→∞

U= =
X

l2
·
1 +�

1 −�
= Umáx.

Esto muestra el resultado deseado.
En algunas ocasiones es conveniente expresar la máxima desviación Umáx

respecto a la coordenada ~1 de la familia de sistemas de ecuaciones diferen-
ciales (3.23) en cierta forma equivalente. Se observa de la definición de �

en (3.25), que

Umáx
=

X

l2
·
1 + exp

(
−
c`

o

)

1 − exp
(
−
c`

o

) ,

y luego, por emplear funciones hiperbólicas, resulta que esta expresión se
puede representar de forma equivalente como

Umáx
=

X

l2
coth

(c`
2o

)
. (3.29 ➤)
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La construcción que se ha realizado sobre la máxima desviación Umáx res-
pecto a la coordenada ~1 permite obtener la siguiente propiedad geométrica
sobre las trayectorias de máxima desviación: Si se elige

pmáx
=

(
Umáx

0

)
,

entonces las trayectorias de máxima desviación �máx (p
máx) y �máx (−p

máx) des-
criben un ciclo límite �máx asintóticamente y orbitalmente estable, lo cual se
sigue del hecho de que la máxima desviación Umáx es un punto fijo de la
transformación puntual (3.28). El ciclo límite �máx es llamado ciclo límite

máximo y es, por consiguiente, descrito por las trayectorias de máxima des-
viación:

�máx
= �máx(p

máx) ∪ �máx (−p
máx) .

En la Figura 3.10 se muestra una interpretación geométrica.

~2

~1

pmáx

−pmáx

U0

qmáx

−qmáx

�máx(−p
máx)

�máx(p
máx) �máx

Figura 3.10. Interpretación en el plano de fases de la construcción del ciclo límite máximo �máx me-

diante las trayectorias de máxima desviación del sistema de ecuaciones diferenciales (3.23).

Debido a que la peor perturbación externa Dmáx(C) permite determinar
de manera simultánea las trayectorias de máxima desviación �máx(p

máx) y
�máx (−p

máx), la máxima desviación Vmáx respecto a la coordenada ~2, se
puede determinar utilizando estas trayectorias en los puntos qmáx y −qmáx,
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donde

qmáx
=

(
−Û

Vmáx

)
,

ver la Figura 3.10. De la simetría que existe entre �máx (p
máx) y �máx(−p

máx),
se considera únicamente el caso de la trayectoria de máxima desviación
�máx (p

máx). Un procedimiento análogo se sigue para determinar Vmáx a par-
tir de �máx(−p

máx).
Como la trayectoria demáxima desviación �máx(p

máx) pasa por los puntos
pmáx y −pmáx, la máxima desviación Vmáx para la coordenada ~2 resulta ser
el valor mínimo ~2 (̂C1) de la coordenada~2 para algún instante Ĉ1 ∈ (0, Cmáx

1 ),
como se muestra en la Figura 3.10. Por lo tanto, encontrar la máxima desvia-
ción para la coordenada ~2 se reduce a encontrar el instante Ĉ1 que satisface
la ecuación ¤~2 (̂C1) = 0. Se sabe que el punto resultante es un mínimo, puesto
que la trayectoria óptima es convexa. Por lo tanto, basta tomar en cuenta el
segmento comprendido entre los puntos pmáx y −pmáx, el cual es solución
del siguiente sistema de ecuaciones diferenciales con condiciones iniciales:

¤~1 = ~2, ~1 (0) = Umáx,

¤~2 = −l2~1 − 2`~2 − X, ~2 (0) = 0,

cuya solución se denota por

~1 (C) =

(
X

l2
+ Umáx

)
4−`C

(
cos(oC) +

`

o
sin(oC)

)
−

X

l2
,

~2 (C) = −
l2

o

(
X

l2
+ Umáx

)
4−`C sin(oC),

De la ecuación ¤~2 (̂C1) = 0 resulta

Ĉ1 =
1
o

(c
2
− arctan

( `
o

))
.

Por lo tanto, la máxima desviación buscada satisface −Vmáx
= ~2 (̂C1). Des-

pués de simplificar esta expresión se obtiene

Vmáx
=

X

l

(
1 + coth

(c`
2o

))
exp

(
−
`

o

(c
2
− arctan

( `
o

)))
. (3.30 ➤)
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Se sigue además que Û = ~1 (̂C1) > 0, donde

Û =
2`
l

(
X

l2
+ Umáx

)
exp

(
−
`

o

(c
2
− arctan

( `
o

)))
−

X

l2
.

Por lo tanto, la máxima desviación de la coordenada ~2 no se alcanza sobre
el eje ~1 = 0, sino más bien sobre un punto que se puede representar en la
forma (~1 (̂C1),~2 (̂C1))

⊤, el cual se reduce a qmáx y que se halla en el cuarto
cuadrante del plano de fases. De igual manera, debido a la simetría de las so-
luciones de (3.23), se puede mostrar que existe un instante Ĉ2 ∈ (Cmáx

1 , Cmáx
2 )

y un punto de la forma (~1 (̂C2),~2 (̂C2))⊤ que se halla en el segundo cuadrante
del plano de fases, el cual se reduce a −qmáx sobre el cual se puede deter-
minar el valor de la máxima desviación respecto a la coordenada ~2, como
se muestra en la Figura 3.10. Se observa que los puntos qmáx y −qmáx per-
tenecen a las trayectorias de máxima desviación �máx (p

máx) y �máx(−p
máx),

respectivamente, las cuales se describen por:

~máx
1 (C) =

{
¯
I1(C), 0 ≤ C < Cmáx

1 ,

Ī1(C), Cmáx
1 ≤ C ≤ Cmáx

2 ,

~máx
2 (C) =

{
¯
I2(C), 0 ≤ C < Cmáx

1 ,

Ī2(C), Cmáx
1 ≤ C ≤ Cmáx

2 ,

donde

¯
I1(C) =

(
X

l2
+ Umáx

)
4−`C

(
cos(oC) +

`

o
sin(oC)

)
−

X

l2
,

Ī1(C) = −

(
X

l2
+ Umáx

)

· 4−`(C−C
máx
1 )

(
cos

(
o (C − Cmáx

1 )
)
+
`

o
sin

(
o (C − Cmáx

1 )
))

+
X

l2
,

¯
I2(C) = −

l2

o

(
X

l2
+ Umáx

)
4−`C sin(oC),

Ī2(C) =
l2

o

(
X

l2
+ Umáx

)
4−`(C−C

máx
1 ) sin

(
o (C − Cmáx

1 )
)
.
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Dado que las trayectorias �máx(p
máx) y �máx(−p

máx) se determinan por la
peor perturbación externa Dmáx(C), se sigue que (~máx

1 (C),~máx
1 (C))⊤ definida

en (0, Cmáx
1 ) coincide con (−~máx

1 (C − Cmáx
1 ),−~máx

2 (C − Cmáx
1 ))⊤ en el intervalo

(Cmáx
1 , Cmáx

2 ), por lo cual, haciendo un cambio de variable en esta última fun-
ción, de tal manera que el cambio de variable permita trasladar isomórfica-
mente el intervalo (Cmáx

1 , Cmáx
2 ) en el intervalo (0, Cmáx

1 ), el ciclo límite máximo

�máx
=

{
h(C) ∈ R

2
��� 0 ≤ C ≤ Cmáx

2

}
, (3.31 ➤)

se representa como la imagen de la función vectorial h : [0, Cmáx
1 ] → R

2

definida por

h(C) =

(
~máx
1 (C)

~máx
2 (C)

)
,

con

~máx
1 (C) = ±

(
X

l2
+ Umáx

)
4−`C

(
cos(oC) +

`

o
sin(oC)

)
−

X

l2
,

~máx
2 (C) = ∓

l2

o

(
X

l2
+ Umáx

)
4−`C sin(oC), 0 ≤ C < Cmáx

1 .

En el siguiente ejemplo se muestran de forma numérica los resultados
expuestos.

Ejemplo 3.1. Se consideran los parámetros l = 0.8, ` = 0.3 y X = 1 para
el sistema de ecuaciones diferenciales (3.23). Para estos valores se obtiene
o ≈ 0.7416, mientras que las máximas desviaciones Umáx y Vmáx se aproxi-
man por Umáx ≈ 2.78138 y Vmáx ≈ 2.15050. En la Figura 3.11 se muestran
soluciones de este sistema de ecuaciones diferenciales con condiciones ini-
ciales ±p0 = (±U0, 0)⊤ y ±p̂0 = (±Û0, 0)⊤, donde U0 = 0.5 y Û0 = 3.5. Estas
soluciones convergen al único ciclo límite �máx asintóticamente y orbital-
mente estable.

Debido a las propiedades sobre los conjuntos de alcanzabilidad � (p:) del
sistema de ecuaciones diferenciales (3.23), se sigue que si se elige como con-
dición inicial al vector p0 = (U0, 0)⊤, donde U0 ∈ (0, Umáx), entonces cada
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conjunto de alcanzabilidad � (p: ) es un conjunto acotado y, por consiguiente,⋃∞
:=1 � (p: ) lo es también. Además, la sucesión de conjuntos {� (p: )}:∈N per-

miten caracterizar la siguiente propiedad geométrica que se obtiene una vez
más como consecuencia de la relación de recurrencia (3.28): si con Q se de-
nota el conjunto acotado que tiene por frontera el ciclo límite máximo �máx,
entonces

⋃∞
:=1 � (p: ) ⊂ Q. El conjunto Q considerado previamente posee la

siguiente propiedad importante para la familia de sistemas de ecuaciones
diferenciales (3.22): este describe el conjunto de alcanzabilidad, es decir, se
satisface mQ = �máx. Se muestra a continuación que esto es así.

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

-3

-2

-1

0

1

2

3

~1

~2

Σ−U0

U0

−Û0

Û0

−Umáx Umáx

Vmáx

−Vmáx

Figura 3.11. Representación gráfica de las soluciones del Ejemplo 3.1.

La importancia e interpretación geométrica de los puntos ±Ûmáx defi-
nidos en (2.33), así como la trayectoria que describe la función vectorial
ℎ̂máx : [\0, \4] → R

2 que se describe en el Teorema 2.1 de la Página 76, es
decir, la función

ĥ(\ ) = �h(\ ), \ ∈ [< + 1
2c,< + 5

2c], (3.32 ➤)
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donde � es la matriz que se define en la expresión (2.11) de la Página 50, y
la función h : [< + 1

2c,< + 5
2c] → Q() ) es definida en la expresión (2.29)

de la Página 73 con = = È)É, entonces se obtiene el siguiente resultado.

Proposición 3.1. Bajo la composición de la función (3.32) y las aplicaciones
< + 3

2c − oC ↦→ \ y < + 5
2c − oC ↦→ \ cuando C ∈ [0, Cmáx

1 ), se obtiene una tra-
yectoria cerrada que describe el ciclo límite máximo �máx de la familia de ecua-
ciones diferenciales (3.22) bajo la acción de la perturbación externa Dmáx(C) =
X Sign(~2(C)), y cuyas ecuaciones paramétricas son:

~máx
1 (C) = ±

(
X

l2
+ Umáx

)
4−`C

(
cos(oC) +

`

o
sin(oC)

)
−

X

l2
,

~máx
2 (C) = ∓

l2

o

(
X

l2
+ Umáx

)
4−`C sin(oC), 0 ≤ C < Cmáx

1 .

De la Proposición 3.1 se concluye que la frontera del conjunto de alcan-
zabilidad Q de (3.22), se obtiene como solución de la familia de sistemas de
ecuaciones diferenciales (3.22) cuando se considera Dmáx(C) = X Sign(~2(C))
y las condiciones iniciales ~1 (0) = Umáx y ~2 (0) = 0, es decir, se cumple:
mQ = �máx. En particular, de lo expuesto respecto a la familia de sistemas de
ecuaciones diferenciales (3.22) se obtiene lo siguiente: si se elige una pertur-

bación arbitraria D̂ (C) ∈ UX y se eligen condiciones iniciales p0 = (±U0, 0)⊤,
o bien p0 = (0,±V0)⊤, donde 0 ≤ U0 ≤ Umáx y 0 ≤ V0 ≤ Vmáx, entonces la

solución, la cual se denota por ~D̂ (C) = (~1(C),~2 (C))
⊤, satisface la inclusión

~D̂ (C) ∈ Q para todo C ≥ 0. Esto se resume de la siguiente manera.

Teorema 3.1. Si en el sistema de ecuaciones diferenciales (3.23) se cumple la
desigualdad 0 < ` < l y las condiciones iniciales se eligen como p0 = (±U0, 0)⊤,
o bien como p0 = (0,±V0)⊤, donde 0 ≤ U0 ≤ Umáx y 0 ≤ V0 ≤ Vmáx, entonces el
ciclo límite máximo �máx es contenido en 'máx

= [−Umáx, Umáx] × [−Vmáx, Vmáx].

El Teorema 3.1, que se ilustra en la Figura 3.12, permite extender los
resultados numéricos que se obtuvieron en los Ejemplos 2.1 a 2.4 y el Ejem-
plo 3.1.
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~1

~2

�máx

Q

'máx

Umáx

−Umáx

−Vmáx

Vmáx

Figura 3.12. Interpretación geométrica del ciclo límite máximo �máx y el conjunto de alcanzabilidad

Q de la familia de sistemas de ecuaciones diferenciales (3.22).

Ejemplo 3.2. Se consideran una vez más los siguientes valores de los
parámetros l = 0.8, ` = 0.3 y X = 1 para el sistema de ecuaciones diferen-
ciales (3.12). Si se superponen el ciclo límite máximo �máx que se obtuvo
en el Ejemplo 3.1 y, de manera simultánea, las conjuntos de alcanzabilidad
Q():) para los instantes

): =
:

5
·
c

o
, ):+5 =

(
1 +

:

5

)
·
c

o
, : = 1, 2, . . . , 5,

tal como se han obtenido en los Ejemplos 2.1 y 2.2 del Capítulo 2, se obtiene
el esquema que se muestra en la Figura 3.13.

Se observa que la sucesión de conjuntos Q()1),Q()2), . . . ,Q()10) es una
sucesión monótona creciente de conjuntos que son interiores al conjunto de
alcanzabilidad Q. Mas aún, se observa que Q()10) ⊂ Q.

En la Figura 3.13 se muestra también la región rectangular 'máx que se
enunció en el Teorema 3.1.
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�máx

'máx

Figura 3.13. Conjunto de alcanzabilidad Q y conjuntos de alcanzabilidad Q(): ) del Ejemplo 3.2.

3.4.1. Criterio de estabilidad robusta

De las expresiones (3.29) y (3.30), se observa que los valores que definen
las máximas desviaciones Umáx y Vmáx dependen linealmente del parámetro
X > 0, el cual a su vez caracteriza al conjunto de perturbaciones admisibles
UX para el sistema de ecuaciones diferenciales (3.22). Por consiguiente, es
claro que si se consideran valores diferentes sobre el valor absoluto de las
perturbaciones externas admisibles, entonces el ciclo límite máximo tiene
una variación proporcional a la variación de los parámetros Umáx y Vmáx. Esta
observación permite ajustar las amplitudes del ciclo límite máximo �máx,
ya que estas se pueden hacer arbitrariamente grandes, o suficientemente
pequeñas, según existan recursos disponibles en el conjunto UX .

La observación anterior da lugar al siguiente criterio de estabilidad robus-
ta que se emplea para el sistema de ecuaciones diferenciales (3.22), el cual
depende de un concepto de estabilidad bajo perturbaciones de acción cons-
tante que inicialmente fue introducido entre los años 1941 a 1944 por los
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matemáticos: Georgiy Nikolaevich Duboshin (1904–1986) e Ioèl’ Gil’evich
Malkin (1907–1958), ver Elsgoltz (1969). En los últimos años este concep-
to ha sido utilizado en diferentes contextos y aplicaciones, ver Zhermolenko
(1980, 2007), Aleksandrov et al. (2007, 2010, 2014, 2021), Zhermolenko y
Temoltzi-Ávila (2021) y Temoltzi-Ávila (2022a,b,c).

Con este objetivo, se considera la siguiente norma en el conjunto UX :

‖D‖UX
= sup

C∈[0,∞)
|D (C) | .

Es evidente que para cada D (C) ∈ UX se cumple ‖D‖UX
≤ X .

Se supone también que cada condición inicial ~D (0) = p0 de los elemen-
tos de la familia de ecuaciones diferenciales (3.22), se elige de la forma
p0 = (±U0, 0)⊤, o bien, de la forma p0 = (0,±V0)⊤, donde 0 ≤ U0 ≤ Umáx

y 0 ≤ V0 ≤ Vmáx. La razón de este supuesto se debe principalmente a que
las soluciones de cada uno de los elementos de la familia de sistemas de
ecuaciones diferenciales (3.22) son oscilatorias y, por consiguiente, si se eli-
ge una condición inicial que no esté sobre alguno de los ejes de coordenadas,
siempre es posible determinar la primera intersección con algún eje de coor-
denadas, y considerar este nuevo punto como una condición inicial para la
familia de sistemas de ecuaciones diferenciales (3.22).

El conjunto de soluciones de (3.22) asociadas a una perturbación exter-
na D (C) ∈ UX que satisfacen las condiciones iniciales ~D (0) = p0, donde p0
satisface las condiciones anteriores, se denota por Y. Se observa que el con-
junto Y es no vacío, pues la solución no perturbada ~̄D̄ (C) ≡ 0, asociada a la
perturbación externa nula D̄ (C) ≡ 0 en UX , pertenece a dicho conjunto.

Se define la siguiente norma en el conjunto Y:

‖~D ‖Y = máx

{
sup

C∈[0,∞)
|~1 (C) | , sup

C∈[0,∞)
|~2 (C) |

}
,

y se considera la siguiente definición:
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Definición 3.2. La solución trivial ~̄D̄ (C) ≡ 0 de la familia de sistemas de ecua-
ciones diferenciales (3.22) es robustamente estable con respecto a condiciones
iniciales ~D (0) = p0 y perturbaciones externas D(C) ∈ UX , si para todo n > 0
existen X1 = X1(n) > 0 y X2 = X2(n) > 0 tal que la siguiente condición es satis-
fecha: si ‖D‖UX

≤ X1 y ‖p0‖∞ ≤ X2, entonces cualquier otra solución de (3.22)
satisface la desigualdad ‖~D ‖Y ≤ n.

Se observa que las expresiones (3.29) y (3.30) se pueden escribir de forma
equivalente a

Umáx
=

X

l2
·
1 +�

1 −�
, � = exp

(
−
c`

o

)
,

Vmáx
=

X

l
·

2�
1 −�

, � = exp
(
−
`

o

(c
2
− arctan

`

o

))
.

Así, el criterio de estabilidad robusta de la solución trivial ~̄D̄ (C) ≡ 0 del sis-
tema de ecuaciones diferenciales (3.22) para perturbaciones externas es el
siguiente: para todo n > 0 dado, el estimado ‖~D ‖Y ≤ n para toda perturba-

ción externa D (C) ∈ UX , se obtiene de la constante:

X1 =
n

máx

{
1

l2
·
1 +�

1 −�
,
1
l

·
2�

1 −�

} , (3.33 ➤)

siempre que la condición inicial del sistema de ecuaciones diferenciales (3.22)
satisfaga la desigualdad

‖~(0)‖∞ ≤ X2 = X1mı́n

{
1

l2
·
1 +�

1 −�
,
1
l

·
2�

1 −�

}
. (3.34 ➤)

La representación (3.33) permite medir las amplitudes de oscilación del
ciclo límite máximo �máx del elemento (3.23) de la familia de sistemas de
ecuaciones diferenciales (3.22) que es asociado a la peor perturbación ex-
terna Dmáx(C), debido a que en el lado derecho de esta expresión figuran
únicamente parámetros del sistema de ecuaciones diferenciales (3.23). Esta
propiedad permite establecer el siguiente criterio de calidad robusta que ca-
racteriza las máximas desviaciones de la familia de sistemas de ecuaciones
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diferenciales (3.22) para todo C ≥ 0, cuyas condiciones iniciales satisfacen
la desigualdad (3.34):

j = sup
0<n<∞

n

X1(n)
.

Se obtiene, por lo tanto, la siguiente condición:

Teorema 3.2. Si dado n > 0 se eligen los parámetros X1 y X2 de acuerdo a
las expresiones (3.33) y (3.34), entonces para cada elección de la perturbación
externa D(C) ∈ UX1 , la correspondiente solución ~D (C) con condiciones iniciales
p0 = (±U0, 0)⊤, o bien, p0 = (0,±V0)⊤, donde 0 ≤ U0 ≤ Umáx y 0 ≤ V0 ≤ Vmáx,
satisface el estimado

‖~D ‖Y ≤ n.

En el siguiente ejemplo se muestra de forma numérica una aplicación de
esta situación.

Ejemplo3.3. En la familia de sistemas de ecuaciones diferenciales (3.22)
se eligen los parámetros l = 0.8 y ` = 0.3 que se consideraron en el Ejem-
plo 3.1. Si para cierto n > 0 se desea que el conjunto de soluciones de esta
familia de sistemas de ecuaciones diferenciales ~D (C) = (~1(C),~2 (C))

⊤ aso-
ciadas a cada perturbación externa D (C) ∈ UX no excedan la cota ‖~D ‖Y ≤ n

para todo C ≥ 0, se sigue de la relación (3.33) que basta elegir el parámetro
X1 > 0 de tal manera que

X1 =
n

máx

{
1

l2
·
1 +�

1 −�
,
1
l

·
2�

1 −�

} .

Por ejemplo, si se desea que las soluciones no excedan la cota n = 1.5, en-
tonces es suficiente con tomar X1 ≈ 0.539301. Si se admite este valor como
límite de los recursos del conjunto de perturbaciones externas UX , es decir,
si se consideran perturbaciones externas D (C) ∈ UX1, entonces se obtiene el
ciclo límite máximo�máx que representa la frontera del conjunto Q asociado
a la familia de sistemas de ecuaciones diferenciales (3.22).

Se consideran ahora dos trayectorias solución ~Dmáx
(C) y ~D̂ (C) de dos ele-

mentos de la familia de sistemas de ecuaciones diferenciales (3.22) que co-
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mienzan en los puntos ±p0 = (±U0, 0)⊤, donde U0 = 0.5, y que están asocia-
das, la primera a Dmáx(C) = X1 Sign(~2 (C)), y la segunda a D̂ (C) = X1 sin(C).
Se observa en las Figuras 3.14a y 3.14b que las correspondientes soluciones
se hayan contenidas en el conjunto de alcanzabilidad Q, cuya frontera es
descrita por el ciclo límite máximo �máx. Es claro que en ambas situaciones
se cumple el estimado

‖~Dmáx
(C)‖Y ≤ n y ‖~̂D̂ (C)‖Y ≤ n.

Otros casos similares se pueden obtener por considerar otras perturbaciones
externas admisibles y otros valores para los parámetros.

-2 -1 0 1 2
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1

2
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~2

(a)
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~1
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Figura 3.14. Representación gráfica de la solución del Ejemplo 3.3 bajo el efecto de la perturbación:

(a) Dmáx (C) = X1 Sign(~2 (C)) y (b) D̂ (C) = X1 sin(C).

3.5. Una aplicación del problema de máxima desviación

En la sección anterior se ha presentado el criterio de estabilidad robusta
como una aplicación del problema de máxima desviación para sistemas de
ecuaciones diferenciales ordinarias en el plano, se ha construido un ciclo lí-
mite máximo �máx que es asintóticamente y orbitalmente estable y que des-
cribe la frontera del conjunto de alcanzabilidad Q para tales sistemas. La
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principal cualidad en la construcción de este ciclo límite máximo es la posi-
bilidad de determinar la solución del sistema de ecuaciones diferenciales, así
como las intersecciones de esta con las superficies de discontinuidad. Cuando
esta característica no está presente, en general, no es posible determinar de
forma explícita este ciclo límite máximo. En este apartado se presenta, como
aplicación particular de esta situación, el problema de determinar el conjun-
to de alcanzabilidad de la ecuación diferencial que modela la dinámica del
móvil que se presentó en el Ejemplo 1.1 de la Página 4. Los resultados que
se presentan son una extensión de los que se obtuvieron en Temoltzi-Ávila y
Ávila-Pozos (2020).

El sistema dinámico que se considera es descrito por el sistema no lineal
de ecuaciones diferenciales de orden dos con coeficientes no constantes y
con una perturbación externa

¥~ + 2̂̀(~) ¤~ + l̂ (~)~ = D (C),

donde los coeficientes ̂̀(~) y l̂ (~) denotan las funciones escalón

̂̀(~) =
{
`, ~ ≥ −!,

`?, ~ < −!,
l̂ (~) =

{
l2, ~ ≥ −!,

l2
? , ~ < −!,

donde los parámetros satisfacen las desigualdades 0 < ` < l y 0 < `? < l? .
Como caso particular, se supone que la perturbación externa D (C) se elige de
tal manera que esta pertenece al conjunto de funciones admisibles

UX =
{
D (C) ∈ PC(R)

�� |D (C) | ≤ !l2} .
La incertidumbre que existe sobre la elección de la perturbación externa,
permite considerar la ecuación diferencial que modela la dinámica del móvil
como una familia de ecuaciones diferenciales ordinarias.

Bajo el cambio de variable ~1 = ~ y ~2 = ¤~, la familia de ecuaciones dife-
renciales propuesta se puede representar de forma equivalente a la siguiente
familia de sistemas de ecuaciones diferenciales no lineales

¤~1 = ~2,

¤~2 = −l̂ (~1)~1 − 2̂̀(~1)~2 + D (C),
(3.35 ➤)
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en el cual, se supone que el vector de condiciones iniciales, se describe por

p0 =

(
U0
0

)
∈ Σ1,

donde U0 > 0.
Por seguir un análisis análogo al del apartado anterior sobre el conjunto

de alcanzabilidad con vérticep0, se muestra que la peor perturbación externa
que se obtiene para esta familia de sistemas de ecuaciones diferenciales no
lineales resulta ser la función continua a trozos

Dmáx(C) = !l2 Sign(~2(C)) =

{
!l2, ~2 (C) > 0,

−!l2, ~2 (C) ≤ 0.

Se ha empleado el valorDmáx(C2) = 0 para el estado~(C2) = 0, lo cual muestra
que esta función corresponde con la selección de norma mínima que se ha
definido en la Sección 1.3.

Se considera un análisis de la ecuación diferencial no lineal

¤~1 = ~2,

¤~2 = −l̂ (~1)~1 − 2̂̀(~1)~2 + !l2 Sign(~2),
(3.36 ➤)

De acuerdo con la representación de las funciones ̂̀(~1) y l̂ (~1), y tomando
en consideración la definición de la perturbación externa Dmáx(C), se sigue
que el espacio fase Ω = R

2 de la solución del sistema de ecuaciones diferen-
ciales (3.36) se divide en cuatro regiones

Ω1 =
{
~ ∈ R

2
�� −! < ~1 y 0 < ~2

}
, Ω2 =

{
~ ∈ R

2
�� ~1 < −! y 0 < ~2

}
,

Ω3 =
{
~ ∈ R

2
�� ~1 < −! y ~2 < 0

}
, Ω4 =

{
~ ∈ R

2
�� −! < ~1 y ~2 < 0

}
,

en cada una de las cuales el sistema no lineal de ecuaciones diferenciales
(3.36) resulta ser un sistema de ecuaciones diferenciales lineales con coefi-
cientes constantes. Se observa además que existen dos superficies de discon-
tinuidad,

Σ1 =
{
~ ∈ R

2
�� ~2 = 0

}
, Σ2 =

{
~ ∈ R

2
�� ~1 = −!

}
,
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como se muestra en la Figura 3.15. Por lo tanto, es necesario analizar la
dinámica de este sistema considerando su solución en cada una de esas re-
giones.

De las condiciones iniciales p0 = (U0, 0)⊤ y el hecho de que los coeficientes
del sistema de ecuaciones diferenciales (3.36) cumplen l̂ (~1(0)) = l2 y
̂̀(~1(0)) = `, se obtiene de la segunda ecuación diferencial de (3.35) que

¤~2 (0) = −l2~1 (0) + 2`~2 (0) + D (0) = −l2U0 − !l2
< 0,

por lo tanto, existe C1 > 0 tal que Dmáx(C) = −!l2 para todo C ∈ (0, C1).
Luego, en este intervalo, se obtiene el siguiente problema de Cauchy que se
halla definido sobre Ω4

¤~1 = ~2, ~1 (0) = U0,

¤~2 = −l2~1 − 2`~2 − !l2, ~2 (0) = 0,

cuya solución ~Dmáx
(C) = (~1 (C),~2 (C))

⊤ se expresa por

~1 (C) = (! + U0) 4
−`C

(
cosoC +

`

o
sinoC

)
− !,

~2 (C) = −
l2

o
(! + U0) 4

−`C sinoC .
(3.37 ➤)

donde

o =

√
l2 − `2 .

Se observa que los valores de los parámetros del sistema de ecuaciones
diferenciales (3.36) implican la validez de la ecuación~1 (C1) = −! para algún
C1 > 0. La primera función definida en (3.37) permite obtener

C1 =
1
o

(c
2
+ arctan

( `
o

))
.

Después de sustituir este valor en las funciones definidas en (3.37) se obtiene
el punto q1 = (~1(C1), ~2(C1))

⊤ que pertenece a la superficie de discontinui-
dad Σ2 entre las regiones Ω3 y Ω4, donde

~1 (C1) = −!, ~2 (C1) = −'0,
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~2

~1

Σ1

Σ2

p0p1

Ω1Ω2

q1Ω3
Ω4

~1 = −!

�máx (p0)

Figura 3.15. Soluciones del sistema de ecuaciones diferenciales (3.35).

con '0 = '(U0) y

'(U) = l (! + U) exp
(
−
`

o

(c
2
+ arctan

( `
o

)))
,

tal como se muestra en la Figura 3.15. Por lo tanto,

q1 =

(
−!
−'0

)
∈ Σ2 .

El punto q1 define el punto de transición de la solución entre las regiones
Ω4 y Ω3. Se observa además que la solución intersecta de forma transversal
la superficie de discontinuidad Σ2 y, por lo tanto, existe C2 > C1 tal que la peor
perturbación externa aún toma el valor Dmáx(C) = −!l2 para todo C ∈ (C1, C2),
debido a que ~2 (C) < 0 para esos instantes, mientras que los coeficientes del
sistema de ecuaciones diferenciales (3.36) toman los valores l̂ (~1(C)) = l2

?

y ̂̀(~1(C)) = `? para todo C ∈ (C1, C2). En consecuencia, la solución de (3.36)
sobre Ω3 coincide con la solución ~Dmáx

(C) = (~1(C),~2 (C))
⊤ del siguiente
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problema de Cauchy

¤~1 = ~2, ~1(C1) = −!,

¤~2 = −l2
?~1 − 2`?~2 − !l2, ~2(C1) = −'0,

la cual se describe por

~1 (C) = −4−`? (C−C1) ·
(
!l− coso? (C − C1) +

(
'0

o?
+
`?

o?
!l−

)
sino? (C − C1)

)
−
!l2

l2
?

,

~2 (C) = −4−`? (C−C1) ·
(
'0 coso? (C − C1) −

(
'0`?

o?
+
l2
?

o?
!l−

)
sino? (C − C1)

)
,

(3.38 ➤)

donde

o? =

√
l2
? − `2? y l− = 1 −

l2

l2
?

.

La representación de la solución (3.38) muestra que es posible determinar
de forma explícita el instante C2 > C1 tal que ~2(C2) = 0, el cual es dado por

C2 − C1 =
1
o?

(
c

2
− arctan

(
`?

o?
+

l2
?

'0o?
!l−

))
.

Esto muestra que la solución del sistema de ecuaciones diferenciales (3.36)
bajo la acción de la peor perturbación externa Dmáx(C), y bajo condiciones
iniciales de la forma p0 = (U0, 0)⊤, describe un semiciclo inferior de oscila-
ción definido en [0, C2], el cual cruza a Σ1 en un punto p1 = (−U1, 0)⊤, donde
U1 > 0 se determina de la ecuación ~1 (C2) = −U1, la cual permite definir una
función secuencial U1 = � ('0), donde:

U1 =
'0o?

l2
?

4−`? (C2−C1)

√√
1 +

(
`?

o?
+

!l2
?

'0o?

(
1 −

l2

l2
?

))2
+
!l2

l2
?

. (3.39 ➤)
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Así, la solución del sistema de ecuaciones diferenciales (3.36) define una
transformación puntual de la superficie de discontinuidad Σ1 en sí misma tal
que para todo p0 = (U0, 0)⊤ ∈ Σ1 se asocia un punto p1 = (−U1, 0)⊤ ∈ Σ1

mediante una transformación no lineal de Σ1 en Σ1.
La definición de la primera máxima desviación y la solución del sistema

de ecuaciones diferenciales (3.36) definen una trayectoria de máxima des-
viación desde el punto p0 = (U0, 0)⊤ ∈ Σ1 para la familia de ecuaciones
diferenciales (3.35) en Ω3 ∪ Ω4, la cual se describe por

�máx(p0) =
{
~Dmáx

(C) ∈ R
2
�� C ∈ (0, C2)

}
,

como se muestra en la Figura 3.15.
Se analiza ahora la construcción del semiciclo superior de oscilación so-

bre los conjuntos Ω1 y Ω2, por suponer válido el esquema que se muestra
en la Figura 3.16. Bajo este esquema, se considera el problema de determi-
nar un parámetro &0 > 0 con la propiedad de que la solución del sistema
de ecuaciones diferenciales (3.36) describa dos arcos p1q2 y q2p2 que con-
formen el semiciclo superior de oscilación. Al suponer que q2 = (−!,&0)

⊤

pertenece a la intersección de la trayectoria solución y la superficie de dis-
continuidad Σ2. En esta tarea, el punto q2 describe la condición inicial del
sistema de ecuaciones diferenciales (3.36) mientras que p2 = (U2, 0)⊤ es un
punto arbitrario que pertenece a la superficie de discontinuidad Σ1. Por lo
tanto, si el supuesto anterior es válido, debe existir C3 > C2 tal que~(C3) = q2,
y ya que&0 > 0, se sigue que Dmáx(C) = !l2 para todo C ∈ (C3− C2, C4), donde
C4 > C3 es el instante en el cual se satisface la relación ~(C4) = p2.

Se considera primero la construcción del arco de solución p1q2 por supo-
ner que zDmáx (C) = ~Dmáx

(C3− C) donde C ∈ (C3− C2, C3). En estas condiciones, la
parametrización zDmáx (C) = (I1(C), I2(C))

⊤ describe un arco p1q2 que se reco-
rre en tiempo inverso, es decir, de tal manera que el recorrido se inicia en el
punto q2 y se termina en el punto p1 sobre la región Ω2. Por consiguiente,
bajo este cambio de variable, los coeficientes del sistema de ecuaciones dife-
renciales (3.36) toman los valores l̂ (I1(C)) = l2

? y ̂̀(I1(C)) = `? para todo
C ∈ (C3 − C2, C3), y en consecuencia, la solución del sistema de ecuaciones di-
ferenciales (3.36) coincide con la solución del problema de Cauchy definido
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~2

~1
Σ1

Σ2

p2p1

Ω1Ω2 q2

Ω3
Ω4

~1 = −!

�máx (p1)

Figura 3.16. Soluciones oscilatorias del sistema de ecuaciones diferenciales (3.35).

en Ω2, el cual es descrito por

¤I1 = −I2, I1(0) = −!,

¤I2 = l2
?I1 + 2`?I2 − !l2, I2(0) = &0,

y cuya solución está dada por

I1(C) = −4`? C
(
!l+ coso?C +

(
&0

o?
−
`?

o?
!l+

)
sino?C

)
+
!l2

l2
?

,

I2(C) = 4`? C
(
&0 coso?C +

(
&0`?

o?
−
l2
?

o?
!l+

)
sino?C

)
,

(3.40 ➤)

donde

l+ = 1 +
l2

l2
?

.

De la definición del nuevo sistema de coordenadas para el sistema de
ecuaciones diferenciales (3.36) se sigue que zDmáx (C3 − C2) = ~Dmáx

(C2) = p1
y, por lo tanto, para las funciones definidas en (3.40) se deben cumplir las
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ecuaciones I1(C3 − C2) = −U1 y I2(C3 − C2) = 0. La última de estas ecuaciones
implica que

C3 − C2 =
1
o?

(
c

2
+ arctan

(
`?

o?
−

l2
?

&0o?
!l+

))
,

mientras que de la primera se obtiene la representación U1 = � (&0) definida
por:

U1 =
&0o?

l2
?

4`? (C3−C2)

√√
1 +

(
`?

o?
−

!l2
?

&0o?

(
1 +

l2

l2
?

))2
−
!l2

l2
?

. (3.41 ➤)

La ecuación (3.41) define, de manera implícita, una transformación bi-
yectiva que va de la segunda coordenada de puntos de la forma q = (−!,&)⊤

que pertenecen a la superficie de discontinuidad Σ2 en la primera coordena-
da de puntos de la forma p = (−U, 0)⊤ que pertenecen a Σ1. Esta observación
muestra la dependencia implícita que existe de algún parámetro &0 > 0 con
respecto al parámetro U1 definido en (3.41), y ayuda a concluir que es po-
sible representar, por lo menos de forma local, una relación funcional que
se expresa en la forma &0 = ℎ−12 (U1). La posibilidad de expresar esta rela-
ción permite construir una solución del sistema de ecuaciones diferenciales
(3.36) definida en Ω2 ∪ Ω3 ∪ Ω4 y tal que esta cruza de forma transversal
los conjuntos Σ1 y Σ2 en los instantes C1 < C2 < C3.

Se puede obtener ahora la construcción del segundo arco de solución q2p2
al definir zDmáx (C) = ~Dmáx

(C) para todo C ∈ (C3, C4). De esta manera, la para-
metrización zDmáx (C) = (I1(C), I2(C))

⊤ representa el arco que se recorre en
sentido directo, es decir, tal que el recorrido se inicia en el punto q2 y se
termina en el punto p2. De tal guisa, los coeficientes del sistema de ecuacio-
nes diferenciales (3.36) toman los valores l̂ (I1(C)) = l2 y ̂̀(I1(C)) = ` para
todo C ∈ (C3, C4) y, por consiguiente, se obtiene el problema de Cauchy:

¤I1 = I2, I1(C3) = −!,

¤I2 = −l2I1 − 2`I2 + !l2, I2(C3) = &0,
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cuya solución se describe de forma explícita por

I1(C) = −4−` (C−C3) ·
(
2! coso (C − C3) −

(
&0

o
−

2!`
o

)
sino (C − C3)

)
+ !,

I2(C) = 4−` (C−C3) ·
(
&0 coso (C − C3) −

(
&0`

o
−

2!l2

o

)
sino (C − C3)

)
.

(3.42 ➤)

A partir del cambio de variable propuesto, y del hecho de la validez de la
ecuación zDmáx (C4) = ~Dmáx

(C4) = p2, se satisfacen las ecuaciones I1(C4) = U2
y I2(C4) = 0. De la última de estas ecuaciones resulta que

C4 − C3 =
1
o

(
c

2
− arctan

(
`

o
−

2!l2

&0o

))
,

mientras que de la primera se deduce la relación secuencial U2 = � (&0),
donde

U2 =
&0o

l2
4−` (C4−C3)

√

1 +

(
`

o
−

2!l2

&0o

)2
+ !. (3.43 ➤)

Se observa que la relación (3.43) define una transformación puntual biyec-
tiva de la segunda coordenada de puntos de la forma q = (−!,&)⊤ que
pertenecen a la superficie de discontinuidad Σ2, en la primera coordenada
de puntos de la forma p = (U, 0)⊤ que pertenecen a Σ1.

Una vez más, la definición de la segunda máxima desviación y la solu-
ción del sistema de ecuaciones diferenciales (3.36) definida en Ω1 ∪ Ω2,
permiten determinar una trayectoria de máxima desviación desde el punto
p1 = (−U1, 0)⊤ ∈ Σ1 para la familia de ecuaciones diferenciales (3.35), la
cual se describe por

�máx (p1) =
{
~Dmáx

(C) ∈ R
2
�� C ∈ (C2, C4)

}
,

como se muestra en la Figura 3.17.
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El proceso de construcción que se ha mostrado hasta este punto, permite
obtener la dependencia implícita que existe entre los parámetros U2 y U0, la
cual se define de tal manera que

U2 = � (&0), &0 = �−1(U1), U1 = � ('0), '0 = '(U0),

y, por consiguiente,
U2 = � (�−1(� ('0))) .

Dado que esta relación depende de la elección del parámetro U0 > 0 que
conforma el vector de condiciones iniciales p0 = (U0, 0)⊤, si se repite este
procedimiento de tal manera que después de algunas iteraciones se halla un
nuevo punto de condiciones iniciales p= = (U=, 0)⊤ con U= > 0, entonces
se obtiene para el sistema de ecuaciones diferenciales (3.36) un ciclo de
oscilación que cruza al conjunto Σ1 en un punto p=+2 = (U=+2, 0)⊤, donde el
parámetro U=+2 > 0 es descrito por la relación de recurrencia

U=+2 = � (�−1(� ('=))), = ∈ N,

donde
U=+2 = � (&=), &= = �−1(U=+1), U=+1 = � ('=),

para algún &= > 0 que satisface U=+1 = � (&=), y donde '= = '(U=). No
obstante, debido a que no es posible conocer de forma explícita la relación
�−1 (U=+1) = &= para cada = ≥ 0, resulta ser una tarea difícil el determi-
nar el comportamiento asintótico de la sucesión {U=}=∈N. En tal situación
se pueden determinar condiciones bajo las cuales el sistema de ecuaciones
diferenciales (3.36) posee una trayectoria cerrada�máx que describe el ciclo
límite máximo, lo cual equivale a determinar parámetros U0 > 0 y &0 > 0
tales que p0 = p2, si estos existen.

Por consiguiente, la posibilidad de obtener una trayectoria cerrada en el
sistema de ecuaciones diferenciales (3.36) es equivalente a la posibilidad de
obtener solución del siguiente sistema:

� ('0) −� (&0) = 0, U0 −� (&0) = 0, (3.44 ➤)
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tal como se definen en las relaciones (3.39), (3.41) y (3.43). Si (3.44) posee
soluciones, entonces estas se denotarán por Umáx

0 y &máx
0 , respectivamente.

La existencia de los parámetros Umáx
0 y&máx

0 permiten determinar los pun-
tos de intersección de la trayectoria cerrada con las superficies Σ1 y Σ2, los
cuales se representan por:

pmáx
0 = (Umáx

0 , 0)⊤, pmáx
1 = (−Umáx

1 , 0)⊤,

qmáx
1 = (−!,−'máx

0 )⊤, qmáx
2 = (−!,&máx

0 )⊤,
(3.45 ➤)

donde Umáx
1 = � ('máx

0 ) y 'máx
0 = '(Umáx

0 ). En la Figura 3.17 se ilustra este
esquema de construcción.

~2

~1
Σ1

Σ2

pmáx
0 = pmáx

2pmáx
1

Ω1Ω2

q1

q2

Ω3
Ω4

~1 = −!

�máx(p
máx
0 )

�máx(p
máx
1 )

�máx

Figura 3.17. Soluciones oscilatorias del sistema de ecuaciones diferenciales (3.35).

Debido a que no es posible determinar Umáx
0 y &máx

0 de manera analítica
en (3.44), pues existen términos trascendentales, es imprescindible el em-
pleo de métodos numéricos con el objetivo de simplificar la tarea. En este
caso, se considera determinar el parámetro &máx

0 y, con ello, determinar los
parámetros restantes Umáx

0 , 'máx
0 y Umáx

1 .
El parámetro U1 se representa por U1 = � ('0) y U1 = � (&0) en las rela-

ciones (3.39) y (3.41). Esto permite escribir la primera ecuación del sistema
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no lineal (3.44) de manera equivalente a

0+(&0)4
1+ (&0) − 0−('0)4

1− ('0) −
2!l2

l2
?

= 0, (3.46 ➤)

donde

0± (B) =
o?B

l2
?

√

1 +

(
`?

o?
∓

l2
?

o?B
!l±

)2
,

1±(B) = ±
`?

o?

(
c

2
± arctan

(
`?

o?
∓

l2
?

o?B
!l±

))
,

l± = 1 ±
l2

l2
?

,

mientras que de la condición U0 = U2 y la representación U2 = � (&0) que se
da en (3.43), resulta que la segunda ecuación no lineal de (3.44) se expresa
en la forma

� (&0) = 0(&0)4
1 (&0) + !, (3.47 ➤)

donde

0(B) =
oB

l2

√

1 +

(
`

o
−

2!l2

oB

)2
,

1 (B) = −
`

o

(
c

2
− arctan

(
`

o
−

2!l2

oB

))
.

Las ecuaciones (3.46) y (3.47) ayudan a escribir el sistema no lineal de
ecuaciones (3.44) en la forma

ℎ(&0) = 0, (3.48 ➤)

donde

ℎ(B) = 0+(B)4
1+ (B) − 0−('(� (B)))41− (' (� (B))) −

2!l2

l2
?

.

Se obtienen las siguientes propiedades de la ecuación (3.48).

Proposición 3.2. Existe una única solución &máx
0 > 0 para la ecuación (3.48).
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Demostración. De acuerdo con la definición de las funciones 0 y 1, se
obtiene el siguiente límite

ĺım
B→0

� (B) = 2! exp
(
−
c`

o

)
+ !

y, por lo tanto, ĺımB→0 '(� (B)) = �, donde

� = 2!l
(
1 + exp

(
−
c`

o

))
exp

(
−
`

o

(c
2
+ arctan

`

o

))
.

De esta manera, resulta que ĺımB→0 ℎ(B) = !l− − 0−(�)4
1− (�)

< 0. Por
otra parte, debido a que

ĺım
B→∞

1±(B) = ±
`?

o?

(
c

2
± arctan

`?

o?

)
,

y ya que ĺımB→∞ 0± (B) = ∞, se concluye que ĺımB→∞ ℎ(B) = ∞.
De las expresiones anteriores se concluye que existe un número real

positivo &máx
0 ∈ R tal que ℎ(&máx

0 ) = 0 y, debido a que ℎ es una función

creciente para todo B ≥ 0, se concluye que tal número real es único.

Proposición 3.3. Existe un número real positivo _ > 0 tal que &máx
0 = _!.

Demostración. Basta con ver que existen funciones �±(_) y �±(_) que
dependen de los parámetros de la ecuación diferencial (3.36) y que no
dependen de !, tales que

ℎ(_!) = !6(_)

donde

6(_) = �+(_)4
�+ (_) −�− (_)4

−�−(_) −
2l2

l2
?

.

Estas funciones se obtienen de manera directa al verificar la validez de las
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siguiente ecuaciones:

0−('(� (_!))) = !�−(_), 0+(_!) = !�+(_),

1−('(� (_!))) = �− (_), 1+(_!) = �+(_) .

Esto muestra el resultado.

Se concluye de la Proposición 3.3 que el número real _ > 0 sólo depen-
de de los parámetros que definen la ecuación diferencial (3.36), excepto del
parámetro !. Por otra parte, se concluye de las Proposiciones 3.1 y 3.2 que la
existencia de una solución de (3.48) implica la existencia de un ciclo límite
�máx para la ecuación diferencial (3.36), y que este no depende de las con-
diciones iniciales, es decir,�máx sólo depende de los parámetros que definen
la ecuación diferencial (3.36). Esto muestra el siguiente resultado:

Teorema 3.3. La ecuación diferencial (3.36) posee un único ciclo límite �máx

que es asintóticamente y orbitalmente estable.

El siguiente ejemplo muestra de forma numérica un caso particular de los
resultados obtenidos.

Ejemplo 3.4. Se eligen en el sistema de ecuaciones diferenciales el valor
del parámetro ! = 1 y los coeficientes ` = 0.1, `? = 0.8, l = 0.8 y l? = 0.9.
Con estos valores se obtienen las estimaciones o ≈ 0.7937 y o? ≈ 0.4123.

Si se consideran condiciones iniciales ±p0 = (±U0, 0)⊤ y ±p̂0 = (±Û0, 0)⊤,
entonces se obtienen trayectorias que convergen a un único ciclo límite má-
ximo �máx, como se muestra en la Figura 3.18, en la cual se han elegido los
valores U0 = 0.5 y Û0 = 3.5. Los puntos de intersección sobre las superficies
de discontinuidad son:

pmáx
0 ≈

(
2
0

)
, pmáx

1 ≈

(
−1.9679

0

)
, qmáx

1 ≈

(
−1

−2.3257

)
, qmáx

2 ≈

(
−1

0.9765

)
.

Se observa de la Figura 3.18 que el ciclo límite �máx es asintóticamente y
orbitalmente estable.

Se ha mostrado que la ecuación diferencial (3.36) posee un único ciclo
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límite �máx que pertenece a las regiones Ω1, Ω2, Ω3 y Ω4 del plano de fases
Ω = R

2, y que cruza las superficies de discontinuidad Σ1 y Σ2. La deter-
minación de este ciclo límite se ha realizado bajo el supuesto de no existir
movimientos deslizantes sobre las superficies de discontinuidad Σ1 y Σ2.

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

~1

~2

Σ2

Σ1−U0

U0

−Û0

Û0

qmáx
1

qmáx
2

pmáx
0pmáx

1

Figura 3.18. Representación gráfica de las soluciones del Ejemplo 3.4.

Por otra parte, se puede concluir de la definición de la peor perturbación
externa, que el ciclo límite �máx describe la frontera del conjunto de alcan-
zabilidad Q de la familia de ecuaciones diferenciales (3.35). En efecto, ya
que si no fuese así, entonces debe existir otra perturbación D̂ (C) ∈ UX tal
que la correspondiente solución ~̂(C) = (~̂1(C), ~̂2 (C))

⊤ asociada al sistema de
ecuaciones diferenciales

¤~1 = ~2,

¤~2 = −l̂ (~1)~1 − 2̂̀(~1)~2 + D̂ (C),

con condiciones iniciales p0 = (Umáx
0 , 0)⊤ ∈ Q, debe ser tal que la correspon-
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diente trayectoria solución Γ =
{
~̂D̂ (C) ∈ R

2
�� C ≥ 0

}
debiera cruzar el ciclo

límite �máx en cierto instante g > 0. En tal situación, para dicho instante
debe tener lugar la siguiente desigualdad

d~2
d~1

(g) <
d~̂2
d~̂1

(g),

lo cual contradice de forma natural la definición de la peor perturbación ex-
terna. La contradicción obtenida muestra que el ciclo límite �máx representa
la frontera del conjunto de alcanzabilidad Q para la familia de sistemas de
ecuaciones diferenciales (3.35). A este respecto,�máx describe el ciclo límite

máximo de la familia de sistemas de ecuaciones diferenciales (3.35).
Esto se describe en el siguiente resultado.

Teorema 3.4. El ciclo límite máximo �máx del sistema de ecuaciones diferen-
ciales (3.36) representa la frontera del conjunto de alcanzabilidad Q para la
familia de sistemas de ecuaciones diferenciales (3.35).

Se observa como consecuencia del Ejemplo 3.4 que Q resulta no ser un
conjunto simétrico, y tampoco un conjunto convexo, tal como se observa en
la Figura 3.18, ya que los elementos de la familia de ecuaciones diferenciales
considerada, no son lineales. No obstante, es posible establecer un criterio de
estabilidad robusta para esta familia de sistemas de ecuaciones diferenciales
tal como se realizó en la Subsección 3.4.1.

3.5.1. Criterio de estabilidad robusta

Se mostró que la ecuación (3.48) posee solución única&máx
0 = _! para algún

_ > 0 y, por lo tanto, el sistema de ecuaciones diferenciales (3.36) posee
un único ciclo límite máximo �máx que representa la frontera del conjunto
de alcanzabilidad Q para la familia de sistemas de ecuaciones diferenciales
(3.35). La intersección de las rectas ~2 = 0 y ~1 = −! con �máx ocurren en
los puntos pmáx

0 , pmáx
1 , qmáx

1 y qmáx
2 , ver (3.45). Con ayuda de la construc-

ción de este ciclo límite máximo �máx, y siguiendo el método descrito en la
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Subsección 3.4.1, en este apartado se obtiene un criterio de estabilidad ro-
busta para la familia de sistemas de ecuaciones diferenciales (3.35), el cual
es análogo al descrito en la Definición 3.2, y que depende del concepto de
estabilidad bajo perturbaciones de acción constante introducido por Georgiy
Nikolaevich Duboshin e Ioèl’ Gil’evich Malkin, ver Elsgoltz (1969).

Se denota una vez más por Y el conjunto conformado por las soluciones
~D (C) = (~1(C),~2(C))

⊤ de la familia de ecuaciones diferenciales (3.35) que
son asociadas a una perturbación externa D (C) ∈ UX , y que satisfacen la con-
dición inicial ~(0) = p0. Se considera la siguiente norma para cada solución
~D (C) ∈ Y:

‖~D ‖Y = máx

{
sup

C∈[0,∞)
|~1(C) | , sup

C∈[0,∞)
|~2(C) |

}
.

Definición 3.3. La solución trivial ~̄D̄ (C) ≡ 0 de la familia de sistemas de ecua-
ciones diferenciales (3.35) es robustamente estable con respecto a condiciones
iniciales ~D (0) = p0 y perturbaciones externas D(C) ∈ UX , si para todo n > 0
existen X1 = X1(n) > 0 y X2 = X2(n) > 0 tal que la siguiente condición es satis-
fecha: si ‖D‖UX

≤ X1 y ‖p0‖∞ ≤ X2, entonces cualquier otra solución de (3.35)
satisface la desigualdad ‖~D ‖Y ≤ n.

El análisis de la estabilidad robusta de la familia de sistemas de ecua-
ciones diferenciales (3.35), en el sentido de la Definición 3.3, se realiza por
emplear las máximas desviaciones de la solución ~D (C) = (~1(C),~2 (C))

⊤ del
sistema de ecuaciones diferenciales (3.36) respecto a los ejes ~1 = 0 y ~2 = 0
en cada intervalo de tiempo (C:−1, C: ), es decir, a los valores

Umáx
: = sup

C∈(C:−1,C:)
|~1 (C) | , Vmáx

: = sup
C∈(C:−1,C:)

|~2 (C) | .

De las expresiones (3.41) y (3.43), así como la Proposición 3.3, se sa-
be que las máximas desviaciones de oscilación de la familia de ecuaciones
diferenciales (3.35) sobre el eje ~2 = 0 se describen por Umáx

0 = ! · Û0 y
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Umáx
1 = ! · Û1, donde

Û0 =
_o

l2

√

1 +

(
`

o
−

2l2

_o

)2
exp

(
−
`

o

(
c

2
− arctan

(
`

o
−

2l2

_o

)))
+ 1

Û1 =
_o?

l2
?

√

1 +

(
`?

o?
−
l+l

2
?

_o?

)2
exp

(
`?

o?

(
c

2
+ arctan

(
`?

o?
−
l+l

2
?

_o?

)))
−
l2

l2
?

.

Las máximas desviaciones de oscilación de la trayectoria solución respecto
al eje ~1 = 0 se analizan por separado al considerar la solución que describe
el ciclo límite máximo�máx en las regiones Ω1, Ω2, Ω3 y Ω4, respectivamente.
Por lo tanto, se supone que &máx

0 , Umáx
0 , 'máx

0 y Umáx
1 son los parámetros que

determinan el ciclo límite máximo �máx con la siguiente condición inicial
pmáx
0 = (Umáx

0 , 0)⊤ para el sistema de ecuaciones diferenciales (3.36).
De la solución del sistema de ecuaciones diferenciales (3.36) en el conjun-

to Ω4, se observa que los límites laterales de ¤~2 (C) satisfacen las siguientes
desigualdades en los instantes C = 0 y C = C1:

¤~2 (0
+) = −l2(! + Umáx

0 ) < 0,

¤~2 (C
−
1 ) = 2`l (! + Umáx

0 )4−`C1 > 0.

Debido al cambio de signo, se sigue que existe un instante B1 ∈ (0, C1) en
el cual la trayectoria Γ1 = {(~1(C),~2 (C))

⊤ ∈ Ω4 | C ∈ [0, C1]} posee en Ω4 un
vector tangente en el instante C = B1, y que este vector es paralelo al eje de
coordenadas ~2 = 0, con

B1 =
1
o

(c
2
− arctan

`

o

)
.

En tal situación resulta que ~2(B1) = −Vmáx
0 , donde Vmáx

0 = ! · V̂0, y

V̂0 = l (1 + Û0)4
−`B1 .

El valor Vmáx
0 define la máxima desviación de la coordenada ~2 en Ω4.
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Si ahora se determina la solución de (3.36) en Ω3, resultan los siguientes
límites laterales de ¤~2 (C) para los instantes C = C1 y C = C2:

¤~2(C
+
1 ) = !l−l

2
? + 2'máx

0 `? > 0,

¤~2 (C
−
2 ) =

√
(!l−l

2
? + 'máx

0 `? )2 + 'máx
0

2
o2
? 4−`? (C2−C1) > 0.

De esta manera, la trayectoria Γ2 = {(~1(C),~2 (C))
⊤ ∈ Ω3 | C ∈ [C1, C2]} no

admite vectores tangentes en la región Ω3 que sean paralelos al eje ~2 = 0.
Por otra parte, la coordenada ¤~2 (C) de la solución definida en Ω2, satisface

los siguientes límites laterales en C = C2 y C = C3:

¤~2(C
+
2 ) =

√
(!l+l

2
? −&máx

0 `?)2 +&
máx
0

2
o2
? 4`? (C3−C2) > 0,

¤~2 (C
−
3 ) = !l+l

2
? − 2&máx

0 `? .

Se puede observar que ocurren dos casos en Ω2. Primero, si l+l
2
? > 2_`? ,

entonces la trayectoria Γ3 = {(~1(C),~2 (C))
⊤ ∈ Ω2 | C ∈ [C2, C3]} no admite

vectores tangentes que sean paralelos al eje ~2 = 0 en Ω2. Luego, la máxima
desviación de la coordenada ~2 en Ω2 se obtiene del valor ~2(C−3 ) = Vmáx

1 ,

donde Vmáx
1 = ! · V̂1 y

V̂1 = _.

Segundo, si l+l
2
? ≤ 2_`? , entonces existe un instante B2 ∈ (C2, C3) tales que

¤~2 (B2) = 0. Bajo la validez de este supuesto resulta

B2 = C3 −
1
o?

(
c

2
+ arctan

(
`?

o?
+

_l2
?

o? (l+l
2
? − 2_`?)

))

y, por lo tanto, la máxima desviación de la coordenada ~2 en Ω2 se obtiene
del valor ~2(B2) = Vmáx

1 , donde Vmáx
1 = ! · V̂1 y

V̂1 =
1
l?

√
(l+l

2
? − _`? )2 + _2o2

? 4`? (C3−B2) .
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Finalmente, en Ω1 se obtienen los siguientes límites laterales para ¤~2 (C)
en C = C3 y C = C4:

¤~2(C
+
3 ) = 2(!l2 −&máx

0 `),

¤~2 (C
−
4 ) = −

√
(2!l2 −&máx

0 )2 +&máx
0

2
o2 4−` (C4−C3) < 0.

Una vez más se obtienen dos casos en Ω1. Primero, si la desigualdad l2
< _`

es válida, entonces la trayectoria Γ4 = {(~1(C),~2 (C))
⊤ ∈ Ω1 | C ∈ [C3, C4]} no

admite vectores tangentes que sean paralelos al eje de coordenadas ~2 = 0
en Ω1. Así, la máxima desviación de la coordenada ~2 en Ω1 se representa
por ~2 (C+3 ) = Vmáx

2 , donde Vmáx
2 = ! · V̂2 y

V̂2 = _.

Segundo, si l2 ≥ _`, entonces existe B3 ∈ (C3, C4) tales que ¤~2 (B3) = 0. Se
sigue que

B3 =
1
o

(
c

2
− arctan

(
`

o
+

_l2

2o (l2 − _`)

))
+ C3,

de donde se obtiene el valor ~2(B3) = Vmáx
2 , con Vmáx

2 = ! · V̂2 y

V̂2 =
1
l

√
(2l2 − _`)2 + _2o2 4−` (B3−C3) .

El criterio de estabilidad robusta de la solución trivial ~̄D̄ (C) ≡ 0 de la
familia de ecuaciones diferenciales (3.35) para perturbaciones externas es
el siguiente: para todo n > 0, el estimado ‖~D ‖Y ≤ n para cada perturba-
ción externa D (C) ∈ UX , se obtiene al determinar la constante ! = X1 de la
expresión

X1 =
n

máx
{
máx

{
Û0, Û1

}
,máx

{
V̂0, V̂1, V̂2

}} , (3.49 ➤)

siempre que la condición inicial ~(0) = p0 de la familia de ecuaciones dife-
renciales (3.35) satisfaga la desigualdad

‖p0‖∞ ≤ X2 = X1 ·mı́n {Û0, Û1} . (3.50 ➤)
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La representación que se da en (3.49) permite determinar una cota pa-
ra las amplitudes de oscilación del ciclo límite máximo �máx del sistema de
ecuaciones diferenciales (3.36), ya que en el lado derecho de esta expresión
aparecen únicamente parámetros que definen el sistema de ecuaciones dife-
renciales (3.36), ver Aleksandrov et al. (2010). Tal propiedad ayuda a fijar el
siguiente criterio de calidad robusta que caracteriza las máximas desviacio-
nes del sistema (3.35), y cuyas condiciones iniciales satisfacen la desigualdad
(3.50), tal como se hizo en la Subsección 3.4.1:

j = sup
0<n<∞

n

X1(n)
. (3.51 ➤)

Como consecuencia, se sigue del criterio de estabilidad robusta que las solu-
ciones~D (C) = (~1(C),~2 (C))

⊤ de la familia de ecuaciones diferenciales (3.35)
asociadas a perturbaciones externas D (C) ∈ UX y que inician en un punto
p0 ∈ Q, satisfacen la siguiente propiedad: ~D (C) ∈ Q para todo C ≥ 0.

El siguiente ejemplo muestra la validez de los resultados obtenidos para
una elección de los parámetros que satisfacen 0 < ` < l y 0 < `? < l? y
considerando algunas perturbaciones externas.

Ejemplo 3.5. Se supone que en la ecuación diferencial (3.35) se han
elegido los parámetros l = 0.8, ` = 0.1, l? = 0.9 y `? = 0.8.

Si para n = 2 se buscan soluciones ~D (C) = (~1(C),~2 (C))
⊤ en la familia de

sistemas de ecuaciones diferenciales (3.35) tales que ‖~D ‖Y ≤ n para toda
perturbación externa D (C) ∈ UX , entonces del criterio de estabilidad robusta
se sigue que basta con elegir ! ≈ 0.7693.

Tomando en consideración los valores de los parámetros propuestos, se
obtiene la ecuación 6(_) = 0 definida en la Proposición 3.3, la cual tiene por
solución _ ≈ 0.9765 y, por lo tanto, la ecuación (3.47) admite la siguiente
aproximación como única solución &máx

0 ≈ 0.7512. La gráfica de la función
ℎ se puede observar en la Figura 3.19.

De acuerdo con el valor &máx
0 que se ha obtenido, es posible determinar

los puntos de cruce del ciclo límite máximo �máx sobre las superficies de

144



Capítulo 3. Planteamiento del problema de máxima desviación
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-1

0

1

2
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ℎ

&0

Figura 3.19. Gráfica de la función ℎ(&0) descrita en la ecuación (3.48).

discontinuidad Σ1 y Σ2, los cuales son:

pmáx
0 ≈ (2, 0)⊤, pmáx

1 ≈ (−1.5139, 0)⊤,

qmáx
1 ≈ (−0.7693,−1.7891)⊤, qmáx

2 ≈ (−0.7693, 0.7512)⊤.

Se observa de estos valores que la máxima desviación del ciclo límite �máx

sobre el eje ~2 = 0 corresponde al valor Umáx
0 ≈ 2, mientras que la máxima

desviación del ciclo límite �máx sobre el eje ~2 = 0 se representa por el valor
Vmáx
0 ≈ 1.8465.
Si ahora se consideran condiciones iniciales ±p0 = (±0.5, 0)⊤, entonces

la correspondiente trayectoria solución ~Dmáx
(C) = (~1(C),~2 (C))

⊤ asociada a
la peor perturbación externa Dmáx(C) = !l2 Sign(~2(C)) debe converger al
único ciclo límite máximo �máx, de acuerdo con el método de las transfor-
maciones puntuales que se describió en la Sección 1.4, tal como se muestra
en la Figura 3.20a. Por otra parte, si ahora se considera la perturbación ex-
terna D̂ (C) = !l2 cos(0.4C), entonces la correspondiente trayectoria solución
satisface la propiedad geométrica ~D̂ (C) ∈ Q para todo C ≥ 0, tal como se
muestra en la Figura 3.20b.

Se puede observar que en cada uno de los casos son válidos los estimados:

‖~Dmáx
‖Y ≤ n y ‖~D̂ ‖Y ≤ n,

lo cual muestra la validez del criterio de estabilidad robusta.
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Figura 3.20. Representación de la solución del Ejemplo 3.5 bajo el efecto de la perturbación externa:

(a) Dmáx (C) = !l2 Sign(~2 (C)) y (b) D̂ (C) = !l2 cos(0.4C).

—...¿Me podrías indicar, por favor, hacia dónde
tengo que ir desde aquí?
—Eso depende de a dónde quieras llegar —

contestó el Gato.

Alicia en el país de las maravillas

Lewis Carroll (1832–1898)
Lógico, matemático y escritor británico
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