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Resumen

El problema de méaxima desviacién es un area de estudio que permite estable-
cer problemas de optimizacién en las soluciones de ecuaciones diferenciales
que admiten incertidumbre debido a la presencia de perturbaciones exter-
nas. En esta monografia se presenta una breve introduccién al estudio del
problema de méaxima desviacién con el objetivo de determinar los conjuntos
del alcanzabilidad de ecuaciones diferenciales que se definen en el plano.

El material comprende tres capitulos. En el primer capitulo se presenta
una breve introduccién a las ecuaciones diferenciales que admiten disconti-
nuidades. En este capitulo se discute el procedimiento para construir solu-
ciones en el sentido de Filippov para tres casos que se presentan sobre una
superficie de discontinuidad: movimiento de interseccion transversal, movi-
miento deslizante atractor y movimiento deslizante repulsor. En el segundo
capitulo se presenta el método del plano soporte para construir conjuntos de
alcanzabilidad de una ecuacién diferencial lineal de segundo orden. En el ca-
pitulo tres se presenta el problema de méaxima desviacion para una ecuacién
diferencial lineal de segundo orden y se muestra la relaciéon con los conjun-
tos de alcanzabilidad. Los resultados obtenidos se emplean para establecer
un criterio de estabilidad robusta.

Palabras clave: ecuaciones diferenciales con lado derecho discontinuo, pro-
blema de maxima desviacién, conjuntos de alcanzabilidad, estabilidad
robusta.



Uno de los malentendidos mds grandes sobre las
matematicas que se cometen en las aulas de la es-
cuela es que el profesor siempre parece saber la res-
puesta a cada problema que estamos debatiendo.
Esto da a los estudiantes la idea de que en algtin
lugar existe un libro con todas las respuestas co-
rrectas a todas las preguntas interesantes. Que los
maestros tienen y parecerian tenerlo todo en su lu-
gar. Realmente es lo contrario de la verdadera na-
turaleza de las matematicas.

Leon Albert Henkin (1921-2006)
Matematico estadounidense



Elementos de ecuaciones
diferenciales con lado derecho
discontinuo

Aungque el fin sea penetrar en el misterio intimo de
la naturaleza y de ahi a aprender las verdaderas
causas de los fendmenos, puede suceder, no obs-
tante, que una determinada hipdtesis ficticia pue-
da ser suficiente para explicar muchos fenémenos.

Leonhard Paul Euler (1707-1783)
Matematico y fisico suizo

Este apartado presenta de forma breve una introduccion al concepto de solucién de
ecuaciones diferenciales con lado derecho discontinuo en el sentido de Filippov y,
en particular, este tipo de soluciones se emplean en el método de transformaciones
puntuales para construir soluciones oscilatorias.

1.1. Introduccién

Los sistemas dinamicos que se describen por sistemas de ecuaciones dife-
renciales que admiten funciones discontinuas tienen diferentes aplicaciones
cuando estos se emplean para modelar problemas en dreas como: electréni-
ca, fendmenos con fricciéon seca o impacto, etc. A diferencia de las ecuacio-
nes diferenciales que contienen en su representacién funciones continuas, el
problema de determinar soluciones en este tipo de ecuaciones diferenciales
requiere un tratamiento especial.
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Como ejemplo de un modelo que admite funciones discontinuas, se mues-
tra a continuacién un caso particular de un sistema dindmico descrito por
una ecuacion diferencial ordinaria de segundo orden que posee disconti-
nuidades en sus coeficientes debido a la presencia de impactos. Este mode-
lo es una adaptacién de un modelo andlogo que se presenta en Ma et al.
(2006). Otros casos de estudio similares se pueden consultar en Shaw y Hol-
mes (1983), Natsiavas (1990) y Dyskin et al. (2012).

f! Ejemplo 1.1. Se considera un sistema mecanico en cuya dindmica existen
discontinuidades en las variables de estado debido a la presencia de impac-
tos. En el sistema se halla un bloque mévil de masa m que se mueve de forma
horizontal, el cual se encuentra sujeto a un resorte con coeficiente de elas-
ticidad k; > 0, y que experimenta una fuerza de friccién con coeficiente de
friccién ¢; > 0, como se muestra en la Figura 1.1. Se considera también un
segundo movil que esta sujeto en el extremo opuesto por un resorte con co-
eficiente de elasticidad ko, > 0 y que experimenta una fuerza de fricciéon con
coeficiente de friccién ¢y > 0.

El sistema admite una aceleracién externa que se supone es descrita por
una funcién a: R — R.

Cuando el primer mdvil alcanza un valor constante L > 0, este movil
recibe un impacto debido al segundo mévil. Si es de interés el estado del
primer movil, entonces es claro que el sistema dindmico que describe su
movimiento posee discontinuidades en el estado y = L.

a(t)
kr — L 1 &
' - TTTT-9
E m y =}
C1 nu (6))

\\\\!\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\!\\\\\\ ;

Figura 1.1. Dindmica de un sistema mecanico con impactos.

Q=4 =
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La ecuacion diferencial que gobierna la dindmica se obtiene de observar
que si ocurre la desigualdad y < L, entonces el estado satisface la ecuacién
diferencial de segundo orden

mij + c19 + k1y = a(t),

donde (") se emplea para denotar diferenciacion respecto al tiempo, mien-
tras que si sucede la desigualdad y > L, el estado satisface la ecuacién dife-
rencial

mi + (c1+c2)y + (k1 + k2)y = a(1).
Por lo tanto, al definir las funciones continuas a trozos

_ p, y <L _ w3 y<I,
jiy) = o(y) =4 5
o, y> L, wy, y>1L,

donde py = ¢1/2m, po = (c1 + c2)/2m, a)% = ky/m, w% = (k1 + ky)/m, la
dinamica del sistema se puede determinar por la ecuaciéon diferencial no
lineal de segundo orden

§+2i(y)y + o (y)y = u(t),

con u(t) = a(t)/m.
El cambio de variables y; = y y y» = y, permite expresar la ecuacion
diferencial en el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales no lineales de

primer orden
91 _ 0 1 yl 0
o) =ty 2t () 1)

el cual tiene la forma
y = f(y) +bu(t),

donde la funcién del lado derecho f: R? — RR? se describe por las compo-
nentes escalares

filyr,y2) =v2,  fo(y1,y2) = —0(y1)y1 — 21 (y1)y2.
Q=5 =
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Como la segunda funcién es discontinua en y; = L, el andlisis que deba
realizarse para obtener una solucién en el espacio de fases, debe tener en
consideracién tal discontinuidad. —_mmm

Este problema serad considerado mas adelante en la Seccién 3.5.

Cuando en el sistema de ecuaciones diferenciales existen funciones dis-
continuas, se pueden emplear herramientas adicionales que permiten obte-
ner propiedades sobre las soluciones. A continuacién se presentan, con cardc-
ter introductorio, tales resultados. Estos resultados son tratados con mayor
detalle en Butennin et al. (1987), Filippov (1988) y Yakubovich et al. (2004).

Se considera el problema de valor inicial

y=f(y, y0)=y, yeQ (1.1<)

donde f: @ ¢ R" — R" es una funcién acotada y continua a trozos. Se
supone que el espacio de fases Q es un conjunto abierto y conexo de interior
no vacio en R", es decir, un dominio en R", y que f posee un nimero finito
de discontinuidades en Q, por ejemplo, D = { PP -s pm}.

Cuando f es una funcién continua sobre Q, la existencia y unicidad de
soluciones en un intervalo [0, 7], quiza suficientemente pequeilo, se obtiene
a partir del Teorema de Picard, ver Sanchez (1968), Sotomayor (1979) y
Perko (2001). Cuando f es una funcién discontinua, la situacion es distin-
ta. En particular, en los Ejemplos 1.2 a 1.4 que se muestran mds adelante
en las P4ginas 8 a 11, en los que se consideran ecuaciones diferenciales de
primer orden con lado derecho discontinuo, se muestran las dificultades que
se presentan al tratar de hallar una solucién.

Las discontinuidades que se suelen considerar en las aplicaciones, surgen
de emplear funciones continuas a trozos y, en algunos casos, funciones suaves
a trozos.

Una funcioén h: [a,b] — R es continua a trozos, si el intervalo [a, b] ad-
mite una particién finita e irreducible a = yo < y1 < - < yYp < Yps1 = b,
tal que para cada j = 1,...,n, existe una funcién continua g;: [a,b] — R
que satisface h(y) = g;(y) para todo y € (y;,y;+1). Se dice entonces que h
posee una extension continua en el intervalo [a, b]. De manera analoga, una

Q=6 =
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funcién h: [a,b] — R es suave a trozos, si existe una particion finita e irre-
ducible a = yp < y1 < -+ < yp < yny1 = b del intervalo [a, b] tal que para
cada j = 1,...,n, existe una funcién g;: [a,b] — R con derivada continua
tal que se satisface h(y) = g;(y) y diyh(y) = diygj(y) para todo y € (yj, yj+1)-
Se dice entonces que h posee una extension suave en el intervalo [a, b]

El tipo de discontinuidades de una funcién h: [a,b] — R continua a
trozos, se caracterizada por su salto de discontinuidad en un punto de dis-
continuidad y;, el cual se define por

Ah(y)) = h(y;) — h(y;),
donde
h(yh) = lim h(y), h(y;) = lim_h(y),
y—u; y—;

existen pero poseen valores distintos, ver la Figura 1.2. De la definicién de
salto de discontinuidad se sigue que si Ah(y) = O para todo y € [a, b], en-
tonces necesariamente h debe ser una funcién continua.

)1 .
h(yj —i ————— M

L
a Yj b y

Figura 1.2. Discontinuidad de una funcién continua a trozos.

El conjunto de funciones continuas a trozos que son definidas en A ¢ R
se denota por PC(A). De la misma manera, el conjunto de funciones suaves
a trozos que son definidas en A ¢ R se denota por PC!(A).

Una funcién continua a trozos que se utiliza frecuentemente, y que se
obtiene de manera natural en varios sistemas dinamicos en los cuales se exige

Q=7 =
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cierto comportamiento, es la funcion signo:

) -1, y<0O,
sign(y) =

+1, y>0.
Se observa que la funcién signo no se define en y = 0. No obstante, mds
adelante se mostrard que, en algunas ocasiones, es necesario definir esta
funcién en y = 0 de cierta manera conveniente.

Los ejemplos son diez veces mas titiles que los pre-
ceptos.

Charles James Fox (1749-1806)
Estadista inglés

En los siguientes ejemplos, los cuales han sido adaptados de Filippov
(1988), se muestran algunas dificultades que surgen al tratar de hallar so-
luciones en ecuaciones diferenciales cuando el lado derecho es una funcién
discontinua.

f’ Ejemplo 1.2. Se considera el problema de valores iniciales
y=2-sign(y), y(0)=yo, (1.2<)

Si se supone que y < 0, la ecuacién diferencial toma la forma 7 = 3, cuya
solucion es definida por y(t) = 3t + c1. Si se supone que y > 0, la ecuacién
diferencial toma la forma y = 1, cuya solucién es y(t) =t + cs.

Se pueden discutir los siguientes casos:

= Siyp > 0, entonces la solucién de (1.2) es y(t) = t + yo, la cual estd
definida para todo t > 0, es decir, el sistema (1.2) admite solucién unica
para todo t > 0.

= Siyp < 0, entonces se considera inicialmente y(t) = 3t + yo como parte
de la soluciéon de (1.2) para0 <t < ty = —%yo, mientras que si t > ty,
entonces se considera como parte de la solucién a y(t) =t + %yo. Por lo

Q=8 =
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tanto, la solucién se puede considerar en la forma

3t+ Yo, t <tp,
y(t) = 1
t+ 340 t > 1.

Es claro que se cumple y(t;) = y(t;) = 0. En consecuencia, se podria
definir y(#p) = 0, no obstante, la funcién asi definida no es diferenciable
y, por lo tanto, no es solucion de (1.2).

= En el caso yp = 0 no se puede definir una solucién, pues la funcién
signo no estd definida en el punto y = 0.

Se concluye que la ecuacion diferencial (1.2) no admite solucién en el
sentido usual en el punto de discontinuidad yo = 0. La representacion geo-
métrica de las soluciones se muestra en la Figura 1.3. —_mmm

y

7

Figura 1.3. Campo de direcciones del problema de valor inicial del Ejemplo 1.2.

4 Ejemplo 1.3. Se considera ahora el problema de valores iniciales con
lado derecho discontinuo

y = —sign(y), y(0) = yo, (1.3

Si se procede como se hizo en el Ejemplo 1.2, se observa que si y < 0, en-
tonces la ecuacion diferencial toma la forma 7 = 1, cuya solucién se describe

Q=9 =m
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por y(t) = t + c1, mientras que si y > 0, entonces la ecuacién diferencial
toma la forma g = —1, cuya solucién es y(t) = —t + ca.
Se tienen entonces los siguientes casos:

= Cuando yo > 0, se considera como solucién la funcién y(t) = —t + yo
para todo t < ty = .

= En el caso en que yy < 0, la parte que corresponde a la solucién de la
ecuacién diferencial se describe por y(t) = t + yo, la cual es definida
para todo t < ty = —yo.

= En el caso yp = 0 no podemos definir una solucién, ya que la funcién
signo no esta definida en el punto y = 0.

En los primeros dos casos la solucion tiende a cero si t — ty, por lo tanto,
seria natural definir y(¢) = O para todo t > ty, no obstante, esta funcién no
satisface la ecuacion diferencial (1.3) al no estar definida la funcién signo en
y = 0. Como consecuencia, en ambos casos la solucién no se puede extender
para todo t > to.

En la Figura 1.4a se muestra el campo de direcciones y algunas soluciones
particulares. —mmm

y y

NN
NN
Y

OO .
NN .
UMY

Ve
Vel
Ve

OO t
OGN
OO

PH 77777777 ISPI7SA77S t
PIATPTPIPI77S777S7 777 Y
PIATPTPIP777S77777 777 Y

7
7
7

(@ (b)

Figura 1.4. Campo de direcciones del problema de valor inicial de los Ejemplos 1.3 y 1.4.
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f! Ejemplo 1.4. Se considera el problema de valor inicial

y =sign(y), y(0) = yo, (1.4<)

Se observa que cuando y < 0, la ecuacién diferencial toma la forma j = -1,
cuya solucién es y(t) = —t+c1, mientras que siy > 0, la ecuacién diferencial
toma la forma y = 1, cuya solucién es y(t) =t + c3.

Tienen lugar los siguientes casos:

= Si se considera el caso yy > 0, entonces se obtiene y(t) = t + yp como
Unica solucién para todo ¢ > 0.

= Siyp < 0, entonces la solucién es y(t) = —t +yo, la cual, al igual que en
el caso anterior, es tinica para todo t > 0.

= En el caso en que yo = 0, no podemos definir una solucién, pues la
funcién signo no estd definida en el punto y = 0.

La Figura 1.4b muestra las soluciones de (1.4) en los primeros dos casos
descritos. De acuerdo al campo vectorial asociado a (1.4), no es claro cémo
definir una solucién en el punto yy = 0. —_mmm

Los Ejemplos 1.2 a 1.4 sugieren que no es posible considerar el concep-
to usual de solucion en la ecuacion diferencial (1.1) si el lado derecho es
discontinuo. Por lo tanto, parece razonable considerar una forma alterna-
tiva que permita construir soluciones en tal situacién. El siguiente método
de construccion, el cual es una adaptacién de Yakubovich et al. (2004), se
puede tomar en consideracion.

Se supone que para p, € D existe una superficie X, C Q, llamada super-
ficie de discontinuidad, que contiene al punto p, y tal que f es discontinua
en . La existencia de estas superficies de discontinuidad permite dividir el
espacio de fases Q en s regiones Q1, Qo, ..., Qs de interior no vacio, de tal
manera que Q = Ui:1 Qy ytalesque Q;NQ; =0sii # j,dondei, j=1,...,s,
y en cada una de las cuales el lado derecho de la ecuacion diferencial (1.1)
es continuo. En esta particién, es de interés el tipo de soluciones que se pue-
den determinar en dos regiones adyacentes Q; y Q;,; que comparten una

=11 =
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superficie de discontinuidad 3, es decir, regiones en las cuales se cumple
la igualdad X% = 9Q; N 9Q;,1. Se considera la situacién en la que, en tales
regiones, las soluciones deben tener uno de los tres tipos de comportamiento
mostrados en la Figura 1.5, los cuales comprenden, como caso particular, los
campos vectoriales considerados en los Ejemplos 1.2 a 1.4.

En la situaciéon mostrada en la Figura 1.5a, si una trayectoria pasa por
2k, ¥ la correspondiente solucién definida en Q; alcanza la superficie de
discontinuidad en un instante T > t;, entonces es posible determinar una
unica solucién en Q. para valores t > T suficientemente cercanos a T, de
tal manera que la correspondiente solucién definida en el conjunto Q j uQ i+l
es continua. En este caso se dice que la solucién tiene un movimiento de
interseccion transversal sobre la superficie de discontinuidad. Con el fin de
que esto suceda, es necesario definir de alguna manera el lado derecho de
la ecuacién diferencial (1.1) en 3, con el objetivo de que la solucién pueda
transitar de Q; a Q4.

(b) (0

Figura 1.5. Tipos de soluciones de la ecuacién diferencial (1.1) en una superficie de discontinuidad >
cuando el lado derecho es discontinuo: (a) movimiento de interseccién transversal, (b) movimiento

deslizante atractor y (c) movimiento deslizante repulsor.

En el caso mostrado en la Figura 1.5b, las trayectorias concurren en pun-
tos de Y. Si una de estas trayectorias alcanza esta superficie en un instante
t = T, entonces no es posible abandonarla, y la inica posibilidad de extender
la solucion para valores t > T, es que la soluciéon debe continuar a lo largo
de la superficie de discontinuidad. Se dice entonces que existe un desliza-

=12 J=u
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miento sobre X, y la solucién correspondiente tiene un movimiento en modo
deslizante. La unica posibilidad de determinar trayectorias con movimiento
deslizante, requiere de poder definir de manera apropiada el lado derecho
de la ecuacién diferencial (1.1) sobre la superficie 3.

Finalmente, en el esquema mostrado en la Figura 1.5c, una solucién no
puede alcanzar la superficie de discontinuidad a menos que esta inicie sobre
ella. En este caso, la solucion puede dejar la superficie en cualesquiera de sus
lados, puede permanecer sobre ella por siempre, o bien, permanecer sobre
ella por un tiempo finito y después abandonarla. El ultimo caso es similar
al que se describié previamente. Una vez mas, a fin de poder construir una
solucion con movimiento deslizante, se requiere definir de manera apropiada
el lado derecho de (1.1) sobre la superficie de discontinuidad Xy.

En principio, no es claro como definir el lado derecho de la ecuacién dife-
rencial (1.1) sobre la superficie de discontinuidad en cada uno de los casos
descritos, asi como tampoco es claro el concepto de soluciéon que se debe
emplear. Un método que resulta util es el desarrollado por el matematico
ruso Aleksei Fedorovich Filippov (1923-2006).

1.2. Soluciones en el sentido de Filippov

En este apartado se presenta de forma breve la construccién de las solucio-
nes en el sentido de Filippov. Un andlisis completo sobre dicha construccién
se puede consultar en Filippov (1988). El concepto involucra funciones ab-
solutamente continuas, cuyas propiedades se pueden consultar en Royden y
Fitzpatrick (2010).

Definicion 1.1. Una funcién y: [a,b] — R" es absolutamente continua si para
todo € > 0 existe § > O tal que si [a3, b1], [a2, b2], ..., [an, bn] €s una coleccién
finita de intervalos disjuntos dos a dos de [a, b] tales que X} _; [bx — ax| < 6,
entonces Y, _; lly(bx) —y(ar)|l < e.

Un resultado sobre funciones absolutamente continuas que es equivalente
a la Definicién 1.1 es el siguiente: una funcién y: [a,b] — R" es absoluta-

=13 j=u
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mente continua si, y solo si, existe una funcion h: [a, b] — R" integrable en el
sentido de Lebesgue tal que

t
y(1) =y(a) +f h(t)dt, te€[ab],
a
ver Kolmogorov y Fomin (1975). Por lo tanto, una funcién absolutamente
continua y: [a,b] — R” es diferenciable casi en todas partes sobre [a, b] v,
en tal caso, se sigue que y(¢) = h(t) para casi todo t € [a, b].

Se presenta a continuaciéon la idea geométrica de los conceptos basicos
del estudio de ecuaciones diferenciales con lado derecho discontinuo. La ex-
posicion es una adaptacién de la referencia Dieci y Lopez (2009).

Se analiza el caso particular en el que existe una tnica superficie de dis-
continuidad ¥, de tal manera que el espacio de fases es dividido en dos sub-
conjuntos Q_y Q.. Porlotanto, Q = Q_UXUQ,y Q_NQ, = 0. En este
caso, la ecuacién diferencial con lado derecho discontinuo se expresa por:

s |-® yeor
£, yeo,

donde y, € Q \ X. Se supone que la superficie de discontinuidad se define
por una funcion escalar indicadora h: R" — R tal que

y(to) = y,, (1.5

2={yeR"|h(y) =0},
y, por lo tanto,
Q_={yeR"|h(y) <0} y Q ={yeR"|h(y) >0}.

La eleccion de la funcién escalar indicadora se hace de tal manera que esta
sea por lo menos dos veces diferenciable con segunda derivada continua, y
tal que Vh(y) # 0 para todo y € X. Bajo este supuesto, el vector normal
unitario n(y) que es perpendicular al plano tangente T, (%) eny € X es

Vh(y)
IVR(y)II’

=14 =

n(y) = €Y,
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Figura 1.6. Plano tangente a la superficie de discontinuidad.

como se muestra en la Figura 1.6. Se supone que n(y) es dirigido hacia Q,.

Una suposicién que se hace sobre las funciones f_y f. es que estas de-
ben tener derivada continua en ¥ U Q_ y ¥ U Q,, respectivamente, y que
tales funciones no se pueden extender de manera suave en los respectivos
complementos Q, y Q_. También se supone que f_(y) y f,(y) no poseen
necesariamente punto alguno en comun cuando y € X.

La forma de definir el lado derecho de la ecuacion diferencial (1.5) en el
punto y € X depende, en primera instancia, de la situacioén prdctica e inte-
rés que describa el modelo, y sobre todo, de la posibilidad de garantizar la
existencia y unicidad de soluciones. Una forma practica de hacer esto consiste
en reemplazar la funcién del lado derecho en (1.5) por una extensién a una
funcién de milltiples valores, es decir, una funcién Fy: Q — 2% que asigna a
cada punto y € Q un conjunto Fs(y) C Q de la siguiente manera:

Y € Fr(y), y(to) =y (1.6<)
con
{f—(y)}: ye Q_,
Fr(y) =yco [{f_-().f.(n}], ye=,
{f.(y}. yeQ,

y donde co[A] denota la clausura del menor conjunto convexo cerrado que
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contiene a A, llamado casco convexo de Filippov. En el caso actual

co[{f.(y.fr(n}] =
{Fry) e R" | Fr(y) = A - ) f_(y) +af (y), x € [0,1]}. (1.7

La extension del sistema (1.5) al sistema (1.6) es conocido como método
de regularizacion de Filippov?, y el sistema (1.6) es un caso particular de
una inclusion diferencial, es decir, un sistema dinamico que admite multiples
dinamicas de un estado dado, las cuales se describen por

yeF(y), y(to) =y, (1.8<)

donde y: [to, 7] — IR" es una funcién absolutamente continua, y,, es el esta-
do inicial del sistema dindmico, y F: R* — 29 es una funcién de muiltiples
valores. Un analisis sobre el estudio de inclusiones diferenciales se puede
consultar en Aubin y Celina (1984) o Rios (2016).

La inclusién diferencial (1.6), y en general, toda inclusion diferencial de
la forma (1.8), posee una riqueza matematica mas exquisita que el sistema
(1.5), debido a que el lado derecho de una inclusion diferencial brinda la
posibilidad de alojar mas derivadas por cada estado del sistema y, como con-
secuencia, una inclusién diferencial puede admitir mas de una solucién por
cada condicién inicial. Esta propiedad permite considerar una inclusién di-
ferencial como una herramienta til en el estudio de sistemas dindmicos no
lineales y discontinuos, incluidos los sistemas dindmicos controlables.

!En general, el método de regularizacién de Filippov consiste en aplicar un operador funcional Fr: Q — 29 a
una funcién f: Q — Q definido por

Fy=() () ©F By 2]
=052

donde A denota la medida de Lebesgue y Be(y) = {z € Q | ||z — y|| < €} denota la bola abierta de radio e > Oy
centro y € Q. Cuando la funcién es definida por el lado derecho de la ecuacién diferencial (1.5), la aplicacién del
operador de Filippov conduce a la funcién de multiples valores que define el lado derecho de la inclusién diferencial
(1.6), ver Biles y Spraker (1992) y Spraker y Biles (1994). El método de regularizacién de Filippov también es

conocido como método convexo de Filippov.
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El concepto de solucién de la ecuacién diferencial con lado derecho dis-
continuo (1.5) esta relacionado con el concepto de solucién de la inclusién
diferencial (1.6), y este se considera en el sentido de A. F. Filippov:

Definicion 1.2. Una funciény: [t, 7] — RR" absolutamente continua es solucion
de la ecuacién diferencial (1.5) en el sentido de Filippov, si para casi todo t €
[0, 7] se satisface la inclusién ¢(t) € F(y(t)), donde F es la funcién de multiples
valores de la inclusién diferencial (1.8).

De la Definicién 1.2 se sigue que puede existir un subconjunto de medida
nula N de [#o, ], en el sentido de Lebesgue, tal que ¢(¢) ¢ F(y(t)) para todo
t€N.

Las condiciones bajo las cuales existe una solucién de (1.5) con condicién
inicial y, en Q \ X, y con la propiedad de que esta alcance la superficie de
discontinuidad en y € ¥ en un instante T > ty, se obtienen por elegir apro-
piadamente de (1.6) un campo de direcciones mediante el cual sea posible
definir (1.5) de forma apropiada sobre la superficie de discontinuidad. La
forma de hacer esto no es uinica, en particular, cuando se consideran solu-
ciones en el sentido de Filippov, el método permite decidir qué hacer en tal
situacion y como definir el campo vectorial.

Se elige y € X y se considera el vector n(y) que posee direcciéon hacia Q.
y que inicia sobre el plano T;(X). En el punto de discontinuidad y € > se
definen los limites laterales

f-@=1lmf (y) y f.(y=]1lmf(y),
yeQ_ yeQ,
y—y y—y
Yy se supone que

n@'f.@=+0 y n@'f.(y =*0

Lo anterior significa que cada solucién de la ecuacién diferencial (1.5) no es
tangente a la superficie de discontinuidad en todo instante ¢ € [0, 7].
Se obtienen los siguientes casos particulares.

Q=17 J=u»
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Movimiento de interseccion transversal

Si en el punto de discontinuidad y € X se satisface la desigualdad

(n@®'f-®) (@ f.@®) >0,

entonces se obtiene la situacién mostrada en la Figura 1.7 y el Ejemplo 1.2,y
se dice que la solucidn tiene un movimiento de interseccion transversal. En tal
caso, cada solucién de la ecuacién diferencial (1.5) en el sentido de Filippov
que no inicia en Y, y que alcanza esta superficie en un instante T > t;, existe
y es Unica para todo ¢t > T, a condicién de no existir movimientos deslizantes
sobre X. Esto se sigue de observar que el conjunto N = {t € [0, 7] | y(t) € X}
es de medida nula siempre que no existan deslizamientos sobre ¥, ver la

Figura 1.7.
n(y)
\\Q\ R/
T;(3) ¥y

Q_

Figura 1.7. Interseccién de tipo transversal de las soluciones en la superficie de discontinuidad.

Si la superficie de discontinuidad no se alcanza en un instante finito por
una solucion de la ecuacién diferencial (1.5), entonces esta también es tini-
ca, de acuerdo al Teorema de Picard, el cual da condiciones sobre existencia
y unicidad de soluciones de ecuaciones diferenciales con lado derecho con-
tinuo, ver Sotomayor (1979).
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Movimientos deslizantes atractor y repulsor

Si en un punto de discontinuidad y € ¥ se satisface la desigualdad

(n@'f-®) (n@® f.®) <O

entonces se tiene un modo deslizante en y. La desigualdad se debe a dos
situaciones: movimiento deslizante atractor y/o movimiento deslizante re-
pulsor.

Figura 1.8. Atraccién de las soluciones a la superficie de discontinuidad.

Movimiento deslizante atractor. Si la desigualdad resultante se obtiene
como consecuencia de n(y)"f_(y) > 0y n(y)"f,.(y) < O paray € 3, en-
tonces se obtiene un movimiento deslizante atractor, ver la Figura 1.8 y el
Ejemplo 1.3. En tal caso, toda solucién que inicie fuera de la superficie de
discontinuidad X y la alcance en un instante finito T > ty, esta sera absor-
bida por dicha superficie en todo instante posterior. Lo anterior se logra si
se define el campo vectorial sobre ¥ de acuerdo a la relacién (1.7), es decir,
por considerar el campo vectorial ¥¢: ¥ — ¥ en (1.6) definido mediante la
expresion
F@) = (1-a@)f_ @ +e@f.@. Fei

donde a(y) € [0,1] es el valor para el cual ¥¢(y) debe estar en el plano
tangente T;(X) de ¥ en y, es decir, donde n(y)"¥7(y) = 0. Por lo tanto,

=19 J=u
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tomando esto en consideracion, se obtiene
@ @
a(Yy) = —=—— —
n@®" (f-@® - f.@®)
Bajo tal consideracién, se puede definir de manera apropiada el campo vec-

torial de la ecuacién diferencial (1.5) sobre la superficie de discontinuidad,
la cual puede ser reemplazada por la nueva ecuacion diferencial

f-(y), yeQ.,
y=1Fry), ye3  yl) =y,
fi(y), yeQ,

La solucién de la ecuacidn anterior en el sentido de Filippov es tinica sola-
mente para todo t > t.

Movimiento deslizante repulsor. Como complemento a un modo deslizante
atractor, si resultan las desigualdades n(y)"f_(y) < 0y n(y)"f,(y) > 0
cuando y € 3, entonces se obtiene un movimiento deslizante repulsor, ver
la Figura 1.9 y el Ejemplo 1.4. Un modo deslizante repulsor no conduce a
unicidad de soluciones cuando la solucién del sistema comienza sobre la
superficie de discontinuidad, tal solucién puede ingresar indistintamente a
Q_ como a Q, en cualquier instante. Cuando la solucién comienza fuera de
la superficie de discontinuidad, la solucién del sistema (1.6) es unica.

1.3. Interseccion transversal y la seleccion de norma minima

Se observa de los casos descritos que, al considerar soluciones que cruzan
una superficie de discontinuidad de forma transversal, el problema se puede
abordar de forma practica e intuitiva, mientras que toda solucién en modo
deslizante requiere un tratamiento especial. En realidad, la implementacion
prdactica de un método para determinar soluciones en modo deslizante en
un sistema dindmico puede no ser una tarea facil de resolver, tal como se
muestra en Utkin (1992).

@ == 20 J=u»
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Figura 1.9. Repulsion de las soluciones a la superficie de discontinuidad.

Desde el punto de vista metodolédgico, todas las soluciones que cruzan una
superficie de discontinuidad de forma transversal no presentan ningun pro-
blema en determinar una solucién en el sentido de Filippov, ya que en tales
puntos es suficiente con “pegar” dos soluciones definidas en dos conjuntos
adyacentes a una superficie de discontinuidad. El procedimiento de hacer
una seleccién en una funcién de multiples valores que permita “pegar” tales
soluciones, resulta util en muchos casos, ya que permite definir de manera
apropiada el campo vectorial de (1.5) en el punto de discontinuidad. En este
apartado se presenta de manera breve este procedimiento y la importancia
del mismo.

De acuerdo con el método de regularizacion en el sentido de Filippov se
sigue que F(y) = {f(y)} paratodoy € Q_U Q,. Por lo tanto, en el conjunto
Q_ U Q, las soluciones de (1.5) y (1.6) deben coincidir, mientras que en
la superficie de discontinuidad 3., se puede considerar un nuevo problema
de valores iniciales de tal manera que el correspondiente lado derecho debe
ser un elemento de la funcién de multiples valores (1.7), es decir, tal que la
dinamica de este nuevo problema de valores iniciales esté comprendida en
el conjunto de dinamicas de la inclusién diferencial (1.6). Se puede suponer
que la eleccién de este nuevo problema de valores iniciales debe cumplir las
siguientes dos caracteristicas:

= FEl lado derecho de este nuevo problema debe ser una funcién univa-
luada y estar definida en el dominio de f.

=21 ==
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= La solucién de este nuevo problema debe ser solucién de la inclusion
diferencial (1.6) en el sentido de Filippov.

La eleccion del lado derecho que satisface estas dos propiedades es llama-
do una seleccion de la funcién de multiples valores. De manera mas precisa:

Definicién 1.3. Una funcién g: 2© — Q se llama funcidn seleccién de la funcién
de muiltiples valores F: Q — 29, si para todo y € Q se cumple g(y) € F(y).

La existencia de selecciones es, en principio, una consecuencia directa del
axioma de eleccion y la existencia de una funcion de eleccion, cuyo resultado
se puede enunciar de la siguiente manera, ver Munkres (2002).

Lema 1.1. (Existencia de una funcion de eleccion). Dada una familia 8 de
conjuntos no vacios (no necesariamente disjuntos), existe g: 8 — | Jpcg B tal
que se satisface g(B) € B para cada B € B.

Una funcién de multiples valores F: Q — 2% admite, en general, diferen-
tes selecciones, cada una de las cuales da origen a una ecuacién diferencial
distinta que posee solucién en el sentido de Filippov. Un caso particular que
se puede emplear es la funcion seleccion de norma minima:

m[F](y) = {u € F(y) nin

Jull = min ||z||}, (1.9

ver Marius—Florin (2001). El empleo de la seleccién de norma minima per-
mite definir una nueva ecuacién diferencial asociada a (1.5):

y=m[Fl(y), yeQ, ylto) =y,

Esta ecuacion diferencial posee solucién Unica si el campo vectorial cruza de
manera transversal una superficie de discontinuidad, de acuerdo a la teoria
de regularizacién de Filippov. El siguiente ejemplo muestra esta situacion.

4 Ejemplo 1.5. Se considera un caso particular de la ecuacién diferencial
con lado derecho discontinuo discutida en el Ejemplo 1.2:

y=2-sign(y), y(0)=-1, (1.10<)

@ 22 =
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donde Q = R. La inclusién diferencial que extiende la ecuacién diferencial
anterior en el sentido de Filippov es

{3}, y<0o,
y € FSign(y) = [13 3]3 y= 0, y(O) =-1.
{1}, y>0

La seleccién de norma minima conduce a la ecuacién diferencial con lado
derecho discontinuo:

3, y<o,

0) =-1. (1.11<)
1L y>o0, y(0)

y= m[Fsign] (y) =
Las gréficas de la funcién de multiples valores Fg;g, y la seleccion de norma
minima m|Fsgn| se muestran en la Figura 1.10.
Se observa que el empleo de la seleccion de norma minima en esta funcion
de multiples valores implica definir sign(0) = 1.
Por otra parte, de acuerdo al anadlisis que se ha realizado en el Ejem-
plo 1.2, se puede concluir que la solucién en el sentido de Filippov de la
ecuacion diferencial (1.11) se expresa por

3t—1, t
t) =
y(t) (-1

W= W[~

< b
> 3,
la cual es absolutamente continua y definida para todo t > 0. Ademas, de
manera directa se puede comprobar que esta funcién es también solucién en

el sentido de Filippov de la ecuacién diferencial (1.10). _EEN

Una mirada hacia atras vale mas que una hacia ade-
lante.

Arquimedes (287-212 a.C.)
Matematico griego

El procedimiento descrito se puede generalizar al caso en que el lado
derecho de la ecuacion diferencial

y=f(y), y(to) =1y,
- [
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Fsign(y) m [Fsign] (y)

4 4

3 3 <

2 2

1 1 P N ——

° y ° y
-1 -1

-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2

Figura 1.10. Gréficas de la funcién de multiples valores Fgign(y) y la seleccién de norma minima
m[Fsign](y) en el Ejemplo 1.5.

permite determinar soluciones que poseen intersecciones de tipo transversal
sobre diferentes superficies de discontinuidad. En tal situacién, es posible
establecer un método para construir una solucién en el sentido de Filippov.
El procedimiento se presenta en Pontryagin et al. (1962) y se resume como
sigue.

Se supone que el lado derecho es una funcién discontinua en un conjunto
finito de puntos D = { Py pm} que generan m superficies de discontinui-
dad ¥4,...,%,, en Q y s regiones Q1, Q,,..., Qs C Q. En estas condiciones,
existe una unica solucién definida en Q; que cruza de forma transversal la su-
perficie £, y tal que la condicién inicial cumple y(ty) = p,, donde p, € Q;.
Esta solucion es continua y diferenciable en un intervalo ¢y < t < t;, donde
t, es algun instante en el que se satisface la inclusién

y(tl) =p;€EX1= 001 N 9Qs.

Ahora bien, el punto p, se puede considerar como condicién inicial para la
ecuacion diferencial definida en el conjunto Q5, de manera que es posible
determinar una unica solucién en algtn intervalo t; < t < ty, donde t5 es

Q=24 J=m>



Capitulo 1. Elementos de ecuaciones diferenciales con lado derecho discontinuo | @®

algtin instante en el que se cumple
y(tz) =p, € 29 = 0Q9 N Q3.

Luego, esta solucidn es continua y diferenciable en el intervalo t; < t < ty,
lo cual permite extender la solucidn definida en el intervalo ty < t < t; que
es continua y diferenciable a trozos. Este procedimiento se puede repetir en
todos los puntos de discontinuidad a fin de obtener una solucién absoluta-
mente continua.

El procedimiento descrito es de utilidad, en particular, en el estudio sobre
la existencia de movimientos periédicos de ecuaciones diferenciales con lado
derecho discontinuo. La posibilidad de tener éxito en esta tarea depende del
problema de poder dividir el espacio de fases Q en regiones Qq,...,Qs, en
cada una de las cuales, la ecuacién diferencial posee soluciones que cruzan
de forma transversal las superficies de discontinuidad, y que en cada una
de estas regiones, exista al menos una soluciéon que se pueda determinar de
tal manera que, durante la transiciéon de un punto de una regién a otra, la
solucién correspondiente definida en una regién Q. se pueda “pegar” con la
solucién definida en otra regiéon Q. adyacente.

En el siguiente apartado se considera una breve descripcion de dicha téc-
nica.

1.4. Método de transformaciones puntuales en el plano

Algunos aspectos sobre la estructura de las trayectorias de un sistema dind-
mico descrito por una ecuacion diferencial con lado derecho discontinuo, se
pueden analizar al investigar la conducta de los puntos de cruce de las tra-
yectorias con las superficies de discontinuidad. La sucesién de estos puntos
define cierta transformacién puntual, cuyo estudio proporciona informacién
sobre la conducta de las trayectorias. Esto significa que las propiedades re-
lacionadas con la estructura de las soluciones de la ecuacién diferencial, se
pueden poner en correspondencia con las propiedades de la estructura de
la transformacién puntual. El andlisis de esta correspondencia es conocido

@ 25 J=m>
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como método de las transformaciones puntuales y, a menudo, se emplea para
determinar soluciones periddicas, o ciclos limite, en una ecuacién diferencial.

En este apartado se describe de manera breve el método de las transfor-
maciones puntuales para ecuaciones diferenciales con lado derecho discon-
tinuo definidas en el plano. La exposicion ha sido adaptada principalmente
de las referencias: Andronov y Chaikin (1949), Andronov et al. (1966) y Bu-
tennin et al. (1987).

Se considera la ecuacién diferencial

U1 =y, y1(0) = a,
U2 = g(y1,y2,u(t)), y2(0) =B,

donde u(t) es una funcién que pertenece al conjunto

Us = {u(t) e PC(R) | lu(t)| < 6}.

(1.12<)

Aqui PC(RR) denota el conjunto de funciones continuas a trozos definidas
en R y § > 0 es una constante dada.

Se supone que por cada eleccién u(t) € Us que se realice, existe s € IN tal
que el espacio de fases Q C R? de la ecuacién diferencial (1.12) es dividido
por una coleccion finita de conjuntos abiertos Qq, Q, ..., Qs no vacios tales
que, para cada k € {1,2,...,s}, la restriccién de g al conjunto Q; es una
funcién continua.

Como caso particular se considera el caso s = 2. Por lo tanto, se supone
que para cierta eleccién u(t) € Us, el espacio de fases es dividido por dos
conjuntos Q_ y Q,, cuya frontera en comtn define una superficie de dis-
continuidad ¥ ¢ Q en la cual g es discontinua, pero tal que g satisface una
condicién de Lipschitz sobre los conjuntos Q_ y Q.. Se supone también que
bajo la eleccién de la funcién u(t) € Us, la correspondiente ecuacién dife-
rencial (1.12) posee soluciones periddicas en el sentido de Filippov y que, por
cada condicidn inicial, las soluciones cruzan la superficie de discontinuidad
de forma transversal.

Se elige
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como condicién inicial para el sistema de ecuaciones diferenciales (1.12), de
tal suerte que se obtiene un problema de Cauchy que admite solucién tnica
en Q,, la cual se denota por

Yo (1) = (528) t>0.

Sea t; > 0 el instante en el cual la solucién satisface y;(t;) = p; € 2. El
punto p, es llamado sucesor de p,, como se muestra en la Figura 1.11. Si
ahora se considera p; € ¥ como condicién inicial de la ecuacién diferencial
(1.12), entonces se obtiene nuevamente un problema de Cauchy que admite
solucion unica definida en Q_. Sea ahora t, > t; el instante en el que la
solucién cumple por tercera vez la inclusién y;(t2) = p, € 2. Entonces p,
serd un sucesor de p,, como se muestra nuevamente en la Figura 1.11. Si
durante el movimiento posterior de la solucion de (1.12), la trayectoria corta
de forma consecutiva la superficie de discontinuidad, se dice que el punto p,,
tiene sucesores. De acuerdo con el teorema sobre la dependencia continua de
la soluciéon con respecto a las condiciones iniciales, ver Sdnchez (1968), todos
los puntos suficientemente préximos a p, en la superficie de discontinuidad
también tienen sucesores.

Y2
>
P\ P2
\ +
AN
N v
Q_\lo
3
D1

Figura 1.11. Geometria del método de las transformaciones puntuales en el plano.

Este procedimiento permite definir la funcion secuencial F: > — X por

Q== 27 =
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medio de la relacién de recurrencia
Pn1 = F(p,), nell. (1.13<)

Esta funcién define una transformacién puntual de la superficie de disconti-
nuidad ¥ en si misma, la cual describe la correspondencia que existe entre
un punto inicial p, y sus sucesores p, con k > 1.

Si dentro del conjunto de soluciones de la ecuacién diferencial (1.12)
existe un ciclo limite simple I' = {ya(t) € R? |O <t< rp} C Q de periodo
7, > 0, es decir, existe una funcién y;: [0,7,] — Q que satisface la propie-
dad y;(0) = y;(7p), y tal que y;(t1) # y;(t2) siempre que 0 < t; < tp < 7p,
y si se elige un punto p* € I' N X como condicioén inicial de la ecuacion dife-
rencial (1.12), entonces €l debe coincidir con su sucesor, y con cada uno de
sus k sucesores, es decir,

p=(Fo---0F)(p")
|

k veces

Se sigue de esta observacidon que la btisqueda de trayectorias cerradas, o
ciclos limite, se reduce a la bisqueda de puntos fijos de la transformacion
puntual F.

En el caso de existir ciclos limite, el tipo de estabilidad del punto fijo
determina la estabilidad del correspondiente ciclo limite2. En efecto, si se
supone que (1.12) posee un ciclo limite asintéticamente estable, entonces la
trayectoria solucidén tiende hacia el ciclo limite cuando t — ooy, por lo tanto,
la correspondiente sucesion {p,, }nev descrita por (1.13) tendrd como punto
limite el punto fijo p*. De manera reciproca, de la convergencia de la sucesion
{p,}nen hacia el punto fijo p*, se desprende que la trayectoria solucién,
correspondiente a ella, tendera hacia el ciclo limite conforme ¢t — co. En la
Figura 1.12 se muestra el esquema que describe esta correspondencia.

El mismo anadlisis puede efectuarse en el caso de un punto fijo inestable.

2En la teoria de sistemas dindmicos discretos, un punto p* € X es llamado estable, si para € > 0 dado, es
posible hallar § > 0 tal que si py € 2y ||p* — pyll < 8, entonces ||F™(py) — p*|| < € para todo n € IN. Si el punto
p* € I es estable y ademds F” (p,) — p* cuando n — oo, el punto p* es llamado asintéticamente estable, ver
Elaydi (2005).
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Figura 1.12. Correspondencia estructural entre la estabilidad de un punto fijo de la funcién secuencial
y la estabilidad de un ciclo limite de una ecuacién diferencial.

En muchos problemas es imposible obtener en forma explicita la funcién
secuencial y, por lo tanto, no es facil determinar la estabilidad de sus puntos
fijos y, ademads, en una situaciéon menos favorable, no siempre es facil saber
si tal transformacion posee al menos un punto fijo.

1.4.1. Una aplicacion del método de transformaciones puntuales

Como aplicacién del método de las transformaciones puntuales se conside-
ra el estudio de un sistema de ecuaciones diferenciales de segundo orden
con lado derecho discontinuo, el cual corresponde a una adaptaciéon de un
modelo que se discute en Roitemberg (1971):

U1 = Yo,

1.14<
U2 = —0y1 — 2uys +u(t), ( )

donde la perturbacién externa corresponde a la funcién escaléon definida por

w2, ys(t) > 0,

ut) =1, ya () < 0.

Se observa que bajo la definicion de la funcién u(t), el sistema de ecuacio-
nes diferenciales (1.14) posee soluciones en el sentido de Filippov, ya que
m|F,](t) = %wz(l + Sign(y»(t))) describe la seleccién de norma minima

Q=29 =
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para la funcién u(t), donde

1, y(t) >0,

Sign(y()) = {_1 "t <0

es decir, u(t) = 302(1 + Sign(y2(1))).
Se elige la desigualdad O < p < w a fin de que el sistema de ecuaciones
diferenciales homogéneo asociado a (1.14) posea soluciones periddicas en el
sentido de Filippov.
De la definicién de la funcién escalén, el espacio de fases Q = R? se

descompone en los conjuntos

Q= {(y1.y2) €R*|y2 >0}, Q- ={(y1.92) € R*|y> < 0},
2={(y1.y2) € R? |2 = 0}
Se observa que esta descomposicion define sobre Q_ y Q, dos sistemas de

ecuaciones diferenciales lineales que poseen solucién tinica por cada condi-
cion inicial que se elija sobre Q_ u Q.. Se elige p, como

[04
nefs)

donde ap > 0. Es claro que p, € X. Si se analiza el vector gradiente de las
trayectorias solucién y, (t) = (y1(t),y2(t)) " sobre los puntos de cruce con la
superficie de discontinuidad, es decir, sobre puntos de la forma

P, = (ylgn)) €,

donde t, > 0 es un instante para el cual se cumple y,(t,) = p,,, se sigue que
el vector gradiente de la trayectoria solucién es

0
Vy(tn) = (_C‘)zyl(tn)) >

lo cual muestra que las soluciones de la ecuacion diferencial (1.14) cruzan
de forma transversal la superficie de discontinuidad, es decir, no existen so-
luciones en movimiento deslizante sobre ella.

@ =30 J=m»
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Se determinan ahora, por separado, las soluciones sobre los conjuntos Q_
y Q, por considerar de manera apropiada las condiciones iniciales sobre la
superficie de discontinuidad.

De acuerdo con las condiciones iniciales y; (0) = ag y y2(0) = 0, se sigue
que el signo de y, es negativo, ya que 1j2(0) = —w?ay < 0. De esta manera,
se considera el sistema de ecuaciones diferenciales (1.14) como el siguiente
problema de Cauchy:

U1 = Yo, y1(0) = o,

2 = —0%y1 — 2uys, 12(0) = 0.

La solucion de este sistema es definida en Q_ y, dado que esta es oscilatoria,
se espera que tal solucion intersecte nuevamente la superficie de discontinui-
dad en algin t; > 0. En efecto, ya que la forma paramétrica de esta solucién

se expresa por
y1(t) = age ™™ (cos(ﬁt) + % sin(ﬁt)),
2 (1.15<)

ya(t) = — (% + 19) age M sin(I9t),

&= \Jw?—p? .

La segunda expresién en (1.15) muestra que y5(t) < 0 para todo t € (0, t1),
donde

donde

T
tl = 5
Se observa que en el instante ¢ = ¢ se satisfacen las siguientes condiciones
de contorno y;(t1) = —a1 < 0y y2(t1) = 0, donde
o = Aap, A=exp (—”—8"), (1.16<0

como se muestra en la Figura 1.13.
Por lo tanto, si se define

Q=31 j=m
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Y2

-] (04))

NP

Figura 1.13. Trayectoria solucién en el plano de fases.

entonces p, € X. Este nuevo punto se puede considerar como condicién ini-
cial de la ecuacion diferencial definida en Q.. Se procede de manera analoga
para hallar la solucién de (1.14) en esta region.

Para valores t > t; pertenecientes a un intervalo especifico, el signo de la
coordenada y, es positivo, por lo tanto, de (1.14) se obtiene el sistema de
ecuaciones diferenciales

U1 =Y, y1(t1) = —a1
o = —0’y1 — 21y + 0> ya(11) =0,
cuya solucién definida en el conjunto Q. se expresa en la forma
y1(t) = (e + 1)e ™) (cos(9(t - 1)) + S sin(9(t — 1)) + 1,
e (1.17<)
ya(t) = = (e + De#sin(9(t — t7)).
Se puede observar que y,(t) > 0 para todo ¢t € (t1, ), donde

b= 27
2% 5
En este caso, para el instante fy se satisface y1(t2) = ax > 0y y2(t2) = O,

donde
oy =Aa; + 1+ A. (1.18<)

@ 32 =i
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Las expresiones (1.15) y (1.17) describen un periodo de la trayectoria
solucion, tal como se muestra en la Figura 1.14, cuya dependencia sobre
las amplitudes ag, a1 y a2 se describe por las ecuaciones (1.16) y (1.18).
De las ecuaciones (1.15) y (1.17) se observa que para periodos posteriores,
dicha dependencia sobre la solucion se seguira presentando para amplitudes
posteriores.

Y2

Q.
F\ .
—a] > A 9
Q_

Figura 1.14. Trayectoria solucién en el plano de fases.

Si se designa
Fi(ag, 1) = a1 — Aap,
1(ag, 1) = a1 0 (1.19<
FQ(O[Q, 0[1) =Ao;g —ay+ 1+ A,
entonces las ecuaciones (1.17) y (1.20) corresponden a las soluciones del
sistema simultaneo
Fi(ao, a1) =0,
Fz((lz, 0(1) =0.

El sistema de ecuaciones (1.20) representa el método de transformacio-
nes puntuales p, ., = F(p,,) para la ecuacién diferencial (1.14), el cual
ayuda a transformar cada punto p, = (a2,,0)7 € ¥ en un nuevo punto
Pui1 = (a2n42,0)7 € X en cada n-ésimo periodo de oscilacién que es des-
crito por las expresiones (1.15) y (1.17), en las cuales se deben sustituir las
constantes @y y aa POr Qa, Y Qony2, TESpectivamente.

Las ecuaciones del sistema (1.20) se pueden considerar como rectas sobre
los planos g1 y aza; tal como se muestran en la Figura 1.15. Estas rectas,

@ == 33 J=mw
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junto con la transposicién de los planos aga; y aza;, se intersectan en el
punto de coordenadas aj = a; = py @] = q, donde p y g son las soluciones
del sistema (1.20), es decir,

1 A
- -4 1.21<
P=1"x 9771224 ( )
al
Fy(ag, 1) =0
Fi(ag, 1) =0
q
P Qp, a2

Figura 1.15. Diagrama de Lamerais del sistema (1.19).

El valor p es el punto invariante del método de las transformaciones pun-
tuales, es decir, si ap = p, entonces el valor de la amplitud después de comple-
tar un ciclo de la solucién serd nuevamente ay = p, es decir, se describe una
trayectoria cerrada en el plano de fases. La solucién del sistema de ecua-
ciones diferenciales (1.14) describird entonces una funcién peridédica cuyo
periodo es t, = 2t;. Se destaca que las cantidades p y g dependen sélo de los
parametros del sistema y no de las condiciones iniciales.

Se analiza ahora el comportamiento de la trayectoria en una vecindad por
considerar una variacién ag = p + d,, con Jy, finito. Se tiene que a; = g+ dy,
y a2 = p + 84,, donde &, y J,, son también finitos.

Como el sistema de ecuaciones (1.20) describe una sucesién de amplitu-
des, se obtiene

F1(p + 804> q + 6ey) = 0,
Fo(p+ 64y, q+ 4y) = 0.

Después de desarrollar este sistema en una serie de Taylor alrededor del
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punto (p,q)" se obtiene
Fi(p.q) + 5a0 (p q) + 50(1 (P qQ+---=0,

Fa(p,q) + 50(2 (p q) + 50(1 (p q+---=0.

Ahora bien, ya que las transformaciones F; y F» son lineales y cumplen la
siguiente igualdad: F; (p, q) = F2(p, q) = 0, se obtiene

( Q)+5a1 (p,q)+--~=0,

( Q)+5a (p,q)+-~-=0-

Por otra parte, de (1.19) se obtiene
oF oF;
—( .q) = a—(p,q)=1,
o
9F,
JE— S = —1’ —_— B = A
aa2 (p q) 201 (p.q)
y, por lo tanto, el sistema anterior se reduce a
—Abg, + 0y, =0,
—0q, +Abg, =0,

de donde se desprende que §,, = A%5,,. Después de iterar esta relacién por
n periodos se obtiene la relaciéon de recurrencia

19

_ A2n+2
Aon+2 — A 50!0’

y debido a que 0 < A < 1, finalmente resulta

hrn o)

an+2 T ’

(1.22<)

lo cual muestra que la sucesién de amplitudes de las oscilaciones tienden a
los valores descritos en (1.21).
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Y2

C

N
e

Figura 1.16. Ilustracion del ciclo limite del sistema de ecuaciones diferenciales (1.14).

-q

Como conclusion, se puede observar que el método de las transformacio-
nes puntuales muestra que la trayectoria solucién de la ecuacién diferencial
(1.14), obtenida al considerar, por ejemplo, las condiciones iniciales inva-

riantes
« _ [P
v~ (o)

describe un ciclo limite C que es asintoticamente y orbitalmente estable, co-
mo se muestra en la Figura 1.16, y cuya representacién paramétrica a trozos
se describe por

_ (M)
h(t) = (h;(t)), t € [0,2t], (1.23<)
donde
hy(t) = 1P te[0n),
—-(q+Dfi(t—t1)+1, te€[t,2t],
hz(t) — _pr(t)’ L e [O, tl),
(q + 1)f2(t - tl), t e [tl, 2t1].
filt) = e (cos(f}t) + % sin(f}t)), £(t) = “;e-ﬂf sin(91).

La funcién h definida en (1.23) es continua y suave a trozos en [0, 2], ya
que no es diferenciable en t;.
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Resulta de la definicién de la sucesion {J,,, ., }nev ¥ de la relacién (1.22),
que la region de atraccién de la trayectoria cerrada C coincide con el plano
de fases. Por lo tanto, el ciclo limite C parametrizado por (1.23) es asin-
téticamente y orbitalmente estable. El siguiente ejemplo muestra de forma
numérica los resultados.

f’ Ejemplo 1.6. Como caso particular para el sistema (1.14) se suponen los
valores de los pardmetros p = 0.1 y w = 0.8. Para estos valores se obtiene
= 0.793725, p = 3.059400 y g ~ 2.059400.

En la Figura 1.17 se muestran las trayectorias solucién con condiciones
iniciales p, = (1,0)" y p, = (4,0) 7, las cuales convergen asint6ticamente y
orbitalmente al ciclo limite C.

El periodo de oscilacion de la funcién h cumple el estimado 2¢; ~ 7.91607.
Finalmente, resulta que el ciclo limite no es simétrico respecto al eje y; = 0,
lo cual se sigue de observar que los puntos p* = (—¢,0)" y p> = (p,0) " no
son simétricos. —mmm

Y2
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Las semillas son invisibles. Duermen en el secreto
de la tierra hasta que a una de ellas se le ocurre
despertarse... Entonces se estira y, timidamente al
comienzo, crece hacia el sol una encantadora briz-
nilla inofensiva. Si se trata de una briznilla de raba-
nito o de rosal, se la puede dejar crecer como ella
quiera.

El Principito

Antoine de Saint-Exupéry (1900-1944)
Aviador y escritor francés



Conjuntos de alcanzabilidad de
ecuaciones diferenciales lineales

Estoy cada vez mds convencido de que la necesidad
de nuestra geometria no puede ser demostrada por
el intelecto humano.

Carl Friedrich Gauss (1777-1855)
Matematico, fisico y astrénomo aleman

Se presenta un método que permite determinar de forma explicita la frontera del
conjunto de alcanzabilidad Q(T) de una ecuacién diferencial de orden dos en la que
existe incertidumbre debido a la presencia de perturbaciones externas. Se muestra

que la frontera del conjunto de alcanzabilidad Q(T) converge a un ciclo limite
maximo C cuando se toma el limite T — oo.

2.1. Introduccion

Se supone definida una familia de sistemas de ecuaciones diferenciales que
admite una perturbacién externa u(t):

y=Ay+bu(t), y(0)=y, y(t)ecR" (2.1

donde A = (a;;) es una matriz constante de tamafio n X n, b = (b;) es un
vector constante de tamafio n X 1, y u(t) es una funcién que satisface la
inclusion funcional: u(t) € Us, donde

Us = {u(t) € PC(R) | |u(t)| < &}, (2.2

39
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y donde § > 0 es una constante. Un interés particular al considerar un ana-
lisis sobre las soluciones de los elementos de la familia de ecuaciones dife-
renciales (2.1)-(2.2) es el siguiente.

Se supone el sistema de ecuaciones diferenciales con condiciones iniciales

y=Ay, y(0) =y, (2.3

con la caracteristica de que su solucién debe satisfacer algiin requerimiento
deseado. Por ejemplo, se puede requerir que la solucién y(¢) del sistema de
ecuaciones diferenciales (2.3) tome algtn valor dado p € R” en un instante
Tr > 0, el cual puede ser fijo o no, es decir, tal que y(T;) = p. En tal situa-
cién, se puede considerar perturbar el sistema de ecuaciones diferenciales
(2.3) con alguna funcién u(t) € Us que permita efectuar dicha tarea, y asi,
obtener un caso particular del sistema de ecuaciones diferenciales (2.1), con
ayuda del cual, la solucién asociada a la perturbaciéon externa u(t) € Us
cumpla la tarea requerida: y,(T;) = p. Los elementos (2.1) que se obtienen
al considerar cada perturbacion externa u(t) € Us, conforman la familia de
sistemas de ecuaciones diferenciales (2.1)—(2.2). La funcion u(t) € Us se lla-
ma perturbacion externa y el conjunto Us se llama conjunto de perturbaciones
externas admisibles.

El concepto de controlabilidad permite determinar si la solucién del siste-
ma de ecuaciones diferenciales (2.1)-(2.2) tiene la propiedad de poder ser
trasladada, con la ayuda de alguna perturbacion u(t) € Us, desde un esta-
do inicial y, € R" a un estado final p € R" en un instante finito, como se
muestra en la Figura 2.1a. Se observa que, en general, para cada elecciéon
u(t) € Ujy distinta, el estado final al que se llega es también distinto, tal
como se muestra en la Figura 2.1b.

Existe un criterio que permite determinar cudndo un sistema puede ser
transferido desde un punto inicial a un punto dado. Este criterio hace uso
de la matriz de controlabilidad, la cual desempefia un papel importante en
la teoria de los sistemas controlables?.

1Una introduccién a los sistemas controlables se puede consultar en Pontryagin et al. (1962), Lee y Markus
(1967) y Macki y Strauss (1982).
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(@ (b)

Figura 2.1. Esquema del concepto de controlabilidad.

Definicion 2.1. La matriz U = (b, Ab, ..., A" 1b) es llamada matriz de controla-
bilidad de la familia de sistemas de ecuaciones diferenciales (2.1)-(2.2).

Dos preguntas surgen de forma natural respecto al concepto de controla-
bilidad: ésiy, € R" es fijo, cudles son los puntos p € IR" a los que se puede
llegar utilizando soluciones y,(t) que son asociadas a alguna perturbacién
externa u(t) € Us?, y écudles son las propiedades que tiene el conjunto
resultante? A dicho conjunto se le conoce como conjunto de alcanzabilidad
de la familia de sistemas de ecuaciones diferenciales (2.1)—(2.2) y se define
como:

Q={y,(r) e R" |u(t) e Usy > 0}.

Este conjunto se puede ver como la unién de conjuntos disjuntos a pares.
En efecto, si para cada T > O fijo se considera el conjunto

Q(T) ={y,(r) e R" |u(t) e Usy r € [0,T]}.

llamado conjunto de alcanzabilidad definido en el instante T > 0, entonces
se tiene que

Q=|Jaam),

>0
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donde

dQ(T) = {y,(T) € R" | u(t) € Us}.
El conjunto dQ(T) describe la frontera del conjunto Q(T) asociado a la fa-
milia de sistemas de ecuaciones diferenciales (2.1)-(2.2). En la Figura 2.2
se ilustra esta construccion.

0Q(T3)

0Q(Tz) °

0Q(Ty) °
o

Yo o
o

o

o

Figura 2.2. Interpretacién geométrica de las fronteras de los conjuntos de alcanzabilidad 0Q(T) en
instantes Ty > 0.

A partir de las definiciones se observa que

Q(T) = U 0Q(7).
0<7<T

Algunas propiedades geométricas que caracterizan a los conjuntos Q y
Q(T) para la familia de sistemas de ecuaciones diferenciales (2.1)-(2.2),
las cuales son una adaptacién de Aleksandrov et al. (2005), se describen a
continuacion.

Con el fin de simplificar la exposicién se supone que y, = 0. Se observa
primero que el conjunto de alcanzabilidad Q(T) para la familia de sistemas
de ecuaciones diferenciales (2.1)-(2.2) es simétrico respecto al origen de
coordenadas del espacio de fases R”, pues si p pertenece al conjunto de al-
canzabilidad Q(T), entonces existen u(t) € Us y T > 0O tales que se satisface
la igualdad p =y, (T), donde

T
y,(T) = f AT bu(r) dr,
0

Q= 42 J=m>
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de acuerdo con la férmula de Cauchy?, ver Sdnchez (1968), donde et denota
la matriz exponencial de la matriz A definida por

(oY)
-3
k=0

Es claro de la expresién anterior que —p = —y,(T) estd en Q(T) bajo la
perturbacién —u(t) € Us.

Por otra parte, ya que la perturbacién externa nula #(t) = O pertenece a
Us, se sigue que y,(T) =0 € Q(T).

El siguiente lema muestra condiciones bajo las cuales el conjunto de alcan-
zabilidad Q es un conjunto convexo de dimensién n. El concepto de dimen-
sion que se emplea se sobreentiende en el sentido de que el menor subespacio
que contiene al conjunto de alcanzabilidad es de dimension n.

tk

Ak

==

!

Lema 2.1. SirangU = n, entonces el conjunto de alcanzabilidad Q de la familia
de sistemas de ecuaciones diferenciales (2.1)-(2.2) es un conjunto convexo de
dimensién n.

Y2

A\

a1

Figura 2.3. Ilustracién del plano tangente al conjunto de alcanzabilidad Q en R2.

Demostracion. Se muestra primero que el conjunto Q es convexo. Para
ver que esto es asi, se observa que Us es un conjunto convexo, ya que si
u1 y ug son funciones en Us, entonces u = Auj + (1 — A)uy pertenece a Us

2La férmula de Cauchy también es conocida en la literatura como férmula de variacién de pardmetros para
sistemas de ecuaciones lineales no homogéneos.
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para cada A € [0,1], con lo cual, [u(t)] < Alui(t)|+ (1 = A) |ua(t)]| < 6.

Sean ahora p, y p, puntos en Q y A € [0, 1]. Entonces existen pertur-
baciones externas uj(t),us(t) € Us e instantes Ty, T, > O para los cuales
p1 =y, (1) y py =y,,(T2). Se supone sin pérdida de generalidad que
T, > Ty y se define

5 (t) u1(t), 0<t<T1,
u =
! 0, T <t<T5.

Resulta que i (t) € Usy, de acuerdo con la observacién anterior, se sigue
que la perturbacion u(t) = Ady (t) + (1 — A)uz(t) pertenece también a Us.
Luego, debido a que se satisface la igualdad p, =y, (T1) = y; (T2), se
concluye que

T

p=Ap,+(1-)p, = f A py(r) dr
0

pertenece a @, lo cual muestra que Q es un conjunto convexo.

Para obtener la segunda parte, basta con verificar que dim Q(T) = n
para cada T > 0, puesto que Q(T) C Q.

Se procede por contradiccién, por lo tanto, se supone que rangU = n
y que dim Q(T) = m < n. Como 0 € Q(T), existe un plano tangente que
forma un subespacio propio de R". Se mostrard que O estd en el interior de
Q(T),lo cual implica que m = n. Yaque dim Q(T) = m < n, el punto 0 esta
en la frontera de Q(T). El plano tangente divide a R” en dos semiespacios,
de tal manera que Q(T) estd completamente contenido en uno de ellos,
como se ilustra en la Figura 2.3.

Sea n # 0 el vector normal del plano tangente que se halla en el semi-
espacio que no contiene a Q(T). Entonces

n'p <0 paratodo p € Q(T).

Ademas, como

T
0=maxn' p= max J n AT Oby(r) dr. (2.4<)
PeQ u(t)eUs 0
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La igualdad (2.4) es posible si, y sélo si,
n"e*TYp = 0 paratodo t € [0,T]. (2.5

Para t = T se tiene n'b = 0. La funcién del lado izquierdo de la igual-
dad (2.5) se puede diferenciar n — 1 veces con respecto a t, obteniendo
las siguientes n — 1 igualdades parat =T:

nAb=0, k=1,....n-1,
de donde se tiene
n"(b,Ab,..., A" b)=n"U = 0.

Se sigue que las n columnas de la matriz de controlabilidad son lineal-
mente dependientes, es decir, su rango es menor que n, lo cual contradice
la hipétesis. Esto muestra que 0 € Q(T) y, por lo tanto, se debe tener que

dim Q(T) = n. 1

Empleando un argumento similar al que se utilizé en la demostracién del
Lema 2.1 se obtiene el siguiente resultado.

Corolario 2.1. SirangU = n, entonces para cada T > 0 el conjunto de alcanza-
bilidad Q(T) de la familia de sistemas de ecuaciones diferenciales (2.1)—(2.2)
es un conjunto convexo y dim Q(T) = n.

El estudio de la estructura del conjunto de alcanzabilidad @, o del con-
junto de alcanzabilidad Q(T) en un instante T > 0, depende de las solucio-
nes de la familia de sistemas de ecuaciones diferenciales (2.1)-(2.2) y, por
consiguiente, de la matriz A y del conjunto de perturbaciones externas Us.
No obstante, ya que no siempre es posible hacer un andlisis cualitativo de
las soluciones de cada elemento de esta familia, no es una tarea sencilla el
determinar el conjunto de puntos a los cuales una solucién puede acceder.
Cuando el conjunto Q(T) es un conjunto acotado, resulta que es suficiente
con analizar la frontera de los conjuntos de alcanzabilidad Q(T) para obtener
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cierta informacién de tales conjuntos. Existen diferentes métodos destinados
a determinar tal aproximacidn, ver Kurzhanski y Valyi (1999).

2.2. Método del plano soporte de los conjuntos de alcanzabilidad

En este apartado se muestra una adaptacion de Formal’skii (1974) y Bugrov
y Formal’skii (2017) sobre un método que permite determinar los conjuntos
de alcanzabilidad Q(T). El método es aplicado a una familia de sistemas de
ecuaciones diferenciales en el plano, con el fin de describir algunas propie-
dades geométricas de estos conjuntos.

Se toma en consideracion el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:

y=Ay+bu(t), y(0)=0, u(t)e U, (2.6<)

donde A = (a;;) es una matriz constante de tamafio 2x2, b = (b1, b2) " esun
vector constante de tamafio 2 X 1, y § > 0 es una constante. Se observa que
la conjuncién de la ecuacién diferencial (2.6) y la inclusién u(t) € Uy, donde
Us se define en (2.2), permite obtener una familia de ecuaciones diferen-
ciales lineales de segundo orden indexada por el conjunto de perturbaciones
externas. La solucidn de cada elemento de esta familia en un instante T se
describe por

T T
y,(T) = f AT Dpu(r)dr = f eA"bu(T - 1) dr. (2.7)
0 0

De acuerdo a la definicién de conjunto de alcanzabilidad Q(T), se supone
que cada solucién de la forma (2.7) asociada a una perturbacion externa
u(t) € Us satisface la inclusién y,(T) € Q(T).

Un método que permite aproximar la frontera del conjunto de alcanza-
bilidad se conoce como método del plano soporte, cuya formulaciéon es como
sigue.

Dado que Q(T) es un conjunto convexo, existe una recta II(n) que es
tangente a dQ(T) en el punto y,(T) y cuyo vector normal se denota por
n = (n1,n2)T € R, ver la Figura 2.4. Por la simetria de Q(T) se observa que
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y,(T) 47

d(n) a

I1(n)

Figura 2.4. Esquema de construccién del conjunto de accesibilidad Q(T).

existe otra recta tangente II(—7n) de la misma pendiente que II(n) y cuyo
vector normal es —7).
Se define la distancia de la recta II(#) al origen de coordenadas por

d(n) = inf /Z?

1 +z
zell(n)

2
5

Se supone, sin pérdida de generalidad, que cada vector n ortogonal a
la recta II(n) pertenece al disco unitario S = {5 € R? |n? + 2 = 1}. Por
consiguiente, cada vector n € S admite la parametrizacién n;(60) = cos(6) y
12(6) = sin(f), donde 6 € [0, 0] con § y § parametros que se deben elegir de
manera apropiada con la propiedad evidente: § — 0 = 2.

De acuerdo con el esquema que se muestra en la Figura 2.4, si se fija
n € S, entonces cada punto y,(T) € dQ(T) satisface la desigualdad

In"y, (D] < d(n),

donde la igualdad se alcanza cuando y,(T) tiene la mdxima proyeccién so-
bre 7, es decir, cuando y,(T) corresponde al punto de tangencia de II(n)
con dQ(t). Esta ultima observacién permite escribir de forma equivalente la
definicién de d(n) como sigue:

T
d = max TeAhu(T - 1) dr,
(n) = o aQ(T)Irl y,(T)| = Jndx fo n (T-1)
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y ya que esta integral toma su mayor valor cuando el integrando resulta
ser positivo, se desprende que la perturbacion externa unix(t) € Us que
permite alcanzar la frontera del conjunto de alcanzabilidad Q(T), se describe
necesariamente por

umax (T — t) = sign(n” e'b). (2.8<)

Luego, se sigue que
T
d(n) = 5_[ |nTeATb| dr.
0

Se observa en si, que el argumento de la funcidon definida en (2.8) no solo
depende de los valores del tiempo t € [0, T], sino que también depende de
cada vector n € S.

Las relaciones (2.7) y (2.8) permiten determinar los puntos yuméX(T) de
la frontera del conjunto de alcanzabilidad Q(T), los cuales son definidos por

T T
y,  (T)= f e buma (T — 7) dr = 5f sign(n"e*"b)e b dr,
0 0
y que dependen de los vectores i € S. Del supuesto realizado sobre la para-
metrizacion n(6), cada punto y, . (T) de la frontera del conjunto de alcan-
zabilidad Q(T) se puede considerar como la imagen de una transformacién
definida sobre el conjunto de vectores n(8) € S, es decir, por una transfor-
macién no lineal h: [0, 0] — Q(T) definida por

T
h(0) = 5J sign(n(0) Te?"h) e b dr. (2.9
0

El dominio [0, 8] de esta transformacién se debe elegir de tal manera que h
sea una funcion periddica.
El valor de la integral en (2.9) depende del signo de la funcién escalar

n(0)TeMb = p1(1) cos(0) + p2(1) sin(0), ¢ € [0, T,

donde la funcién @(t) = (¢1(t), p2(t))T es definida por ¢(t) = ¢*!h. Por lo
tanto, si la funcién n(6) Te*’h no cambia de signo para todo t € [0, T] y todo
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0 € |6, 9_], entonces la funcién (2.9) es una funcién continua y diferenciable
que solo depende del valor constante T > 0. En caso contrario, si la fun-
cién n(6)TeA'b cambia de signo para al menos un 6y € [6,60], entonces la
funcién (2.9) es continua pero no necesariamente diferenciable. Este caso es
de interés particular, ya que es necesario determinar todos los puntos 6 en
[0, 0] para los cuales 57(6) TeA’b = 0, lo cual no siempre es posible realizar de
forma analitica. Se observa que de existir puntos 6 en [0, 0] para los cuales
n(0)TeA’h = 0, el nimero de ellos es finito, debido a la analiticidad de la
funcién e?’b.

2.2.1. Conjuntos de alcanzabilidad de sistemas oscilatorios

A la luz de los resultados que se obtuvieron en el apartado anterior, se con-
sidera ahora, como caso particular, el problema de determinar los conjuntos
de alcanzabilidad Q(T) definidos en un instante T > 0, para el caso de la
familia de ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden con una per-
turbacion externa y condiciones iniciales nulas:

i+ 25+ 0’y =u(t), y(0)=0, §(0)=0, u(r) €U,

donde O < < w y § > 0 son constantes. Los resultados que se presentan
corresponden a una extensién de los que se obtuvieron en Temoltzi-Avila y
Zhermolenko (2021).

Por considerar el cambio de coordenadas y; = y y y2 = 9, el sistema de
ecuaciones diferenciales propuesto describe un caso particular de la familia
de sistemas de ecuaciones diferenciales (2.6):

U1 = Y2, y1(0) =0,

) (2.10<)
U2 = —w Y1 — 2py2 +u(t), y2(0) =0.

Debido a que la matriz de controlabilidad U = (b, Ab) es no singular, si
se considera la transformacién lineal no singular

y =Cz,
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donde

1(9 -
C:E(o 52) 9= Jw2—p?, (2.11<)

se obtiene como caso particular de (2.6) la familia de sistemas de ecuaciones

diferenciales lineales con una perturbacién externa

. K

z1 = —pz1 + 9z9 + =u(t), z1(0) =0,
1= —pz1 + 922 19() 1(0) (2120
Zo = —0z1 — pzo +u(t), 2z2(0) =0.

La solucién z(t) = (z1(t),z2(t)) " del sistema de ecuaciones diferenciales
(2.12) definida en un instante T > 0 dado se describe como

T
z(T) = J eA"bu(T - 7) dr,
0

I _L(n
A= 5) e=sh)

y e denota la matriz exponencial de la matriz A3, la cual se describe por:

At _ [ cos(dt) sin(dt)
¢ =¢ —sin(9t) cos(dt)]’

donde

Para n(0), se obtiene

umax (T — t) = 5 sign(n(0) Te*'b) = &sign (% cos(9t + 0) + sin(9t + 9))
= §sign (cos (9t + 6 — m)),

donde

)
m = arctan | — |,
H

3Un algoritmo que permite determinar la matriz exponencial e’ de una matriz A con coeficientes constantes,
llamado método de Putzer, se presenta en Putzer (1966). Adicionalmente, en Waltman (2004) se pueden consultar
algunos detalles y ejemplos sobre el método de Putzer.
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y, por consiguiente, la transformacién h(6) = (h1(0),h2(0))" definida en
(2.9) es determinada de tal manera que:

T
h(6) = 5J sign (cos (97 + 60 —m)) @(r)dr, 6 € [6,0]. (2.13<)
0

donde ¢: R — IR? es una funcién vectorial ¢(t) = (¢1(t), @2(t))T cuyas
componentes son definidas por

o1(t) = e (% cos(9t) + sin(f}t)), oa(t) = e M (cos(f}t) - g sin(f}t)) .

Los valores de h; y hy dependen de la funcién sign(cos(d7 + 0 — m)), la
cual no es definida en aquellos valores 7 € [0,T] y @ € [0, 0] para los cuales
se cumple la ecuacion cos(dt + 0 — m) = 0, es decir, aquellos puntos de la
forma (7, 0) que se hallan en la coleccién de rectas

¢ :9t+0-m=3(2j+)x, je NU{0}. (2.14<)

En tal situacion, es necesario analizar el conjunto de rectas que caracterizan
la menor regién rectangular Q = [6, 0] x [0, T] con el fin de hallar el dominio
de definicién [6, 9_] de la funcion vectorial (2.13).

En los siguientes apartados se estudia este problema para la familia de
sistemas de ecuaciones diferenciales (2.12) al determinar de forma explici-
ta la funcién h y su intervalo de periodicidad [0, 8], considerando diferen-
tes instantes T > 0. En esta tarea se hard uso recurrente de las funciones
f1, fo: R — R que son definidas por

f1(t) = exp (—put) cos(It), fo(t) =exp (—ut)sin(It), te€ R,

y la sucesién de intervalos {J,},c definidos por

v—1)r vr
]V:[%,F}, VGIN.
De forma adicional se define
_ _TH
A= exp ( 23) '
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Si surgiesen conflictos de opiniones, dos filésofos
no disutirian mas que dos contables: bastaria con
que cogiesen papel y 1apiz, se sentaran y se dijeran
el uno al otro: «Calculemos».

Gottfried Wilhelm von Leibniz (1646-1716)
Matematico y filésofo aleman

Conjuntos de alcanzabilidad Q(T) paraT € J;

Se considera el esquema en el plano cartesiano (6, 7) que se muestra en la
Figura 2.5, el cual se obtiene de las rectas

£0:9r+9:m+%n, £1:19r+9:m+%7r, £2:19r+9:m+%7r.

El conjunto Q se describe por una regién rectangular que admite la repre-
sentacion Q = Q1 U Qy U Q3 U Qqu, donde Qp = [0k-1,0k] X [0,T] v
Oo=m+3m, O1=m+37-9T, Oy=m+3n,

’ 2> 2 ’ 2 (2.15<)
93=m+§7'[—19T, 94=m+§7'[,
de donde se observa que 0 < 0y < 01 < 65 < 03 < 04. Es claro que los
intervalos [0o, 01] v [02, 03] se reducen a los puntos 0y y 0 si 9T — 7~
Sobre las rectas £1 y £3 se eligen puntos de la forma (0, T1(0)) vy (0, T»(0))
en los cuales se describe la transicion de signo de la funcién cos(dz+ 60 — m).
Esto permite obtener
m+3m—0 m+2m—0
-2 T,(0) = 2
g g
Se determina ahora, para este caso particular, la funcién h definida en
(2.13) y el intervalo de definicién [0, 6] de esta funcion.
Se observa primero que sign(cos(dr+0—m)) = —1 para todo par ordenado
(0, 7) que satisface las desigualdades 6y < 6 < 6, y 0 < 9r < IT. Por
consiguiente, en la region Q; se obtiene la representacién

T1(0) =

T
h(0) = —5J @()dr, 60 € [6o,01).
0
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T
£1 £2 {3
Mo —————@———————@——————— g ———— — — — )
t \ \ \ |
™ N NN
| ) 61 0y O3 04 0

Figura 2.5. Construccién de la regién Q en el plano (6, 7) en el caso 0 < 9T < x.

En Q, se halla definida la recta 1, la cual divide esta region en dos subcon-
juntos en los que se debe analizar el signo de la funcién cos(dr + 6 — m).
Si se elige (0,7) talque 0, < 0 < 0,y0 < 9t < m+ %71' — 0, se observa
que sign(cos(d7 + 6 — m)) = —1, ya que en tal caso resulta la desigualdad
%ﬂ' <Jt+0-m< %71'. Ahora bien, si se elige el par ordenado (0, 7) tales
que 1 < 0 < b ym+ %71’ — 0 < 9t < IT, entonces se debe cumplir que
sign(cos(d7 + 6 — m)) = +1, ya que en ese caso tiene validez la desigualdad
3x < 9r+60—m < 3x. Por lo tanto, la funcién h definida en la regién Q se

expresa como

T1(0) T
h(0) =6 (—J o(7) dr+J o(7) dr), 0 € [61,05).
0 T:(0)
Después de integrar las expresiones anteriores para 0 < JT < , se ob-

tiene 5 (h1(0)
_ 1
h(6) = 3 (hz(Q))’ 6 € [0, 02),

donde h y hy son funciones escalares definidas por trozos:

hy (0) {—1 + fi(T), 0o < 0 < 01,
1 =
—1- A(T) +2M356(259), 6, <0 < 6,
A+ 2L, = (2.16<)
h (9) _ _ﬁ(T)’ 90 <0< 91,
’ - f2(T) +2A3f1(mT79), 0, <0 <0,
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En el conjunto Q3 no existe definida ninguna recta. Por lo tanto, si se
elige el par ordenado (0, 7), se concluye que sign(cos(dz + 0 — m)) = +1,
debido a que sobre este conjunto se satisface %n <Jdt+0-m< %n. De esto
se obtiene que la funcién h definida en Q3 es descrita por:

T
h(0) :5J @(7)dr, € [6205).
0

En la region Qg4 se halla la recta £,, la cual divide a este conjunto en dos
subconjuntos. Se analiza el signo de cos(J7+ 6 — m) en cada uno de ellos. Si
el par (0,7) seeligetalque 3 < 0 < 04y0 < d7 < m+%7r—9, entonces resulta
que sign(cos(dr+6 —m)) = +1, ya que %7‘[ <I9t+0-m< %7‘[. Si (0,7) es tal
que b3 < 0 < 04ym+%7r—9 < 9t < IT, entonces sign(cos(dr+0—m)) = —1,
debido a que bajo esas condiciones se cumple %n <I9t+0-m< %ﬂ'. Por lo
tanto, en Q4 se obtiene

T,(0) T
h(0) = & U o(7)dr - J o(7) dr), 0 € [0, 0a].
0

T,(0)
Asi 5 o)
_ 8 (m(6
h(@) - 5 (hz(@)) , Oe€ [02: 94]:
donde
1_f1(T)’ 02S0<93:
h(6) = 1+ A(T) +2A°H(52), 03 < 0 < 04,
(2.17<)
hy(6) = £(T), 0y < 0 < 05,
T h(m) #2805 f (), 65 <0 <6,

Como resumen de las expresiones (2.16) y (2.17), se sigue que para cada
instante T > O tal que 9T € (0, ), la funcién h: [0y, 04] — Q(T) se define
por

5
h(6) = 5 (Zzl((g))) 0 € [0, 04], (2.18<)

Q=54 J=u>



Capitulo 2. Conjuntos de alcanzabilidad de ecuaciones diferenciales lineales | [ 1)

con h;y y hy funciones definidas por tramos, cuyas representaciones son:

-1+ A(T), 0o < 0 < 01,
h1(0) = -1 _fl(T) +2A3f2(mT79), 01 <0 <0y,
1-£(T), 0y <0 <05,
1+ A(T) +208°f(750), 03 <6 <6,
_fZ(T), 0o < 0 < 04,
B r2RA(Y), a<o<o,
2(0) =
J2(T), 0y <0< 05,
~H(D) +20°f("5%), 63 <0 <04

donde 0, son los parametros definidos en (2.15).

La definicién de los parametros 60y, 0, y 04 permite verificar directamen-
te que la funcioén (2.18) satisface las igualdades p;(T) = h(6p) = h(04) y
P4 (T) = h(02), donde

p(T) = ig (1 fz{lT()T))’ T €. (2.19<)

Se puede comprobar directamente que el conjunto h( [0y, 04]) representa
una trayectoria cerrada y simple que es suave a trozos y, por lo tanto, se pue-
de verificar también que la funcién vectorial h: [0y, 04] — Q(T) es continua
en [0y, 04] y diferenciable en (6y, 01) U (61, 02) U (64, 63) U (03, 04) para cada
T > 0 tal que 9T € (0, ). Se obtienen de forma adicional las siguientes
propiedades.

La imagen de los intervalos cerrados [0, 01] v [02, 03] bajo h para cada
T > 0 tal que J9T € (0, ), y en los cuales h es constante, pertenecen a las
imdgenes py: 1 — IR2. Por otra parte, los puntos en los cuales no es diferen-
ciable h: [0y, 04] — Q(T), son precisamente los puntos que se describen por
p;(T) paracada T > 0 que satisface la desigualdad 0 < 9T < . Finalmente,
se sigue de la definicién de las funciones h; y hy que si se eligen instantes
T1, T, > 0 tal que 0 < 9T; < 975 < m, entonces dIQ(T1) N IQ(Tz) = 0.
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Como consecuencia de lo anterior, resulta que el intervalo de definicion
de la funcién vectorial h: [6,0] — Q(T) que describe cada conjunto de
alcanzabilidad Q(T) para cada T > O tal que 9T € (0, ) es

[6,0] = [m+%7r,m+%7r].

Esta funcién se puede extender a una funcién periédica definida sobre la
recta real R, cuyo periodo de oscilacién debe ser 2.
Se observa ademads que

= 1, * T =
@o = lim po(T) =0,

mientras que

Io) 1
+a1= lim p=(T) = +—= (1 + A2 ()
! T ”_pO() 19( )0

I
B
En el siguiente ejemplo se ilustran de forma numérica los resultados.

f! Ejemplo 2.1. Como caso particular, para la familia de sistemas de ecua-
ciones diferenciales (2.10), se consideran los pardmetros v = 1.0y u = 0.2.
Se supone también que las perturbaciones externas tienen como cota el va-
lor 6 = 1.0. Con estos valores se obtienen las aproximaciones: A =~ 0.7256,
m~ 1.3694, 9 = 0.9797.

En la Figura 2.6 se muestran diferentes conjuntos de alcanzabilidad Q(T)
que se han obtenido a partir de la funcién h definida en (2.18), en los cuales
se han empleado los valores

k «
5 &
En tal caso, se tiene T7 ~ 0.6412, T, ~ 1.2825, T3 ~ 1.9238, T, ~ 2.5651y
Ts ~ 3.2063. En la Figura 2.6 se presentan también las trayectorias descritas

por las funciones p, y —p, sobre las cuales no es diferenciable la funcién h.
En tal caso, para los valores dados se obtiene el punto

(1.5581)
a1~ .

T = k=12...,5.

0
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Z2
2
Q(Ty)
1
i ? 4
0 1
a 21
-1
-2
-3 -2 -1 0 1 2 3

Figura 2.6. Conjuntos de alcanzabilidad Q(T}) del Ejemplo 2.1 cuando 0 < 9Ty < 7.

Por otra parte, empleando la transformacién y = Cz, donde C es la matriz
que se define en (2.11), se obtienen los conjuntos de alcanzabilidad Q(Tj)
para la familia de sistemas de ecuaciones diferenciales (2.10), cuyas graficas
se muestran en la Figura 2.7. Bajo esta transformacion se obtiene ahora

1= Car ~ (1.5266) '
0
Y2
2
Q(Ty)
1
ag
0
@ h
-1
-2
-3 -2 -1 0 1 2 3

Figura 2.7. Conjuntos de alcanzabilidad Q(Tj) del Ejemplo 2.1 cuando 0 < 9T} < 7.
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Las Figuras 2.6 y 2.7 muestran la relacién que existe entre los conjuntos de
alcanzabilidad de la familias de sistemas de ecuaciones diferenciales (2.10)
y (2.12):si Tj41 > T; > 0 son instantes tales que d7T;, 9T;,1 € (0, ), entonces
los conjuntos de alcanzabilidad cumplen Q(T;) € Q(Tj41). Por consiguiente,
si se considera una sucesién mondtona creciente no negativa {7}, tales
que 9Ty € (0, ) para todo k € IN, entonces la sucesién {Q(Ti)} e define
una sucesion creciente de conjuntos de alcanzabilidad, en el sentido de que
Q(Ty) € Q(Ty41) para todo k € IN. —_mmm

Conjuntos de alcanzabilidad Q(T) paraT € J;

Se procede de forma analoga al caso descrito anteriormente, y se considera
el esquema que se muestra en la Figura 2.8, el cual se obtiene a partir de las
rectas:

Lo:9r+0=m+3m & :9r+0=m+3m L2:9r1+0=m+ 3,
L3 : 19r+9:m+%ﬂ.
El conjunto Q describe una region rectangular que admite la descomposicion
Q=0Q,UQyUQ3UQy, con Qi = [Or_1,0c] X [0,T] y pardmetros 0:
Oo=m+3m, O1=m+3x-9T, Op=m+3n,

(2.20<)
O3=m+Zn—9T, Os=m+3m.

Sobre cada una de las rectas ¢;, £2 y £3 se eligen puntos de la forma
(0,T1(0)), (0, T»(0)) y (0, T3(0)), a partir de los cuales se definen los instantes

m+%ﬂ—9 m+%7r—9 m+%7r—9
T,(0) = — 5 T>(0) = — Y T3(0) = — Y

los cuales permiten hallar la funcién (2.13).

Se observa primero que sobre la regién Q; se halla definida la recta ¢4,
quien divide a este conjunto en dos subconjuntos. Por lo tanto, existe una
Unica transicion de signo de la funcién cos(d7 + 6 — m). Asi, si se elige un
punto (6, 7) en la regiéon Qq, entonces 0y < 0 < 01 y0 < 9t < m+ %7‘[ -0,

@ == 58 )i
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T
£ £3 L4
e e e e et Q
t l l l l
ST i i i i

Figura 2.8. Construccién de la regién Q en el plano (6, 7) en el caso = < 9T < 2.

lo cual a su vez, implica que %7‘[ <I9r+0-m< %71’ y, por consiguiente,
sign(cos(d7 + 6 — m)) = —1. Por el contrario, si el par (6, 7) se elige tal que
O <0 <O01ym+ %n— 0 < 9t < 9T, entonces sign(cos(dr+0 —m)) = +1, ya
que bajo tales condiciones se cumple la desigualdad %n <I9t+0-m< %n.
Por lo tanto, sobre Q; se obtiene

T, (0) T
h(0) = 5(—J o(7) dr+J o(7) dr), 0 € [0, 01].
0

T1(0)

En el conjunto Q se hallan las rectas £; y £2, quienes dividen a este conjunto
en tres regiones sobre las cuales se debe determinar el signo de la funcién
cos(97 + 0 — m). Si en Q5 se elige el par ordenado (6, 7) de tal manera que
01 <0 <0,y0< dr<m+ %71’ — 0, entonces sign(cos(dr+ 0 — m)) = -1,
ya que en tal situacién %71’ <dr+0-m< %7‘[. Por el contrario, si el par
ordenado (6, 7) se elige de tal manera que sus componentes satisfacen las
desigualdades 61 < 0 < 6o ym+ 37— 0 < 97 < m+ 37 — 0, entonces
sign(cos(dr + 0 — m)) = +1. Finalmente, si son validas las desigualdades
0 <0 <bym+ %ﬁ — 0 < 87 < 9T, entonces nuevamente se obtiene la
expresién sign(cos(dr + 6 — m)) = —1. Las transiciones de signo muestran

Q=59 J=m>
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que (2.13) posee la siguiente representacién sobre Q:

T1.(0) T»(0) T
h(0) =96 (—J e(r)dr+ J o(r)dr - J o(1) dr) , 0¢€[01,0,].
0

T1(6) T(0)

Los casos descritos sobre la region Q1 U Q,, permiten obtener parcialmente
la funcién h que describe los conjuntos de alcanzabilidad de la familia de sis-
temas de ecuaciones diferenciales (2.12) sobre el intervalo [0, 62 ]. Después
de integrar las correspondientes expresiones, se halla que

_ 6 [h1(0)
h(6) = 5 (hzl(ﬁ))’ 0 € [6o, 0], (2.21<)
donde
h (0)_ _1_ﬁ(T)+2A3f2(mT_9), 90S9<01,
BT A A 12003 + A% f(250), 6, <0 < 6y,
hy(0) = fZ(T) +2A3f1(mT_9), Op <0 <04,
PV T A 20+ A A(BE), 6, <0 <0,

Siel par (6,7) se eligetalque 6, < 0 < 03y0 < 97 < m+ %71'—9, entonces
sign(cos(d7 + 0 — m)) = +1, mientras que si se elige tales que 05 < 0 < 63y
m+ %n — 60 < 9t < IT, entonces sign(cos(Jdr+60 —m)) = —1. De esta manera,
se obtiene que (2.13) es descrita por

T>(0) T
h(0) =96 (f o(r)dr - J o(1) dr), 0 € [0, 03].
0

> (0)

En Q3 U Q4 se obtiene el siguiente andlisis. Si se elige (6, 7) con 03 < 0 < 0,4
yOo<dr<m+ %71’ — 0, entonces sign(cos(d7 + 0 —m)) = +1, no obstante, si
se satisface 03 < 0 < 04y m+ %71’ -0 <dr<m+ %71' — 0, entonces resulta que
sign(cos(dr+6—m)) = —1, finalmente, si las coordenadas de (6, 7) se eligen
de tal maneraque 03 < 0 < 04y m+ %ﬂ'— 0 < Jt < T, entonces nuevamente

@ = 60 J=tm
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sign(cos(d7+ 0 —m)) = +1. De esta manera, se obtiene de (2.13):

T2(0) T3(0) T
h(6)=6 (J e(r)dr - J (1) dT+J o(7) dr), 0 € [03,04].
0

T2(6) T3(6)

De las expresiones anteriores validas en la region Q3 U Qy, se sigue que

las parametrizaciones h; y hy de la funcién

Fo)
no) =3 ( ;;;gg;) b ¢ [0, 041,

se describen por las expresiones

1 (6) = 1+ A(T) +2A° f(252), 0y < 0 < 65,
BT - A #2085+ A7) f(250), 65 <0 <6,
ha6) = —f(T) +2A°fi(259), 0y < 6 < 65,
T AM 205+ A fi (L), 65 <6 <6,

(2.22<)

Como consecuencia del andlisis que se realizo, se sigue de las expresiones
(2.21) y (2.22) que, para cada instante T > 0 que satisface IT € (rx, 27), la
parametrizacion de la funcion vectorial h: [0y, 5] — Q(T) es definida por

_ 6 (h(0)
h(@) - 5 (hz(@)) , Oe€ [00: 94]:
donde
-1- A(T) +2A%%(22), 0o < 0 < 04,
~1+A(T) +2(A% + A% f(259), 61 <0 < 05,
h1(9) = 5 m—0
1+ A(T) +2A%f,(59), 0y < 0 < 0s,
1-fi(T) +2(A° + A)) fo(52), 03 <0 < 0,
f2(T) +2A3f1(mTTG), Oy <0 < 04,
—R(T)+2(A +A)fi(%52), 61 <0<06,
h2(9) = m—0
—f(T) +2A° £ (52), 0, < 0 < 05,
F(T) +2(A5 + A7) fi (259), 05 < 0 < 04,

@@= 61 J=u»

(2.23<)
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donde 0, son los pardmetros definidos en (2.20).

Se puede verificar a partir de la funcién (2.23) y los parametros 6, 0 y
04, que se satisfacen las igualdades p7(T) = h(6p) = h(04) y p7(T) = h(02),
donde

5 (1 +2A% + fi(T)

pi(T) = e _H(T)

mientras que q; (T) = h(61) y q7(T) = h(63), donde

om0 (14 (1+2A72)A(T)
(T =5 ( —(1+2A72) f(T)

Se puede comprobar que h([0o, 04]) describe una trayectoria suave a tro-
zos que es cerrada y simple. Se puede comprobar ademas que la funcion
h: [0y,04] — Q(T) describe una trayectoria cerrada en el plano de fases que
es continua en [0y, 04] y diferenciable en (6g, 61) U (61, 02) U (02, 03) U (03, 04)
para cada instante T > O tal que 9T € (7, 27).

Como conclusion de las propiedades enunciadas, resulta que el intervalo
de definicién de la funcién vectorial h: [0,0] — Q(T) que describe cada
conjunto de alcanzabilidad Q(T) para cada T > 0 que satisface 9T € (1, 2x),
es definido por

), T € ), (2.24<)

), T € Js. (2.25<)

[0,0] = [m+im, m+3x].

La funcién h: [6,0] — Q(T) se puede extender a una funcién peri6-
dica definida en R cuyo periodo de oscilacién es 27, con la propiedad de
que tal extensién es continua en R y no diferenciable en un conjunto nu-
merable de puntos, entre los cuales se hallan los elementos del conjunto
{00, 01, 02, 03, 04}.

De la definicién de h; y hy se infiere que si 7 < 977 < dT» < 27, entonces
0Q(T1) NdQ(T;) = 0. Ademas, el conjunto de puntos en los cuales la funciéon
h: [0,0] — Q(T) no es diferenciable, son los puntos que se describen por
p7(T)yq;(T) para cada T > O que satisface §T € (7, 27).

Se observa ademads que

+ é
a1 = 11,I17’[1+Pf(T) = 1{I1;[1+q-{(T) = 15(1 +A2) ((1)) s
T—>§ T—>§

Q= 62 =
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mientras que

tay= lim pi(T)= lim ¢7(T)==
T—>2—” T—>2—”
9 9

5 1
5(1+A2)2 (0)'

En el siguiente ejemplo se extienden los resultados del Ejemplo 2.1.

ﬁ Ejemplo 2.2. Se considera nuevamente la familia de sistemas de ecua-
ciones diferenciales (2.12) en la que se toma v = 1.0 y g = 0.2, mientras
que la cota de las perturbaciones externas se elige como § = 1.0. Para estos
valores se obtuvo en el Ejemplo 2.1: A = 0.7256, m ~ 1.3694 y ¢ ~ 0.9797.

22

Q(Te)

(04} 21

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Figura 2.9. Fronteras de alcanzabilidad Q(Tj) del Ejemplo 2.2 cuando 0 < 3T < 27.

En la Figura 2.9 se presentan los conjuntos de alcanzabilidad Q(T;) que
se obtuvieron en el Ejemplo 2.1 bajo la funcién (2.18), ver la Figura 2.6, asi
como las que se obtienen ahora a partir de la funcién definida en (2.23) para
los instantes

Te= (145} .2 k12 5
k+5_ 5 '99 = Ay &y ..oy Iy

@ == 63 J=m»



Capitulo 2. Conjuntos de alcanzabilidad de ecuaciones diferenciales lineales | [ 1)

de donde resultan: Tg = 3.8476, T; = 4.4889, Tg = 5.1302, Ty = 5.7714
y Tiop = 6.4127. Se muestran también en la Figura 2.9 las trayectorias que
describen las funciones p7 y +q7 sobre las cuales no es diferenciable la fun-
cién h. Para estos valores se observa que las superficies de discontinuidad
P71 Y q; tienden al punto —a3 cuando T — (27/8)", mientras que p y —q7
convergen a a5 cuando T — (27/9)*, donde

(2.3786)
[0 S 0 .

Esto muestra la extensidon natural de los resultados numéricos que se obtu-
vieron en el Ejemplo 2.1.

Empleando la transformacién y = Cz, donde C es la matriz que se define
en (2.11), se obtienen los conjuntos de alcanzabilidad Q(T;) para la familia
de sistemas de ecuaciones diferenciales (2.10), cuyas graficas se muestran
en la Figura 2.10. Bajo esta transformacién resulta

Gy = Caty (2.3305) .

0

Se observa una vez mas que los conjuntos de alcanzabilidad para las fa-
milias de sistemas de ecuaciones diferenciales (2.10) y (2.12) es topoldgi-
camente equivalente al caso en que 9T € (u,2x). En particular, si se elige
una sucesion {T } <y mondtona creciente de términos no negativos tales que
IT; € (0,2r) para cada k € IN y tal que 9Ty — 27 cuando k — oo, entonces
la sucesion de conjuntos de alcanzabilidad {Q(Ti) }rcy €s creciente y acota-
da. —_mmm

Conjuntos de alcanzabilidad Q(T) paraT € J3

En los apartados anteriores se ha mostrado un método que permite deter-
minar de forma explicita los conjuntos de alcanzabilidad en instantes T > 0
para los cuales se cumple la desigualdad 0 < 9T < 2. Esta construccion
sugiere que el método se puede extender empleando el mismo argumento

@ = 64 J=m»
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Y2

Q(Ty)

@, Y1

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Figura 2.10. Conjuntos de alcanzabilidad Q(T) del Ejemplo 2.2 cuando 0 < §T < 2.

cuando 27 < JT < 3. En este apartado se muestra de forma muy breve que
este método conduce a resultados similares a los expuestos.
Se supone que Q = Q;UQ,UQ3UQ, es como se muestra en la Figura 2.11,
donde Qj = [6r_1, 0] X [0,T]. Luego, Q queda determinado por las rectas
Lo:9r+0=m+3m & :9r+0=m+3m L2:9r1+0=m+ 3,

£3: 3r+9:m+%n, £ : 3r+9:m+%n,
y, por consiguiente, a partir de estas rectas se obtienen los puntos

90:m+%71', 91:m+%7r—19T, 92:m+%n,
93:m+27r—19T, 94
2

3
m+ 5.

Sobre cada recta ¢4,...,£4 se eligen puntos (0,T1(0)),...(0,T4(0)) me-
diante los cuales es posible determinar la funcién (2.13), lo cual permite
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obtener
m+%7r—0 m+%7r—0 m+%7r—9
T,(0) = 5 , To(0) = 5 , T3(0) = —
m+%ﬂ—9
T4(0) = — 5

Se determina la funcién vectorial h que describe las fronteras de los con-
juntos de alcanzabilidad de la familia de ecuaciones diferenciales (2.12).
En el conjunto Q1 U Q, se obtiene

2
h(0)=5 ) (-1 f p()dr, 0 [60,01],
k=0 Ak

donde Ag = [0, T1(0)], A1 = [T1(0),T5(0)] v Az = [T2(0), T], mientras que

3
h(0) = 52(—1)k+1J @(r)dr, 0 € [61,02],
k=0 Bx

cuyos intervalos de integracion son: By = [0,T1(0)], B1 = [T1(0),T5(0)],
By = [T5(0),T3(0)] y B3 = [T3(60), T]. De igual manera, en el conjunto Q3UQy4
se obtiene la representacion

2
h(0) =6 ) (-1)F f p(r)dr, 0 [063],
k=0 &

k+1

donde C; = [0,T2(0)], Co = [T2(0),T3(0)] y C3 = [T5(0), T], mientras que

3
h(0) = 52(—1)’<J p(r)dr, 0 € [0s04],
k=0 Dk+1
en cuyo caso, los intervalos de integracion se definen de la siguiente manera:
Dy = [0,T2(0)], D2 = [T2(0), T3(0) ], D3 = [T3(0), Tu(0)] y D4 = [14(6),T].
Las integrales correspondientes conducen a la expresion que define la

funcién vectorial 5 ®
B hy(0
h(0) = 3 (hz(e))’ 0 € 6o, 04] (2.26<)

@ 66 =
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donde
—1+ fA(T) +2(A% + A%) fo(259), 0o < 0 < 61,
ha(e) = { LA+ AR T AT A5, 01 <0< 0y
T - A 285 4 A7) po(259), 6r < 0 < 0s,
1+ A(T) +2(A° + N + A2 fo(252), 05 <0 <04
_fZ(T) +2(A3 +A5)f1(mTTG), Oy <0 < 04,
hy(0) = 1D+ 2(8% +2° + A fi (252), 01 <0< 0,
2T R(1) + 2085 + A7) fi(252), 6y < 0 < 05
—fa(T) + 2(A° + A7 + A) fi (259), 03 < 0 < 04
T
£3 £ {s
Y N e it ®
£ : l l l
ST 4 4 4 4
2 N

01

Figura 2.11. Construccion de la regién Q en el plano (0, 7) en el caso 27 < 9T < 3.

Se puede comprobar de manera directa que la funcién (2.26) es continua
en el intervalo [0y, 04] y diferenciable en (6, 01) U (61, 02) U (62, 03) U (63, 04),
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y que satisface p, (T) = h(6p) = h(04) y p5(T) = h(62), donde

5 (1 +2A% +2A% - /(T)

=250

mientras que q;(T) = h(61) y q;(T) = h(63), donde

), T € Js, (2.27X)

) (—1 +(1+2A72+ 2A"H A(T)

LM =25 1420242074 £(T)

5 ) TeJs. (2.28<)

De lo anterior se sigue que la imagen del intervalo [6), 4] bajo la funcién
h describe en el plano de fases una trayectoria cerrada simple que es suave
a trozos para cada T > O tal que JT € (2, 3x). Se sigue también de la de-
finicién de las componentes hy y hy que si 27 < 9T; < 9T, < 37, entonces
0Q(Ty) N 0Q(Tz) = 0. Finalmente, resulta que el conjunto de puntos en los
cuales no es diferenciable la trayectoria que describe el conjunto de alcan-
zabilidad Q(T) para cada 27 < 9T < 3, son los puntos p5(T) y q5(T). Por
consiguiente, se afirma que el dominio de definicién de la funcién vectorial
h: [0,0] — Q(T) que describe los conjuntos de alcanzabilidad para cada
T > 0 tal que JT € (2x,37) es

[0,0] = [m+im,m+3x].

La definicién de las funciones p3 y q; satisfacen los siguientes limites
laterales

ta; = lim p5(T) =
2_7T+

T—>19

lim q3(T) = -_0-%(1 +A%)? ((1))

T_)S

mientras que

] 5
tay= lim pi(T) = lim qi(T)=+2(1+A2)(1+A2+A% (1],
T—)%T_ T—)%T_ 9 0

El ejemplo que sigue extiende los resultados de los Ejemplos 2.1 y 2.2 a
este caso particular.

@ == 68 J=tm
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f’ Ejemplo 2.3. Se considera una vez mas la familia de sistemas de ecua-
ciones diferenciales (2.12) en la que se supuso w = 1.0 y g = 0.2, mientras
que la cota de las perturbaciones externas se supone es § = 1.0. Con tales
valores se obtuvo en el Ejemplo 2.1: A = 0.7256, m ~ 1.3694 y ¢ ~ 0.9797.

4 %2

3 Q(Tx)

=y /m)),..l
Q”"’ll/ 7kl

Figura 2.12. Conjuntos de alcanzabilidad Q(Tj) del Ejemplo 2.2 cuando 0 < 9Ty < 3.

En la Figura 2.12 se muestran los conjuntos de alcanzabilidad Q(Tx) que
se obtuvieron en los Ejemplos 2.1 y 2.2, asi como las que se obtienen de la
funcién definida en (2.26) para los instantes

k\ =«
T; =(2+=|-—=, k=12,...,5,
k+10 ( 5) 9

de donde se obtiene: T1; = 7.0540, T15 = 7.6953, T13 = 8.3365, T14 = 8.9778
y Tis = 9.6191.

Q=69 =
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Las trayectorias que describen las funciones p; y g5 sobre las cuales no
es diferenciable la funcién h se muestran también en la Figura 2.12.

Para estos valores se observa que las superficies de discontinuidad p; y g5
tienden al punto a» cuando T — (37/9)~, mientras que p, y g5 convergen
a —a, cuando T — (37/9)*, donde

2.8107
[0 S0 0 .

Lo anterior muestra la extensién natural de los resultados numéricos que se
obtuvieron en los Ejemplos 2.1 y 2.2.

De la transformacién y = Cz, donde C es la matriz que se define en (2.11),
se obtienen los conjuntos de alcanzabilidad para la familia de sistemas de
ecuaciones diferenciales (2.10) cuyas graficas se muestran en la Figura 2.13.
Bajo esta transformacién resulta que

Gy = Cay ~ (2.7539) '

0

La estructura de los conjuntos de alcanzabilidad Q(T) para las familias
de sistemas de ecuaciones diferenciales (2.10) y (2.12) es topoldgicamente
equivalente al caso en que J9T € (0, 7) y IT € (rx, 2x). —mmm

El principio es la mitad de todo.

Pitagoras de Samos (571-497 a.C.)
Filésofo griego

Conjuntos de alcanzabilidad Q(T) paraT € J,+1

El procedimiento que se analizé de forma explicita en los apartados ante-
riores, se puede repetir de forma indefinida para obtener aproximaciones
de la frontera del conjunto de alcanzabilidad Q de la familia de ecuaciones
diferenciales (2.12) empleando los conjuntos Q(T) cuando T — oco. En reali-
dad, si se supone que el parametro T satisface el conjunto de desigualdades

Q=70 J=u»
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Y2

Q(Te)

tl'l\\ @

),;'..-,llv, @2

//n

= (.

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

U1

Figura 2.13. Conjuntos de alcanzabilidad Q(T}) del Ejemplo 2.2 cuando 0 < 9Ty < 3.

nr < 9T < (n+1)r paracadan € IN, entonces es suficiente tomar n — oco. En
este proceso es necesario analizar las trayectorias que definen los conjuntos
de alcanzabilidad Q(T) en cada instante T > O que satisface la desigualdad
nrt < 9T < (n+ 1) para cada n € IN. En este apartado se generaliza de
forma inductiva el método que se empled en los apartados anteriores.

Se supone que la regién Q en la que se determina h: [0, 0] — Q(T) para
cada T > 0 que satisface la desigualdad nr < 9T < (n+ 1), es como se
muestra en la Figura 2.14, la cual es caracterizada por el conjunto de rectas

£0:3r+9:m+%7r, £1:3r+9:m+%n, £2:3r+9:m+%n,

2n+3

£n+1:l9f+9:m+ 3

7T, Lnio - 3T+9:m+%n,

Q=71 J=u
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y, por consiguiente, a partir de estas rectas se obtienen los puntos

90:m+%71', 91:m+%ﬁ—3T, 92:m+%7r,

_ 2n+5 _ S
93—m+—2 T — T, 94—m+27r.

APRORORE

0

Figura 2.14. Construccién de la regién Q en el plano (6, 7) en el caso nw < 9T < (n+ 1)7.

Sobre cada recta £; que se ha definido en la regién Q se determina un
punto T (@) con el fin de determinar los puntos (7, ) en los cuales la funcién
cos(d7 + 60 — m) posee una transicion de signo. Tales instantes son:

m+%n— m+%n— m+%7r—9
T(0) = —2—, B(0) = —2— BO) = —2—, ...
m+ 23— m+ 22— g
Ti1(0) = ——5—— Twa(0) = 3
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De acuerdo al esquema que se muestra en la Figura 2.14 se observa que,
en el conjunto Q1 U Qo, la funcién h: [0y, 04] — Q(T) obtiene la represen-
tacion

n
h(0) =8 Y (-1 f p(r)dr, 6 [60,61],
k=0 Ak
con intervalos: Ag = [0,T1(0)], A1 = [T1(0), T2(0)], A = [T2(0), T3(0)], ...,
An-1 = [T-1(0), T,(0)] v A, = [T1(0), T], mientras que

n+1

h(0) = 52(—1)k+1j @(r)dr, 0 € [61,02],
k=0 Bx

con intervalos de integracién dados por: By = [0,T1(0)], By = [T1(0),T2(0)],
By = [12(0), T3(0)], .., By = [Tn(0), Tn41(0)] ¥ Bpaa = [Th41(0), T]. De igual
manera, en el conjunto Q3 U Q4 se obtiene la funcién h: [6,0] — Q(T)
definida por

h(6) = 5i(—1>k J o(r)dr, 6 ¢ [6,,05],
k=0

Ck+1

con intervalos de integracién que son definidos en la manera: C; = [0, T5(6)],
Co = [T12(0), T3(0)], ..., Co = [Tn(0), Tus1(7)] ¥ Cos1 = [Tr41(0), T], mientras

que
n+1

O)=5Y (-1 J o(r)dr, 0c [6504],
k=0 Di+1

con D1 = [0,T2(0)].D2 = [T2(0),T3(0)].....Dni1 = [T541(0), Ths2(0)] ¥
Dpyo = [Tn+2(0):T]'

Después de efectuar las integrales y realizar las simplificaciones, se obtie-
ne la siguiente expresion que define la funcion vectorial

)
h(6) = 5 (Z;EZ;) 0 € [0, 04], (2.29<)

Q=73 J=m>
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donde
1+ (C1)A(T) +2 30, AZHLR(2E) gy <0 < 0y,
h(0) =1t +(~D)™LA(T) + 2 X AL (250), 01 < 6 < s,
1 = 1+( 1)n+1ﬁ(T)+22k 1A2k+3f (mTﬁ), 02 <0< 93,
1+ (-D)"A(T) +2 X AKSfH(25l), 03 <0 < 04,
(_1)n+1f2(T) +ZZZ 1A2k+1f1(mTT), 00 <0< 91,
" ( 1)nf2(T)+22n+1 A2k+1f (mT) 91 <0< 92’
2(0) = i
(~1)"f(T) +2 5, AZ3f (m5t), 6, < 0 < 65
(D)™ fo(T) +2 X3ty A3 £ (259, 63 < 6 < O,

La definicion de la funcion h: [0y, 4] — Q(T) se debe reducir a los casos
ya analizados cuando n € {0,1,2}. En efecto, se comprueba directamente
que la funcién definida en (2.29) se reduce a la definicién que se presentd
en (2.18) en el caso en que n = 0, que esta se reduce a la definicién que
se presenta en (2.23) si n = 1, y que esta toma la forma particular que se
muestra en (2.26) cuando n = 24. Por consiguiente, se sigue que la funcién
(2.29) extiende los casos presentados previamente.

La definicién de los parametros 0y, 6, y 04 permite verificar de forma
directa que la funcién h: [0y, 04] — Q(T) satisface las siguientes igualdades:
P (T) = h(60) = h(64) y p;(T) = h(62), donde

K (1 +230 A%+ (~1)"™Lf(T)
=9 (=1)"f,(T)

mientras que g, (T) = h(61) y q,,(T) = h(63), donde

pa(T) = ) T € Jas1, (2.30<)

1+ (-1)"(1+2 Xpsg A2 £(T)

T 5
qn( ) ( 1)n+1(1+22 A2(k—n))fz(’]“)

), TeE 1 (2.31<

Se espera también que la definicién de las funciones p; y g;; que se mues-
tran respectivamente en (2.30) y (2.31) se deben reducir a los casos previos

4Se adopta el convenio particular valido sobre sumatorias: si j < i, entonces Z{c:i & =0.

Q=74 J=u>
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cuando n € {0, 1,2}. En efecto, se comprueba directamente que las defini-
ciones en (2.30) se reducen a las funciones pg que se muestran en (2.19)
cuando n = 0, estas se reducen a las expresiones pf dadas en (2.24) cuan-
do se elige n = 1, y que estas se transforman en las expresiones p; que se
presentan en (2.27) cuando n = 2. De igual manera, se observa que las fun-
ciones q;; definidas en (2.31) se reducen a las funciones pg de (2.19) cuando
se elige n = 0, se reducen a las expresiones qi_' definidas en (2.25) cuando
n =1,y que estas se transforman en las funciones g, cuando se elige n = 2.
Por consiguiente, se sigue que las funciones (2.30) y (2.31) extienden los
casos presentados previamente.

Las observaciones anteriores muestran que la imagen del intervalo [0y, 04]
bajo la funcién h define una trayectoria cerrada simple que es suave a trozos
para cada T > O tal que 9T € [nx, (n+ 1)x], la cual a su vez, es continua
en [0, 04] y diferenciable en (6p, 61) U (61, 62) U (62, 03) U (63, 04). Ademas,
debido a la definicion de hy y hy, se sigue que si T;,To > 0 son tal que
nr < 9Ty < 9T, < (n+ 1)x, entonces dQ(Ty) N IQ(T,) = 0.

Como consecuencia de lo anterior, resulta que el intervalo de definicién
de la trayectoria h: [,0] — Q(T) que describe cada conjunto de alcanza-
bilidad Q(T) para cada instante T > O tal que 9T € [nx, (n+ 1)x] es

[0,0] = [m+ m,m+3x].

Es claro que la funcién h: [0,0] — Q(T) se puede extender a una funcién
periddica de periodo 27 definida sobre todo R con la propiedad de que, para
cada instante T > O tal que nxr < 9T < (n+ 1)x, la imagen de esta funcién
coincide con el conjunto de alcanzabilidad Q(T).

Se observa ademds que las funciones p; y q; satisfacen los siguientes
limites laterales

S n—1
o, = lim pi(T)= lim gi(T)=22(1+A%) Y A% (1)
nx+ nx+ g 0
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mientras que

. S < 1

tan= lm pi(T)= lim g (T)=+=(1+A? ZAZI‘ .

(n+1)7~ (n+1)m ™~ g 0
T—=—g— T g k=0

(2.32<)

Los resultados que se han obtenido permiten determinar cada conjunto

de alcanzabilidad Q(T) en cada instante T > O para la familia de ecuaciones

diferenciales (2.12). Como consecuencia de esto, y empleando estos resul-

tados, se puede determinar el correspondiente conjunto de alcanzabilidad

Q(T) en cada instante T > 0 para (2.10).

Teorema 2.1. En la familia de ecuaciones diferenciales (2.10) se supone que los
parametros satisfacen las desigualdades: 0 < ; < wy 8 > 0. Entonces la frontera
del conjunto de alcanzabilidad Q(T) de esta familia de ecuaciones diferenciales
se describe por la trayectoria suave a trozos:

h(0) = Ch(0), 0¢€[m+Limm+3n],

donde C es la matriz que se define en (2.11) y h: [m + %n, m+ %71'] — Q(T) se
define en (2.29) para cada T > 0 que satisface 9T € [nx, (n+1)x] conn = [T].
Las itersecciones del conjunto de alcanzabilidad Q(T) con el eje y, = 0 se dan
en +a,,1 = +Ca e, donde:

Gel = i%(l +A?) Z A% (1) : (2.33<)
@ k=0 g

Como consecuencia del Teorema 2.1, se puede considerar ahora el pro-
blema de determinar los conjuntos de alcanzabilidad Q de las familias de
ecuaciones diferenciales (2.10) y (2.12) empleando las expresiones obteni-
das. Esto se sigue de observar primero que las expresiones de las funciones
vectoriales h: [0,0] — Q(T), p=: o — R?y qt: Ju1 — R? que se
definen respectivamente en (2.29), (2.30) y (2.31), son validas para cada
n € IN. Por lo tanto, surge de manera natural la interrogante sobre el com-
portamiento de estas funciones cuando n — oo.

Q=76 J=u»
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La definicidn de las funciones h; y h; en la representacién (2.29) permite
analizar la estructura de la frontera de los conjuntos de alcanzabilidad Q(T)
cuando T — oo. Este limite describe la frontera del conjunto de alcanzabili-
dad Q de la familia de ecuaciones diferenciales (2.12).

En la comprobacién de esta tarea, se observa primero que

91T1£>nooﬁ(T) - 91T1£>nooﬁ(T) =0,

mientras que

n n+l A2
lim A2k = lim E A2k = m,
—00 —00 —
B A

y, por consiguiente, el conjunto de alcanzabilidad Q de la familia de ecua-
ciones diferenciales (2.12) se describe por la funcion vectorial

0. 2.34<
W) =3 1_A2(h2(9), 0 € [0, 04] (2.34<)
donde

B (0) = A2 —1+20%%(250), 6y < 0 < 6o,

BT 1 - A2 42086 (50), 0, <60 < 0,

2A°f (252), 00 < 0 < 05,

h5(0) =
2(8) {ZASﬁ('"T?@), 62 < 6 < 6y

Las intersecciones de esta funcidn vectorial con el eje z; = 0 se obtienen a
partir del limite +&* de la sucesién de puntos {+a,},c, €l cual resulta de
la siguiente cadena de igualdades:

) - § 1+A?
+a” =+ an}oa" = i5(1 +A2)ZA2k (1) = ig . m (é)
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es decir,

J 29

Los valores (2.35) y la definicién de la funcién (2.34) permiten concluir que,
de acuerdo con el método de transformaciones puntuales discutido en la Sec-
cién 1.4, el conjunto de alcanzabilidad Q de la familia de ecuaciones diferen-
ciales (2.12) es un conjunto cerrado y acotado, lo cual permite determinar
el conjunto de alcanzabilidad @ de la familia de ecuaciones diferenciales
(2.10). Los resultados se resumen de la siguiente manera.

tat = 22 coth (@) (é) . (2.35<0)

Teorema 2.2. En la familia de ecuaciones diferenciales (2.10) se supone que
los parametros satisfacen las desigualdades: 0 < y < w y § > 0. Entonces
el conjunto de alcanzabilidad Q de esta familia de ecuaciones diferenciales es
cerrado y acotado, y su frontera se describe por la trayectoria suave a trozos:

i;*(@) :Ch*(@), 0 e [m+%ﬂ_',m+gﬂ_’]’

donde C se defineen (2.11) yh*: [m+ %n, m+ gn] — Q(T) se define en (2.34).
Las intersecciones de la frontera de este conjunto de alcanzabilidad con el eje
yo = 0 se dan en los puntos +a@* = +Ca*, donde:

15" =22 coth (@) (1) . (2.36<)
w

La importancia e interpretacién geométrica del punto a” que se describe
en el Teorema 2.2 sera analizada posteriormente en el Capitulo 3. Con este
propésito, es pertinente observar en (2.35) que los puntos +a* dependen
linealmente del parametro 6 > 0 que describe la cota de las perturbaciones
externas Us.

El siguiente ejemplo permite concluir los casos que se han analizado par-
cialmente en los Ejemplos 2.1 a 2.3.

4 Ejemplo 2.4. Se considera como conclusién de los Ejemplos 2.1 a 2.3
la familia de ecuaciones diferenciales (2.12), en los que se han elegido los
siguientes valores numéricos: v = 1.0, y = 0.2y § = 1.0.

Q=78 J=m»
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Figura 2.15. Conjunto de alcanzabilidad Q y los conjuntos de alcanzabilidad Q(Tj) de los Ejemplos 2.1
a 2.3 cuando 0 < 9T < 3.

De acuerdo con los resultados del Teorema 2.2, se puede determinar el
conjunto de alcanzabilidad Q de esta familia de ecuaciones diferenciales,
cuya frontera cruza al eje zo = 0 en

o ~ (3.2914)
0 .
En la Figura 2.15 se muestran los conjuntos de alcanzabilidad Q(T;) que se
obtuvieron en los Ejemplos 2.1 a 2.3, asi como el conjunto de alcanzabilidad
Q de esta familia de ecuaciones diferenciales. Se puede observar el grado
de aproximacion de los conjuntos de alcanzabilidad Q(T;) a la frontera del
conjunto de alcanzabilidad Q y, por consiguiente, es claro que si se requiere
una mejor aproximacion, es necesario realizar mds iteraciones.

Q=79 J=u>
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Figura 2.16. Conjunto de alcanzabilidad Q y los conjuntos de alcanzabilidad Q(Tj ) de los Ejemplos 2.1
a 2.3 cuando 0 < 9T < 3.

Por otra parte, si se emplea la transformacién y = Cz, donde C es la
matriz que se define en (2.11), se obtiene el conjunto de alcanzabilidad Q
para la familia de ecuaciones diferenciales (2.10), el cual se muestra en la
Figura 2.16. La interseccidn de este conjunto con el eje y, = 0 se obtiene en
los puntos +a” = +Ca*, donde C es la matriz no singular que se define en

21Dy
&~ 3.2249
~ 0 )
Estos valores se muestran en la Figura 2.16. —_EEN

En la construccién que se ha desarrollado en los Ejemplos 2.1 a 2.4, se
observa que para los valores numéricos que se han elegido para los parame-

@=(50 =
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tros 0 < u < w, los conjuntos de alcanzabilidad Q(T), cuando 0 < 9T < 3=,
distan de aproximar de forma eficiente los correspondientes conjuntos de al-
canzabilidad Q de la familia de ecuaciones diferenciales (2.10) y (2.12), por
consiguiente, se observa de las expresiones que definen las funciones vecto-
riales (2.29) y (2.34), que el grado de aproximacién depende en esencia de
los valores de estos parametros>.

Como caso particular, se observa que si los parametros estan relacionados
por una desigualdad del tipo 0 < A < 1, entonces el nimero de iteraciones
que se requieren para aproximar las correspondientes fronteras del conjunto
de alcanzabilidad puede ser no muy grande. La justificaciéon de la afirmacion
anterior se sigue de observar que, si esta desigualdad es valida, entonces
las sucesiones de sumas parciales Y;_, A% y ¥7*] A% aproximan la serie
o0 A% = (1 - A%)7! con un niimero no muy grande de sumandos. En tal
situacién, la aproximacion dependera de los valores de T en las expresiones
fi(T) y f2(T). No obstante, es claro que tal condicién no es suficiente.

Es claro, por otra parte, que el método no describe propiedades adiciona-
les sobre el conjunto de alcanzabilidad Q de la familia de sistemas de ecua-
ciones diferenciales (2.10) o (2.12). En el siguiente capitulo se considera
un método distinto para determinar estos conjuntos y se establecen también
algunas propiedades que serdn de utilidad.

SEn el Ejemplo 3.2 de la Pdgina 118 se muestra un caso particular en el cual los conjuntos de alcanzabilidad
Q(T) cuando T — (3x)~, aproximan de forma eficiente la frontera del conjunto de alcanzabilidad Q de la
familia de sistemas de ecuaciones diferenciales (2.10) para ciertos valores de los pardmetros.

@=( 81 J=u



Planteamiento del problema de
maxima desviacion

La temadtica del arte debe consistir en el hombre y
sus problemas.

David Alfaro Siqueiros (1896-1974)
Pintor mexicano

En este apartado se presenta un planteamiento alternativo sobre el problema de
maxima desviacion. Este método se emplea para determinar conjuntos de alcanza-
bilidad Q mediante la estimacién de su frontera. Los resultados se emplean para

establecer un criterio de estabilidad robusta para un sistema mecanico controlable
que admite impactos.

3.1. Introduccion

Un problema de interés en el estudio cualitativo de las soluciones de ecuacio-
nes diferenciales ordinarias es, desde sus origenes de la teoria desarrollada
por Aleksander Mijailovich Lyapunov en el afio 1892, el estudio de la esta-
bilidad de sus soluciones, es decir, el estudio de como cambian las solucio-
nes bajo pequefias modificaciones de las condiciones iniciales, ver Lyapunov
(1966). En el caso de sistemas de ecuaciones diferenciales lineales

Y = Ay, (3.1

82
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donde A = (a;;) es una matriz constante de tamafio nxn, existen condiciones
que determinan la estabilidad de la solucién estacionaria y(¢) = 0, las cuales
dependen de los valores propios de la matriz A, ver Sanchez (1968). No
obstante, los sistemas no lineales tales como

y=Ay+g(y.t), y0) =y, y(t) el (3.2

donde g: R™! — R" es una funcién no lineal con derivadas parciales conti-
nuas, admiten una variedad de comportamientos mucho mas amplios debido
a la presencia del término g(y, t). En tal caso, determinar criterios de estabi-
lidad de los puntos de equilibrio, soluciones triviales, es un buen acercamien-
to a conocer el comportamiento de las soluciones del sistema de ecuaciones
diferenciales (3.2), aun cuando exista incertidumbre sobre la eleccién de la
funcién no lineal g(y, t). En este sentido, los matemdticos David M. Grobman
y Philip Hartman probaron de manera independiente, el primero en 1859 y
el segundo en 1860, que en alguna vecindad de un punto de equilibrio hi-
perbdlico, un sistema como (3.2) presenta un comportamiento equivalente
al del sistema lineal (3.1), ver Sotomayor (1979) y Perko (2001).

Un método prdctico que se emplea para abordar este problema, en un caso
particular, se describe a continuacién. Se supone que se desconoce la forma
exacta de la funcion g(y, t) debido a los procesos de modelacién, o bien, de-
bido al ajuste de ciertos parametros que son no conocidos, y que sélo se tiene
cierta informacion adicional, por ejemplo, que es acotada: 0 < ||g(y, t)|| < J.
Si esta situacion ocurre, surge la siguiente interrogante: ¢se pueden obtener
condiciones para garantizar la estabilidad de la solucién trivial del sistema
y conocer de forma explicita la vecindad que se describe en los resultados
de Grobman y Hartman? Una manera de dar una estimacion a la respuesta
de esta pregunta consiste en reemplazar el andlisis de la dindmica del sis-
tema (3.2) y estudiar la dindmica de un sistema de ecuaciones diferenciales
auxiliar con lado derecho discontinuo

y=Ay+bu(t), y(0) =y, y(t)eR" (3.3

donde u(t) es una perturbacion que pertenece a algtin conjunto Uy de fun-
ciones escalares acotadas: |u(t)| < § para todo t > 0.

@ == 83 J=mw
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El comportamiento de las soluciones de este sistema para un instante
T > 0 es un resultado conocido, y surge como una aplicacién en el afio 1939
en un problema de optimizacién planteado por Boris Vladimirovich Bulgakov
conocido como problema de acumulacion de perturbaciones, ver Elishakoff y
Ohsaki (2010). El problema consiste en el estudio de la maxima desviacion
de un giréscopo en un barco cuando este cambia el rumbo de su movimiento,
ver Bulgakov (1939). La solucién de este problema dio origen al problema
sobre la mdxima desviacion de una coordenada del sistema lineal (3.3) en
un instante T > 0. Bulgakov demostré que la peor situacidon se presenta
cuando el barco lleva la maxima velocidad hacia adelante, o hacia atras, a
lo largo de un meridiano, invirtiendo el curso en cada semiperiodo de las
oscilaciones del giréscopo Bulgakov (1946).

Los sistemas lineales amortiguados con parametros
constantes no pueden desarrollar oscilaciones for-
zadas no acotadas si las perturbaciones son finitas.
...alcanza su valor mdximo m,(t) si la magnitud
absoluta de yj (¢t — 7) toma el valor [,, mientras que
su signo cambia para hacer que todos los elemen-
tos de la integral y los otros dos términos sean po-
sitivos. En otras palabras, el signo de y,, (t — 7) de-
be modificarse en = t1,fp, ..., y posiblemente en
T = 0,tj, siendo ¢; las raices positivas sucesivas de
la ecuacién fi, (1) = 0.

B. V. Bulgakov (Cientifico ruso)
1900-1952

En este sentido, el planteamiento del problema de mdxima desviacion en el
sentido de Bulgakov se puede considerar como sigue. Se supone que z descri-
be el movimiento real de cierto proceso en el espacio de estados R", mientras
que z? representa un movimiento deseado para dicho proceso. Luego, se pue-
de suponer que la desviacion del proceso en cada instante ¢t > O se describe
por y = z—z%, y que esta variable admite la representacién del sistema lineal
de ecuaciones diferenciales

y=Ay+bu(t), y(0)=0, y(t)ecR" (3.4<)
- [
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donde u(t) es una perturbacién escalar externa que satisface la inclusién
u(t) € Us ={u(t) e PC(R) | lu(r)| < 8}, (3.5

donde PC(R) denota el conjunto de funciones continuas a trozos sobre R y
d > 0 es una constante.

Se observa que el par (3.4)-(3.5) define formalmente una familia de sis-
temas de ecuaciones diferenciales con la propiedad de que cada elemento
(3.4) es indexado por la elecciéon de una perturbacién externa u(t) € Us.

El planteamiento del problema de mdxima desviacion en el sentido de
Bulgakov de la k-ésima coordenada y, de la solucién y, de la familia de
sistemas de ecuaciones diferenciales (3.4)-(3.5), es considerado como el si-
guiente problema de optimizacién, ver Aleksandrov et al. (2005):

sup |yk(T)I, (3.6<)
u(t)eUs
donde T > 0 es un instante fijo para el proceso descrito por (3.4)—(3.5).

La solucion al problema de optimizacion (3.6) permite determinar una
perturbacidn externa umsx(t) € Us, denominada peor perturbacion externa,
mediante la cual es posible determinar la maxima desviacion |y (T)| de los
elementos de la familia de ecuaciones diferenciales (3.4)—(3.5). El procedi-
miento que se sigue para determinar la maxima desviacion de la primera
coordenada es el siguiente: la solucién general de uno de los elementos de
la familia de sistemas de ecuaciones diferenciales (3.4)—(3.5) para una per-
turbacion u(t) € Uy se escribe como

t
y,(t) = f A bu(s) ds
0

donde e denota la matriz exponencial de la matriz A. Por lo tanto, la prime-
ra coordenada de y,, en el instante T > 0 se escribe como y;(T) = e]y,(T),
donde e; = (1,0,...,0)" es el primer vector canénico de la base del espacio
de fases R". Asi

T
y1(T) = f el T Dpu(r) dt. (3.7
0

@ == 85 J=m»
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Si la funcién escalar e, TeAT-)p es idénticamente cero, entonces el sistema
de ecuaciones diferenciales (3.4)-(3.5) no es perturbado con respecto a la
coordenada y; en el instante T, ya que en tal situacién y;(T) = e] ey, (0)
para cada u(t) € Us. Por otra parte, si

e]e? ™™D 20 para te[0,T],

el sistema (3.4)—(3.5) es perturbado con respecto a la coordenada y; en el
instante T, y es evidente de (3.7) que para alcanzar el valor maximo de la
coordenada y; en el momento T es necesario y suficiente que la perturba-
cién u(t) tome los valores maximos +8 o —d, dependiendo de si la funciéon
elTeA(T‘t)b es positiva o negativa. Si existen puntos ¢; > O,conj =1,2,...,m,
donde esta funcién es igual a cero, la perturbacién u(t) puede tomar algtin
valor entre +8 y —J, pero tales puntos son inicamente un numero finito en
vista de la analiticidad de la funcién e] eAT="b, por lo tanto, el valor de la in-
tegral (3.7) no cambiard si se toma u(t;) = Opara j = 1,2,..., m. Dicho valor
corresponde con la selecciéon de norma minima descrita en la Seccion 1.3.

De esta manera, se obtiene la funcién que determina la peor perturbacion
externa que da solucién al planteamiento del problema de maxima desvia-
cién en el sentido de Bulgakov que se describe en (3.6):

umax(t) = Ssign(e] eATYb) t e [0,T]. (3.8<)

Si se sustituye esta perturbacion en el sistema de ecuaciones diferenciales
(3.4), y la correspondiente solucién es y,, (1) = (yrlnax(t) L YPE() T, en-
tonces de la ecuacion (3.7) se obtiene la representac1on de la primera coor-
denada de la familia de sistemas de ecuaciones diferenciales (3.4)—(3.5):

T
y(T) = § J le] eATDp| dt. (3.9
0

Las expresiones (3.8) y (3.9) corresponden a la solucién del problema de
optimizacion (3.6) en el conjunto Usy.

Este procedimiento se puede repetir si se desea determinar la maxima
desviacién de la coordenada y; de las soluciones de la familia de sistemas de
ecuaciones diferenciales (3.4)—(3.5) paracada j=1,...,n.
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Por consiguiente, si se emplea la norma vectorial

= max |yil,
Iyl = méx |y,
entonces tiene lugar la siguiente desigualdad para cada una de las soluciones
de los elementos de la familia de sistemas de ecuaciones diferenciales (3.4)—
(3.5) en cada instante T > O fijo

v (Dl = méx [y;(T)] < & mdx a;(T), (3.10)

donde .
a;i(T) = J leTe*T"0p| dt,
0

y e; es el j-ésimo vector candnico correspondiente a la base del espacio de
fases R". El pardmetro
aj™*(T) = da;(T)

es llamado mdxima desviacion de la coordenada y; de la solucién y,, en el
instante T > 0.

La interpretacién geométrica del problema de méaxima desviacién en el
sentido de Bulgakov es como sigue. Si en el problema de valores iniciales
(3.4) se elige la peor perturbacion ums(t) = § sign(eJT eAT=1p) y otra pertur-
bacioén i(t) € Us, entonces las coordenadas y;.néx(t) y §;(t) de las soluciones
Y, (1) v §;(t), satisfacen las siguientes inclusiones

y"(t) € Ri(T), §;(t) € Ry(T), te[0,T],

donde , ,
Ry(T) = [0,T] x [~a™(T), a™¥(T)],

mientras que |§;(T)| < |y}né"(T)| = a}né"(T), como se muestra en la Figu-
ra 3.1. Por lo tanto, para cada t € [0, T| y cada eleccién u(t) € Us, la corres-
pondiente solucién y,, del sistema (3.4)—(3.5) posee como cota el estimado
que se describe en (3.10).

Q= 87 J=m>
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Yi
&% (T) }f}néx(T)
R;(T) g;(T)
d —
—aM(T)

Figura 3.1. Mdxima desviacién en el sentido de Bulgakov para la coordenada y;.

El problema de méxima desviacién en el sentido de Bulgakov sobre la acu-
mulacién de perturbaciones es de interés por el hecho de ser un problema
en el que se analizan sistemas de ecuaciones diferenciales en los que existe
incertidumbre respecto a perturbaciones externas. En estos sistemas, el pro-
blema de hallar el médulo maximo de una coordenada de una solucién y (T)
en un instante T > 0 se puede emplear para cubrir necesidades précticas en
algunas aplicaciones.

Esta descripcion geométrica permite formular la siguiente interrogante
que surge de manera natural: ¢Cudl debe ser el menor conjunto de alcan-
zabilidad Q(T) en el espacio de estados R" que contiene las soluciones de
cada uno de los elementos de la familia de ecuaciones diferenciales (3.4)—
(3.5) dado un instante T > 0?! En los siguientes apartados se muestra que
el problema de hallar amplitudes mé&ximas de oscilacién en una coordenada
yr(T) cuando T — oo permite, a su vez, establecer un criterio de estabilidad
robusta respecto a las soluciones triviales.

1El significado de la frase el menor conjunto Q(T) se considera en el sentido topolégico sobre la contencién de
conjuntos.
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3.2. Formulacion del problema de maxima desviacion en el plano

Cuando decia en 1980 a mis amigos que estaba
trabajando con H. Hubbard en el estudio de poli-
nomios de grado 2 en variable compleja..., me pre-
guntaban: ¢{Y esperas encontrar algo nuevo?

Adrien Douady (1935-2006)
Matematico francés

La formulacién del problema de méaxima desviacion con respecto a una coor-
denada, el cual describe una generalizacion del problema de maxima desvia-
cién en el sentido de Bulgakov, ver Aleksandrov et al. (2005), se considera
para la familia de ecuaciones diferenciales de orden dos con una perturba-
cién externa:

i + 2419 + 0%y = bu(1),

donde u(t) es una funcién escalar que satisface la inclusién
u(t) € Us = {u(t) e PC(R) | lu(r)| < 6},

PC(R) denota el conjunto de funciones continuas a trozos, p y @ son pa-
rametros que satisfacen la desigualdad 0 < p < w, y & > 0 es una cons-
tante que determina los recursos disponibles del conjunto de perturbaciones
externas Us. La familia de ecuaciones diferenciales descrita se puede consi-
derar como una generalizacion del problema de Ya. N. Roitenberg sobre la
construccién de auto oscilaciones mediante la sintesis de un control para un
sistema dindmico de orden dos que se discutid en la Subseccion 1.4.1.

Tomando y; = yyy2 = y, la familia de ecuaciones diferenciales propuesta
es equivalente a la familia de sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias
con una perturbacién externa definidas en el plano:

n-e (3.11<Q
U = —wy1 — 2uys + bu(t).

El planteamiento del problema de méaxima desviacién exige cierto carac-
ter oscilatorio de las soluciones y, de la familia de sistemas de ecuaciones
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diferenciales (3.11) respecto a la coordenada y;, la cual, naturalmente, de-
pende de la eleccién de la perturbacidn externa u(t) € Uy. En este sentido
se considera la siguiente:

Definicion 3.1. La solucién y,(¢) de (3.11) asociada a una perturbacién externa
u(t) € Us y una condicién inicial y,,(0) = y,, es oscilante respecto a una coor-
denada, si esta coordenada sobre [0, ) cambia de signo un nimero infinito de
veces. En caso contrario, si la solucién y,(t) no es oscilante respecto a alguna
coordenada, la solucién es no oscilante respecto a coordenadas.

Se observa de la Definiciéon 3.1 que si para alguna eleccién u(t) € Us
la correspondiente solucién y, del sistema (3.11) es oscilante respecto a la
coordenada y;, también lo es respecto a la coordenada y2. No obstante, el
reciproco es falso. En la Figura 3.2 se muestra una situacion en la cual una
solucién y, es oscilante respecto a la coordenada y, = 7;, pero no lo es
respecto a la coordenada y;.

U1

Figura 3.2. Solucién oscilante respecto a yy y no oscilante respecto a yj.

La formulacién del problema de mdxima desviacion que se considera a
continuacién, es una adaptacién de la formulacién que se presenta en las
referencias: Zhermolenko (1980) y Aleksandrov et al. (2005).

Se define el conjunto

2={(y1y2) ly1 € Ryy2 =0}

y se considera el problema de determinar soluciones en los sistemas de ecua-
ciones diferenciales (3.11) con las siguientes caracteristicas. Sin pérdida de
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generalidad, se supone que la condicién inicial para cada uno de los elemen-
tos de (3.11) es de la forma
o
efs)

de tal manera que este punto pertenece al conjunto

%y ={(y.y2) ly1 >0y y2 = 0}.

Por lo tanto, y1(0) = ap y y2(0) = 0. Se desea determinar, si es que existe,
una perturbacién externa u(t) € Us con la propiedad de que la solucién
correspondiente y, cruce por vez primera en algun instante #; > 0 finito al
conjunto

- ={(y1.y2) |yr <0yy2 =0},
y tal que la primera coordenada del punto de interseccién sea solucion del
problema de optimizacién

inf t1),
u(t)eUs y1(ta)

bajo el supuesto de que y,(t) # 0 para cada t € (0, ;).

Se resalta que el instante ¢; > 0, en el cual cada solucién y, asociada a
cada perturbacién externa u(t) € Uy cruza al conjunto X_, no es fijo y que,
en general, dicho instante depende de la eleccién de la perturbacién externa
u(t) € Us que se considere.

Cuando el problema de optimizacién planteado admite solucion, se dice
que el conjunto de soluciones y, posee mdxima desviacidn respecto a la coor-
denada y1, y la correspondiente mdxima desviacién se denota por ainéx. La
perturbacién que da solucidén a este problema de optimizacién se denomina
peor perturbacion externa, la cual se denota por uyx(t).

Siy, (1) = (y1(t),y2(t)) " denota la solucién asociada a la peor per-
turbacion externa umsx(t), entonces existe un instante t{né‘x > 0 tal que la
correspondiente maxima desviacién satisface la ecuacion —a{“éx = yl(t{“éx),
tal como se muestra en la Figura 3.3. En este caso, el punto

—a

, max
P11 = yuméx(tinax) - ( 6 )

Q=91 J=m
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U1
max | _
) ]
[24y) ‘ | ‘
tmaX | tmaX
1 1 3
T ,
to=0 | tx | t
max | |
—al D |
4 |
_oméx )
a3

Figura 3.3. Interpretacién geométrica del problema de maxima desviacion en el conjunto de soluciones
que son oscilantes respecto a la coordenada y; en la familia de sistemas de ecuaciones diferenciales
(3.11).

es un elemento de ¥_, tal como se muestra en la Figura 3.4.
El problema de mdxima desviacién respecto a la coordenada y; se puede
presentar de forma equivalente al problema de optimizacién:

sup |y1(t1)|
u(t)eUs
y1(0) =ao, 91(0)=0, :1(t1) =0,

y1(t) # 0 para todo t € (0, 7).

Se puede entonces plantear nuevamente el siguiente problema de ma-
xima desviacién: desde p; en X_ se determina, si existe, una perturbacién
externa u(t) € Us que conduzca a la correspondiente solucién hasta un
nuevo punto p, en X, en un instante ¢, > tiné" finito, de forma tal que la
primera coordenada del punto de interseccién p, sea solucién del problema
de optimizacion

sup y1(t2)
u(t)eUs
ytal que y,(t) # O paracadat € (tinéx, t2), como se muestra en la Figura 3.4.

Si existe solucién al problema de optimizacion, se dice nuevamente que
el conjunto de soluciones y, admite mdxima desviacion respecto a la coor-
denada y1, y la correspondiente mdxima desviacién se denota por agléx. La

Q=92 =
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Y2

>_| Po

P1\// >y P2 9

Figura 3.4. Interpretacion de los conjuntos 24 y 2_ en la construccién de una oscilacién en el problema

de méxima desviacion respecto a la coordenada y; .

perturbacién externa que da solucidén a este nuevo problema de optimizacién
también se denomina peor perturbacion externa y se denota de igual manera
POT Upx(1).

La solucién y, . () = (y1(1), y2(t)) " asociada a la peor perturbacion ex-
terna implica la existencia de un instante tglax > t?ax tal que el valor de la
correspondiente maxima desviacion satisface la ecuacién amax =1 (tmax)
tal como se observa en la Figura 3.3. Se sigue entonces que

_ maxy _ Ofgl ax
P2 _yuméx(tZ ) - 0
es un elemento de 3., ver la Figura 3.4.
Una vez mas, el problema de maxima desviacién respecto a la coordenada
y1 se puede presentar de forma equivalente al problema de optimizacion:

sup |y1(t2)|
u(t)ells

y1(79) = =™, §1(57™) =0, 91(ta) =0
y1(t) # O paratodo t € (tmax, 9).
El procedimiento descrito se puede iterar y, con ello, formular problemas
de optimizacién andlogos, lo cual permite construir una soluciény, () os-

Q= 93 J=m»



Capitulo 3. Planteamiento del problema de maxima desviaciéon | [ 1)

cilatoria que posee maximas desviaciones a"®, ay'®, ... respecto a la coor-
denada y; en ciertos instantes ti“ax, té“ax, ..., yla cual cruza de forma iterativa
los conjuntos X_ y X,.

3.3. Conjuntos de alcanzabilidad desde un punto en un semiplano

Se presenta ahora un método geométrico que permite determinar una per-
turbacién externa u(t) € Us, bajo la cual, es posible hallar el conjunto de
maximas desviaciones sobre el eje y; para la familia de sistemas de ecuacio-
nes diferenciales (3.11).

Se supone que el espacio de estados Q = R? es dividido en dos semies-
pacios

Q={(yry2) €R*|y2>0} vy Q_ ={(y1.y2) € R*|y2 < 0}

y que en ellos se considera el movimiento de un sistema dindmico gobernado
por un sistema de dos ecuaciones diferenciales no lineales auténomas depen-
dientes de una perturbacion externa, sobre la cual se conoce inicamente que
es acotada y continua a trozos:

g1 = fi(y1,y2, u(t)), .
12<
i = f3(u1, ys, u(D)), (y1(),y2(1)) " € Q, (3.12<)

donde
u(t) € Us = {u(t) € PC(R) | lu(t)| < 6}.

Se elige el vector de condiciones iniciales para cada uno de los elementos de
la familia de sistemas de ecuaciones diferenciales (3.12) en la forma

—a
Poz( 00), ap > 0.

Sin pérdida de generalidad, se supone que fi(y1, y2, u(t)) > O para cual-
quier eleccién u(t) € Uy, de tal manera que conforme se incremente el tiem-
po t > 0, la variable de estado y; () de la solucién y, (¢) = (y1(t),y2(t))"
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se incrementa también desde el estado inicial. El supuesto anterior permite
concluir que el vector de condiciones iniciales p, no es un punto estacio-
nario del sistema (3.12), es decir, que la funcién constante y,(t) = p, no
es solucién de (3.12). Se supone también que existe un intervalo [0, T] con
T > 0, tal que para cada eleccién de la perturbacién externa u(t) € Us, la
correspondiente trayectoria solucién y,: [0,T] — Q de (3.12), definida en
el sentido de Filippov, ver la Seccién 1.2, y que comienza en el punto p,
corta por segunda vez el eje y, = 0 en algun punto ¢, € [0,T], es decir,

wit) =("67).

Cada estado y, (t,) e instante t, € [0, T] dependen de la eleccién u(t) € Us.
Asiy,(t) € Q, paratodo t € (0,1,).

Se define el conjunto S( p,) conformado por los estados de la forma y,,(t,)
asociados a cada perturbacion externa u(t) € Us, es decir, estados que per-
tenecen al conjunto 92, N9Q_, vy a los cuales se puede llegar a través de una
trayectoria solucién del sistema (3.12) asociada a la eleccién de una funcién
u(t) € Us que inicia en p,. Por lo tanto,

Stpo) = | {wu(t)} (3.13<Q

u(t)eUs

El conjunto S(p,) se llama segmento de alcanzabilidad desde p,. En la Figu-
ra 3.5 se muestra un esquema de dicho conjunto y dos trayectorias solucién
asociadas a dos elecciones u1(t) y us(t) en Us.

Se puede comprobar de forma directa que S(p,) N [y1(ty,), y1(tu,)] €s
en si un conjunto convexo, debido a que Uy es un conjunto convexo ¥, por
consiguiente, S(p,) resulta ser un intervalo.

Es claro de la construccién de S(p,), que este conjunto es acotado infe-
riormente por —ap y que —ag ¢ S(p,), ya que p, no es un punto estacionario
del sistema (3.12). Ademas, este conjunto es también acotado superiormente
debido al supuesto de que toda trayectoria solucién y, (), asociada a alguna
eleccién u(t) € Uy, corta el eje yo = 0 en algtn instante t, € [0, T]. Por lo
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Y2

Ve

PO yl(tu1) yl(tug)

Y,,, (10, 1, ])

yul ( [O’ tul])

A1

Figura 3.5. Segmento lineal de alcanzabilidad.

tanto, es apropiado considerar el siguiente problema de optimizacion:

sup  S(po), (3.14<
u(t)eUs
Un razonamiento andlogo permite considerar la posibilidad de resolver el
problema de optimizacién opuesto

u(;)réf% S(po)- (3.15«)
Los planteamientos de los problemas de optimizacién (3.14) y (3.15) tie-
nen la siguiente interpretacién geométrica respecto a las trayectorias solu-
cién de la ecuacion diferencial (3.12): se desean determinar funciones umj (t)
Y umzax(t) en Us que permitan hallar la minima y mdxima variacion de am-
plitud de oscilacion de las soluciones de la ecuacion diferencial (3.12), al de-
terminar la menor y mayor distancia del origen de coordenadas al punto de
interseccion de las soluciones de (3.12) con el eje y, = 0. Cuando esta mini-
ma y maxima variacion existen, se denominan minima desviacion y mdxima
desviacién de la coordenada y;, respectivamente, y se denotan por air“'n y
a‘lnéx. En tal caso, las perturbaciones umi, (t) V umax(t) en Us que generan
las correspondientes minima desviacién y maxima desviacién, son llamadas
mejor perturbacion externa y peor perturbacion externa, respectivamente.
La solucién de los problemas de optimizacién (3.14) y (3.15) conllevan
asociado el problema de determinar simultdneamente instantes t?fn y ti“éx
en los cuales se alcanzan la minima desviacién y la maxima desviacion.
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La interpretacidon geométrica para el planteamiento del problema de ma-
xima desviacién es equivalente al planteamiento que se realizé en la Sec-
cién 3.1 del problema de optimizacion respecto de la primera coordenada
y7 de las soluciones del sistema de ecuaciones diferenciales (3.12):

sup |y1(t,)]
u(t)ells
y1(0) =-ao, ¥1(0) =0, y1(t,) =0,

y1(t) # O paratodo t € (0, t,).
Si existe una funcién unx(t) € Us y un instante tinéx € [0,T] que corres-
pondan a la solucion a este problema de optimizacién, entonces la solucién

y1(t) méx
t = 5 O S t S t 3
yuméx( ) (yZ(t)) 1

describe la trayectoria que permite obtener la maxima desviacion de la coor-
denada y; en el sistema de ecuaciones diferenciales (3.12), la cual queda
descrita por la ecuacién a{“éx =1 (t{“éx). Por lo tanto, se obtiene la solucion
del problema de optimizacién (3.14):
o = sup S(py),
u(t)eUs

y, en tal situacion, se define el segmento de trayectoria

Brnéx(£0) = {Y1,, (1) | £ € 0,675},

el cual se denomina trayectoria de mdxima desviacion.

La misma interpretaciéon geométrica se obtiene al resolver el problema
de minima desviacién sobre el sistema de ecuaciones diferenciales (3.12), lo
cual requiere determinar de forma andloga una funcién uny, (t) € Us y un
instante tinin € [0, T] que definan la trayectoria de minima desviacion

Bunin(P0) = {#,,, (1) | £ € (0,671},
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como se muestra en la Figura 3.6. En tal caso se obtiene
min ,
a;’m = inf S .
U uens (o)

Yo
Bméx(Po)

Bmin (PO)

; ‘ 1
Po min max Y
%

Figura 3.6. Interpretacién geométrica de la trayectoria de minima desviacién By, (pg), la trayectoria
max

1%, y el conjunto

de maxima desviacién By, (pp), la minima desviacién ™", la méxima desviacién o

de alcanzabilidad F(pg) desde pg.

Se observa que, resolver el problema de maxima desviacién, o bien, el
problema de minima desviacién, es equivalente a determinar el conjunto
Bmax(py), o bien, el correspondiente conjunto Bp, (p,)-

Se define el subconjunto F(p,) de Q, conformado por las trayectorias
solucion de (3.12) que se obtienen para cada eleccion u(t) € Uy, que sa-
tisfacen la condicién inicial p, y que se hallan en Q.. El conjunto F(p,) se
llama conjunto de alcanzabilidad desde el punto p en el semiplano Q2. En la
Figura 3.6 se muestra un esquema que ilustra la construcciéon del conjunto
F(po).

En lo que sigue se muestra un método que permite obtener una des-
cripcién del conjunto de alcanzabilidad S(p,) y los conjuntos By (py) ¥
Bmax(py), los cuales se obtienen de la familia del sistema de ecuaciones dife-
renciales (3.12). Tal método es una adaptacion de Formal’skii (2010, 2015).

Como fi(y1,y2, u(t)) > 0, se puede escribir de forma equivalente la fami-
lia de sistemas de ecuaciones diferenciales (3.12) en la familia de ecuaciones

2En la literatura en inglés, al conjunto F(p) se le suele llamar integral funnel, reachability set, o bien, attaina-
bility set, ver Butkovskiy (1991) y Formal’skii (2015).
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diferenciales de primer orden:

d
d—zj = fynynu(t), y2(~ao) =0, u(t)eUs, (3.16<)

donde

_ fa(y1,y2, u(t))
flyr, yo, u(t)) = f1—(y1,yz,u(t))'

Se considera la perturbacion upsx(t) € Us que determina el mayor valor de
la derivada en la ecuacion diferencial (3.16), es decir,

u(t)eUs

Uméx (1) = al’g{ sup f(yl,yz,u(t))}- (3.17<

Si y'®™*: [~ap, a"™*] — R denota la solucién de la ecuacién diferencial

dys

d—zl = (Y1, Y2, umax (1)),  y2(-ao) =0,
donde a‘lnéx > —aq es el primer estado en el cual y?éx(a?é") = 0, entonces
se debe satisfacer

Bmax(po) = {(y1,y£“é"(y1)) y1 € (—ap, " } (3.18<)

Para ver que esto es asi, basta observar que si se elige otra perturbacion
u(t) € Us tal que la correspondiente solucién y, (¢) = (y1(t),y2(t)) " de la
ecuacion diferencial (3.16) inicia en p,, tiene la propiedad de alcanzar un
punto (y9,45(y?)) del conjunto Bysx(p,), y estar por encima de la curva

Bmax(py) para y; > y(l’, entonces en dicho punto se satisface la desigualdad

FEy @), u(t) > £ y5™(10), umax (1)), (3.19<)

o bien, la solucién ygléxz [—ao, agnéx] — IR no es tnica. No obstante, esto no
puede ser asi, ya que en el primer caso, si la desigualdad (3.19) es vdlida,
entonces se contradice la definicién de la funcién (3.17), mientras que en el
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segundo caso, se ha supuesto que la solucién que inicia en p, es unica. Por
lo tanto, el supuesto (3.18) se debe satisfacer.

Se sigue de esto que B (p,) describe la frontera superior del conjunto
de alcanzabilidad F(p,).

Si ahora se considera la funcién uy, (t) € Us que minimiza la derivada
en la ecuacion diferencial (3.16), es decir, la funcion

min(£) = arg{ inf f(yl,yz,uu))}, (3.200
u(t)eUs

yyy i [—ao, a7""] — R denota la solucién de la ecuacién diferencial

d
d_y2 = f(y].: yz: umin(t))’ y2(_a0) = O’
!

donde o™ > —apg es el primer estado en el cual y7"" (a™") = 0, entonces se
debe satisfacer

Bmin(Ppg) = {(y1,y§ﬁ“(y1)) y1 € (—ao, a?“’“)}. (3.21<)

Al aplicar un argumento similar, se puede mostrar que By, (p,) define la
frontera inferior del conjunto de alcanzabilidad F(p,).

De esta manera, las expresiones (3.13), (3.18) y (3.21) permiten concluir
que el conjunto de alcanzabilidad F(p,) satisface la propiedad:

aF(Po) = Bml'n(Po) U Bméx(PO) U S(Po)-

La posibilidad de obtener esta representacion de forma explicita, depende de
poder determinar de forma analitica la solucién de la ecuacion diferencial
(3.16), o del sistema de ecuaciones diferenciales (3.12), cuando se eligen
las perturbaciones um, (t) ¥ umsx(t), segun las expresiones (3.17) y (3.20).
Por consiguiente, la fortuna de este cometido, queda predeterminado por la
estructura de la ecuacion diferencial (3.16), o bien, de manera equivalente,
por la familia de sistemas de ecuaciones diferenciales (3.12).
Si se considera el punto
ainéx
-[%)
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entonces se puede emplear el procedimiento descrito a fin de construir de
forma anédloga el conjunto de alcanzabilidad F(p,), como se muestra en la
Figura 3.7.

Por construccion, es claro que este procedimiento se puede repetir de
forma indefinida sobre cada maxima desviacién ¢™* para determinar los

n
correspondientes conjuntos de alcanzabilidad F(p,).

Y2

Bméx(PO)

F(po) ,
(i (po)\, S(po) | P
r:n'n P Y
Bmin (Pl)
Bméx (Pl)

Figura 3.7. Interpretacién geométrica de los conjuntos de alcanzabilidad F(p,) y F(p;) asi como las
maximas desviaciones a"® y a7'%¥.

En el procedimiento iterativo que se ha descrito, pueden surgir de forma
natural el estudio de dos tipos de soluciones y,(t) de la familia de sistema
de ecuaciones diferenciales (3.12): soluciones para las cuales la sucesion de
mdximas desviaciones es convergente, y soluciones para las cuales la sucesion
de mdximas desviaciones es divergente. El primer tipo de soluciones permiten
construir soluciones periddicas que convergen a un unico ciclo limite estable,
o bien, a un punto de equilibrio, mientras que las segundas corresponden a
soluciones divergentes.

En el siguiente apartado se presenta una aplicacién sobre la construc-
cion de los conjuntos de alcanzabilidad F(p,) para establecer un criterio de
estabilidad robusta en ecuaciones diferenciales de segundo orden.
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3.4. Problema de maxima desviacion en ecuaciones lineales

Ningun arte es susceptible de aprenderse puramen-
te en abstracto y con entera independencia de las
aplicaciones a que estd destinado.

Gabino Barreda (1818-1881)
Educador y politico mexicano

Por tomar en consideraciéon el método descrito en el apartado anterior, se
analiza como caso particular el problema de determinar el conjunto de ma-
ximas desviaciones de la familia de ecuaciones diferenciales ordinarias de
orden dos con una perturbacién externa:

i+ 2p1 + 0’y = u(t),

donde los pardmetros satisfacen la desigualdad 0 < p < w, y la funcién u(t)
es una perturbacion externa que satisface la inclusiéon

u(t) € Us = {u(t) € PC(R) | lu(®)] < 6},

con ¢ > O constante.

Considerando el cambio de coordenadas y; = y y y2 = g, la familia de
ecuaciones diferenciales ordinaria propuesta se puede escribir de forma equi-
valente a la siguiente familia de sistemas de ecuaciones diferenciales ordi-
narias con una perturbacion externa:

1 = Yo,

(3.22<C)
U2 = —w?y1 — 2uys +u(t),

donde
u(t) € Us = {u(t) e PC(R) | lu(t)| < 6}.

Se observa que existe al menos una perturbacion externa u(t) € Us tal que
la solucién de esta ecuacion diferencial asociada a esta perturbacién es osci-
latoria respecto a la coordenada y;, por ejemplo, si se elige la perturbacion
externa constante u(t) = 0 definida para todo ¢t > 0.
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Con el fin de determinar los conjuntos de alcanzabilidad F(p,) de la fa-
milia de ecuaciones diferenciales (3.22), al emplear el método descrito en la
Seccién 3.3, se escribe cada elemento de forma equivalente a

d
dyz _ 281 g, 80
dyr Y2 Y2

Se observa de esta nueva familia de ecuaciones diferenciales ordinarias
de primer orden que la funcién que maximiza el lado derecho depende tni-
camente de la coordenada y,. Esta funcién toma el valor upg(t) = 9§ si
yo(t) > 0, toma el valor uns (t) = =6 si ya(t) < 0, mientras que si y»(t) =0,
entonces umsx(t) no esta definida. Por lo tanto, después de determinar la
seleccién de norma minima, ver la Seccion 1.3, se sigue que la funciéon que
describe el maximo valor de la derivada es:

+4, ya(t) >0,

Umax () = 5Sign(y2(t)) = {_5 yz(t) <0

donde se ha usado que m[sign(y»(t))] = Sign(y2(t)). Si se sustituye la ex-
presion upsx(t) en la ecuacion diferencial de primer orden, se observa que
la derivada dy,/dy; no estd definida si y2 — 0, lo cual significa que la so-
lucion yuméx(t) del sistema de ecuaciones diferenciales (3.22), asociada a la
perturbacién externa un,sx(t), corta de forma transversal la superficie de dis-
continuidad

2={(y.y2) € R? |2 = 0}.

De esta observacién, se sigue que el espacio de fases Q = R? se puede dividir
de tal manera que R? = Q, UX U Q_, donde

Q+:{(y1,y2)€R2|y2>0} y Q_:{(yl,y2)€R2|y2<O}.

Con el fin de determinar el conjunto de maximas desviaciones {a™*} ,cy
de la familia de ecuaciones diferenciales (3.22), se realiza un andlisis sobre
las soluciones en el sentido de Filippov del sistema de ecuaciones diferencia-
les con lado derecho discontinuo que pertenece a la familia de ecuaciones
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diferenciales (3.22):

U1 = Yo,

' ) _ (3.23<)
U = —wy1 — 2uys + 6 Sign(y2).

El razonamiento anterior, y los resultados que se presentaron en el Ca-
pitulo 1, muestran que el sistema de ecuaciones diferenciales (3.23) admite
solucién y,, . (t) = (y1(1), y2(t))" definida en el sentido de Filippov para to-
dot > 0. Consecuentemente es esencial llevar a cabo un analisis de estas
soluciones en cada uno de los conjuntos Q_y Q+

Se supone que la condicién inicial y,  (0) = p, de la ecuacion diferencial
(3.23) es descrita por el punto
Qo
Po= ( 0 ) €2,

donde ap > 0. Luego, de acuerdo con las condiciones iniciales y con el siste-
ma de ecuaciones diferenciales (3.23), se sigue que

92(0) = —w0?y1(0) — 2uy2(0) + s (0) = —ao0* = § < 0,

y, por consiguiente, existe un instante t; > 0, quiza suficientemente pequefio,
tal que upsx(t) = =5 para todo t € (0,t;). Lo anterior implica que para
t € (0,t1), el sistema de ecuaciones diferenciales (3.23) con condiciones
iniciales definidas por y;(0) = @y > 0y y2(0) = 0 es definido sobre el
conjunto Q_ y descrito por

U1 = Yo, y1(0) = ao,

_ ) (3.24<
o = —w°Yy1 — 2uys — 8, y2(0) =0

cuya solucién es

9 t H o)
y1(t) = (oﬂ +ao) et (cos 9t + 3 sin 19t) -~
2(6
yz(t) = —% (E + 0[0) e M sin dt,
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donde

& =\Jw?—p? .

Se sigue que el primer instante en el cual se cumple la condicién y; (tinéx) =0
bajo la restriccién y,(t) # O para todo t € (0, t{“éx) es

; T
max __
tl — 5.
Esto muestra que un4x(t) = —6 para todo t € (0, ti“éx) y, por consiguiente,

la primer interseccién de la solucién con el eje y, = 0, se describe por el
sistema de ecuaciones y; (¢"*) = —a"* y y2(1]"*) = 0, de donde se obtiene
la expresion para la primera méaxima desviacién:

, 5
o7 = Aag+ —(1+4), A=exp (—”—;) . (3.25<)
w

De esta manera, la trayectoria de maxima desviacion Bpsx(p,) se des-
cribe por la parametrizacion que se obtiene de la solucion del sistema de
ecuaciones diferenciales (3.24), es decir,

Bunis (P0) = {81, (1) € R2 | £ € (0,67,

cémo se ilustra en la Figura 3.8.
Se ha construido asi un primer semiciclo de oscilacién para la solucién de
la ecuacién diferencial (3.23) con condiciones iniciales p, = (20,0)" € 2,y
cuyo sucesor es descrito por
max
—a
P = ( ! ) €2,

0

La solucién se continta a fin construir un segundo semiciclo de oscilacién
definido en Q,, ver la Figura 3.8. De esta manera, si se eligen las condiciones
iniciales y1 (1]") = —a7"* y y2(1"**) = 0 para el sistema (3.23), y se observa

que existe ty > t{“éx tal que upmsx(t) = d paratodo t € (tinéx, t2), debido a que
G0 (75) = —02y; (£79) — 2y (F79) 4 w4 (1) = M52 — 5 > 0,
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Y2

Bméx (Pl)
Qy
> | Po

Pl&// P> n

Bméx(PO)

Figura 3.8. Trayectorias de mdxima desviacién del sistema de ecuaciones diferenciales (3.23).

se obtiene el sistema de ecuaciones diferenciales

max max

Y1 = Yo, yl(tl ) =—-0; " < 0,

i (3.26<)
o = —02y1 — 2uys + 6, y2 (") =0,

cuya solucién se denota por

5 4 _ _ 4max , y . , 6
yl(t) = — (F + allnax) e p(t—t7) (COS 19(t _ tinaX) + 5 sin 19(t _ t?lax ) + E’
2 5 4 max .
y2(1) = % (—2 + amax) e M=) gin 9(¢ — 1),
w

De esta manera, el instante té“é" > ti“é" que satisface yz(tgléx) = 0, pero tal
que yo(t) # 0 para todo t € (ti“éx, tgnéx), se obtiene de forma andloga a la
construccion del primer semiperiodo de oscilacion, donde

max _ 2_7[

2 - 9
Por consiguiente, se sigue que unysx(t) = & para todo t € ("%, t7'%) y, como
consecuencia, la segunda interseccién de la solucién con el eje yo = 0 se
describe por el sistema de ecuaciones y (t3'%) = a5 y y2(¢7"*) = 0, don-

max

5% denota la segunda mdxima desviacion del sistema de ecuaciones

de «
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diferenciales (3.23), y para la cual se obtiene la expresion
. . o
aP™ = AdP™ + — (1+A). (3.27<)
®

Por consiguiente, la definicién de esta maxima desviacién y la solucién
del sistema de ecuaciones diferenciales (3.23) permite construir una nueva
trayectoria de mdxima desviacién a partir del punto p, = (—ai“éx, 0" e,
y que se describe por

BméX(Pl) - {yuméx(t) € Rz S (tinéx, tgnéx } .

Esto describe la construccion del primer ciclo de oscilacion del sistema de
ecuaciones diferenciales (3.23), ver la Figura 3.83.

El procedimiento descrito se puede repetir de forma indefinida a fin de
construir la soluciéon completa del sistema de ecuaciones diferenciales (3.23),
y con ello, obtener las correspondientes maximas desviaciones a™* para
todo n > 2, mediante la solucién de sistemas de ecuaciones diferenciales
andlogos a los descritos en (3.24) y (3.26). De esta manera, de acuerdo
con las expresiones que se han obtenido en las relaciones (3.25) y (3.27),
se concluye que el conjunto de maximas desviaciones {«™#}, v representa
un sistema dinamico discreto de primer orden definido por la relacién de
recurrencia

max max Y max

a5 =Aa, "+ F(l +A), oy =ap, nelN. (3.28<)
El comportamiento asintético de este sistema dindmico discreto determina
la estabilidad de la solucién y, () para el sistema de ecuaciones diferen-
ciales (3.23). En realidad, se puede observar que existen tres situaciones que
se pueden presentar, y que dependen de la naturaleza de la sucesién de ma-
ximas desviaciones {™#}, . En la Figura 3.9 se ilustran los casos posibles
que se analizan unicamente para la subsucesion {ag‘né"}nem.

3En el esquema de la Figura 3.8 se muestra Unicamente una situacién posible sobre el comportamiento de
las trayectorias de maxima desviacién, en la cual se ha supuesto que a‘z“ax > ap, no obstante, es claro que la
desigualdad opuesta puede tener lugar, es decir, que a3** < ao.
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La primera de ellas corresponde a la posibilidad de determinar un nu-
mero real @™ distinto de cero tal que o™X = lim, ag;léx. En tal caso,
el sistema de ecuaciones diferenciales (3.23) posee un ciclo limite que es
asintdticamente estable. Las Figuras 3.9a y 3.9b ilustran esta situacion. Es
claro que estos casos no tienen porqué ocurrir de manera simultanea, en el
caso de que esto sea asi, el correspondiente ciclo limite es asintéticamente y
orbitalmente estable.

mAx ,, max ,,max max ,, max ., max
(04 0 [04 9 a 4 (04 4 [04 9 (04 0
- Yt - 1
Y 1 1 Y 1 1
| | | | | |
| | | | | |
| | | | |
| | |
Y1 A1
(a) (b)
max ,, max ., max mAx ,, max ,,max
@y Ay Ty Xy "Gy 0y
- Yt - Yt
Y 1 1 Y 1 1
| | | | | |
| | | | | |
| | |
| | | | |
Y1 A1

(0 (d)

Figura 3.9. (@) y (b) Soluciones asintéticamente estables que convergen a un ciclo limite. (¢) Solucién
asintdticamente estable que converge a cero. (d) Solucién inestable.

Por otra parte, si para la sucesion de maximas desviaciones {a5* }en tie-

: ; max _ Y :
ne lugar. la 1guald'ad hmn_')oo Uy = 0, entonces la solucién y,,  (¢) describe
una espiral que tiende asintdticamente a cero, lo cual muestra que la solu-
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cién trivial g, (t) = (0,0) T es asint6ticamente estable. Este caso se muestra
en la Figura 3.9c.
Silim, e ag}f‘x no existe, entonces la solucién y,, () crece sin limite de
forma oscilatoria conforme ¢t — oo, lo cual muestra que la solucién trivial
y(t) = (0,0) T es inestable. La situacién se describe en la Figura 3.9d.
Se determina cual situacion ocurre en el sistema dinamico discreto (3.28).
Se sigue directamente que el sistema (3.28) es descrito por una relacién de

recurrencia lineal de la forma
max _ max
i1 =9 ((Xn )’
y, por consiguiente, es conocido que una condicién necesaria y suficiente
que permite determinar la estabilidad de los puntos fijos de g, consiste en
determinar A € (0,1) tal que |¢’'(«)| < A para 'godo a € R. Luego, como
g (a) =Ay0 < A <1, se concluye que existe ™ € R \ {0} tal que

max
n+1>

a™ = lim «
n—oo
ver Elaydi (2005). Esto muestra que la solucién y, . (¢) para el sistema de
ecuaciones diferenciales (3.23), presenta al menos uno de los casos presen-
tados en las Figuras 3.9a y 3.9b.

Se muestra ahora que, para el sistema de ecuaciones diferenciales (3.23),
la solucién cumple simultdneamente los casos mostrados en las Figuras 3.9a
y 3.9b, es decir, se muestra que existe un ciclo limite asintéticamente y orbi-
talmente estable al cual convergen las soluciones del sistema de ecuaciones
diferenciales (3.23).

El procedimiento que se sigue consiste en determinar de forma explicita el
pardmetro a™* € R\{0}, y mostrar que este posee la siguiente propiedad: si
se elige la condicién inicial g = @™, entonces la sucesion {a, }nev definida
por la relacién de recurrencia

) )
0{,,+1:0(,,+E(1+A), ag=a™, nel,

debe ser tal que la sucesiéon {a, },cv satisface la siguiente propiedad: existe
o € R tal que lim,_, @, = @*. La determinacién del pardmetro «* es como
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sigue. Los dos primeros términos de la sucesiéon {a, },cv son
)
a1 =Aag+ —(1+A)
®
4 2 4 2
as = Aaq + —2(1 +A) = A%y + —(1+4)%
® ®

Por consiguiente, si se supone que g = ay = a*, de acuerdo con el método
de las transformaciones puntuales, se obtiene la expresiéon equivalente

1)
o = Aa + —(1+A)?
w

de donde resulta

*

_ 5 1+A
T w2 1-A

es decir, ™ = g*,

Se sigue que el valor a™®* describe una condicién inicial invariante res-
pecto al problema de méxima desviacién, es decir, si se elige ag = o™
como condicion inicial del sistema dindmico discreto (3.28), entonces resul-
ta que a, = a™ para todo n € IN. Ademds, se observa que la trayectoria
cerrada que describe el pardmetro o™ es un ciclo limite asintticamente y
orbitalmente estable que no depende de las condiciones iniciales, sino que
depende unicamente de los parametros del sistema de ecuaciones diferen-
ciales (3.23). Lo anterior significa que si se elige cualquier condicion inicial
de la forma y;(0) = ap ¥ y2(0) = 0, donde ap es distinto del valor o™,
entonces la correspondiente trayectoria tiende al tnico ciclo limite, es decir,
la sucesién generada por la relacién de recurrencia (3.28), con condiciéon
inicial ag, converge a ™. La demostracién de esta afirmacién se obtiene
como sigue.

Sea 8, > 0 una variacién. Se supone que y; (0) = a™*+6, y y2(0) = 0 son
las condiciones iniciales del sistema de ecuaciones diferenciales (3.23), cuya
solucién depende de la peor perturbacién externa umsy(t) = 8 Sign(y2(1)).
De la féormula de recurrencia se obtienen los primeros n términos de la suce-

max
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sion de maximas desviaciones {a, }neIN:
max 4
a1 :A((x + 5a) +—(1+4),
1)
. 1)
oy = A2 (amax 4 50,) 2 (1+A)- (1+4),
1)
3 max 4 2
as = A (a i5a)+—2(1+A) : (1 +A+A )
1)
y en general

; 1)
o, = A" (amaxi5a) +—(1+A) - (1 +A+A2+---+A”‘1)
w

1-A"
1-A°

; é
=A" (amax + 50,) +—(1+A)-
«

donde se ha usado el hecho de que 1+ A+ A2 +- - -+ A"~ ! describe una suma
geométrica finita. Se observa que A" — 0 cuando n — oo, pues 0 < A < 1.

Por consiguiente,
, 6 1+A
lim a, = — - =«
n—oo w2 1-A
Esto muestra el resultado deseado.
En algunas ocasiones es conveniente expresar la maxima desviacion a™**
respecto a la coordenada y; de la familia de sistemas de ecuaciones diferen-
ciales (3.23) en cierta forma equivalente. Se observa de la definicién de A

en (3.25), que

max

P 1+exp (—”—;)

1-— _F
exp 9

y luego, por emplear funciones hiperbdlicas, resulta que esta expresion se
puede representar de forma equivalente como

max _

. é U
max __
o = — coth (—23) . (3.29<)
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La construccion que se ha realizado sobre la maxima desviacién o™ res-
pecto a la coordenada y; permite obtener la siguiente propiedad geométrica
sobre las trayectorias de maxima desviacién: Si se elige

méx améx
()

entonces las trayectorias de mdxima desviacion Bysy (p™) ¥ Bmax (—p™) des-
criben un ciclo limite C™* asintéticamente y orbitalmente estable, lo cual se
sigue del hecho de que la maxima desviacién o™ es un punto fijo de la
transformacion puntual (3.28). El ciclo limite C™M3X es llamado ciclo limite
mdximo y es, por consiguiente, descrito por las trayectorias de maxima des-
viacién:

Cméx = Bméx(PméX) U Bméx(_PméX)-

En la Figura 3.10 se muestra una interpretacion geométrica.

Bméx ( _Pméx)

max
p

1

max

-pP

méX)

Bméx ( P

Figura 3.10. Interpretacién en el plano de fases de la construccion del ciclo limite méximo C™MéX me.

diante las trayectorias de maxima desviacion del sistema de ecuaciones diferenciales (3.23).

ebido a que la peor perturbacién externa w4 ermite determinar
Debid | turb t max (F te det

e manera simultanea las trayectorias de maxima desviacion .
d It las t t d d Brax (p™*
Bax (—p™®), la méaxima desviaciéon ™ respecto a la coordenada y,, se
puede determinar utilizando estas trayectorias en los puntos g™ y —q¢™,
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donde R
ix —a
qma = ( méx) >

ver la Figura 3.10. De la simetria que existe entre By (p™%*) ¥ Bmax (— p™%),
se considera unicamente el caso de la trayectoria de maxima desviacién
Bmax (™). Un procedimiento andlogo se sigue para determinar f™* a par-
tir de Brax(— pméX).

Como la trayectoria de maxima desviacién Bpsy (p™@*) pasa por los puntos
PPy — p™aX 13 maxima desviacién ™4 para la coordenada ys resulta ser
el valor minimo y»(#1) de la coordenada y, para algtn instante #; € (0, t™4¥),
como se muestra en la Figura 3.10. Por lo tanto, encontrar la maxima desvia-
cién para la coordenada y, se reduce a encontrar el instante #; que satisface
la ecuacién 1j,(#;) = 0. Se sabe que el punto resultante es un minimo, puesto
que la trayectoria Optima es convexa. Por lo tanto, basta tomar en cuenta el
segmento comprendido entre los puntos p™# y —p™aX el cual es solucién
del siguiente sistema de ecuaciones diferenciales con condiciones iniciales:

U1 =12, y1(0) = ™,
g2 = —0’y1 = 2uy2 = 8, y2(0) =0,
cuya solucién se denota por

é ix| — H . 19}
y1(t) = (E + o™ ) e M (cos(ﬁt) + 3 s1n(:9t)) vy

2
ya(t) = —% (% + amax) e M sin(J9t),
)

De la ecuacién 1j5(#;) = 0 resulta

= 1 (z — arctan (E)) )
g \2 g
Por lo tanto, la maxima desviaciéon buscada satisface —ﬂméx = 1yo (t1). Des-
pués de simplificar esta expresion se obtiene

L = % (1 + coth (g—’;)) exp (—% (% — arctan (%))) : (3.30<)
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Se sigue ademés que @ = y;(#;) > 0, donde

a= 2 (% + (xméx) exp (—E (z — arctan (E))) - i
w \w g \2 9 w?

Por lo tanto, la mdxima desviacién de la coordenada y, no se alcanza sobre
el eje y; = 0, sino mds bien sobre un punto que se puede representar en la
forma (y1(#1),y2(11))7, el cual se reduce a g™ y que se halla en el cuarto
cuadrante del plano de fases. De igual manera, debido a la simetria de las so-
luciones de (3.23), se puede mostrar que existe un instante 7, € (ti“éx, tgnéx)
y un punto de la forma (y;1 (%), y2(t2)) T que se halla en el segundo cuadrante
del plano de fases, el cual se reduce a —q™®* sobre el cual se puede deter-
minar el valor de la méxima desviacién respecto a la coordenada y,, como
se muestra en la Figura 3.10. Se observa que los puntos g™ y —q™#* per-
tenecen a las trayectorias de maxima desviacién Bpgy (p™%) y Bpax (—p™),
respectivamente, las cuales se describen por:

z1(t), 0 <t <

méx (p\ _
= Zi(), P < <
Y (1) = z2(t), O S t< tméx) ’
Zo(t), 1P <t <X
donde
z1(1) = (% + améx)e'”t (COS(19t) + % sin(z‘}t)) - %

Z1(t) = —(% + améX)
3]
_ _ $max e ﬂ . e 5
- e~h (=) (cos(f}(t - ") + 3 sin(9(t — 1™ ))) t
2 S )
za(t) = — (—2 + amax)e'”t sin(Jt),
3]

2 ) )
Zo(t) = (i + amax)e‘”(t‘tim) sin(9(t — t14)).
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Dado que las trayectorias By (p™) y Bmax (—p™) se determinan por la
peor pert,urbaci(')n externa umé)f(t), se si{gue que (y‘lnéx(t),, y‘lné"‘(t))T definida
en (O, tmfix) coincide con (—y"™*(t — 1), —y3** (¢t — t]"**)) T en el intervalo
(1", %), por lo cual, haciendo un cambio de variable en esta tltima fun-
cién, de tal manera que el cambio de variable permita trasladar isomorfica-
mente el intervalo (tinéx, 4% en el intervalo (0, t™4%), el ciclo limite méximo

Cmax = {h(t) € R? ‘O <t< t;né"}, (3.31<)

se representa como la imagen de la funcién vectorial h: [0, tinéx] — R?
definida por

méX(t)
h(t) = yrlnéx >
Yo (1)
con 5 s
yrlnéx(t) =+ (F + améx) e M (cos(&t) + % sin(&t)) -
méX(t) = —w_z i Max | —pt gi (8t) 0<t<
Y5 _+3 w2+(x e " sin , < 1

En el siguiente ejemplo se muestran de forma numérica los resultados
expuestos.

ﬁ Ejemplo 3.1. Se consideran los pardmetros w = 0.8, u = 0.3y § = 1 para
el sistema de ecuaciones diferenciales (3.23). Para estos valores se obtiene
9 ~ 0.7416, mientras que las maximas desviaciones a™#* y ™4 se aproxi-
man por a™* ~ 2.78138 y ™4 ~ 2.15050. En la Figura 3.11 se muestran
soluciones de este sistema de ecuaciones diferenciales con condiciones ini-
ciales £p, = (a0, 0)" y £p, = (£@0,0) ", donde 9 = 0.5 y ap = 3.5. Estas
soluciones convergen al tnico ciclo limite C™# asintéticamente y orbital-
mente estable. —_mamm

Debido a las propiedades sobre los conjuntos de alcanzabilidad F(p,) del
sistema de ecuaciones diferenciales (3.23), se sigue que si se elige como con-
dici6n inicial al vector p, = (a0,0)", donde ay € (0, a™¥), entonces cada
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conjunto de alcanzabilidad F( p;) es un conjunto acotado y, por consiguiente,
Ui~ F(py) lo es también. Ademas, la sucesién de conjuntos {F(p) }reciv per-
miten caracterizar la siguiente propiedad geométrica que se obtiene una vez
mas como consecuencia de la relacién de recurrencia (3.28): si con Q se de-
nota el conjunto acotado que tiene por frontera el ciclo limite maximo C™4X,
entonces | J;.; F(p,) C Q. El conjunto Q considerado previamente posee la
siguiente propiedad importante para la familia de sistemas de ecuaciones
diferenciales (3.22): este describe el conjunto de alcanzabilidad, es decir, se
satisface 9Q = C™*, Se muestra a continuacién que esto es asi.

_ _? ﬂméx
I

Y1

- _ﬂméx

Figura 3.11. Representacién gréfica de las soluciones del Ejemplo 3.1.

La importancia e interpretacién geométrica de los puntos +@™* defi-
nidos en (2.33), asi como la trayectoria que describe la funcion vectorial
R™3X: [0, 04] — R? que se describe en el Teorema 2.1 de la Pagina 76, es
decir, la funcién

h(0) =Ch(0), 0€[m+imm+3x], (3.32<Q)
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donde C es la matriz que se define en la expresion (2.11) de la Pagina 50, y
la funcién h: [m+ 3, m+ 27] — Q(T) es definida en la expresién (2.29)
de la Pagina 73 con n = [ T]), entonces se obtiene el siguiente resultado.

Proposicion 3.1. Bajo la composicién de la funcién (3.32) y las aplicaciones
m+ %71' -t 0ym+ gﬂ' — 9t — 0 cuando t € [0, ™), se obtiene una tra-
yectoria cerrada que describe el ciclo limite maximo C™#* de la familia de ecua-
ciones diferenciales (3.22) bajo la accién de la perturbacién externa upsx(t) =
4 Sign(y2(t)), y cuyas ecuaciones paramétricas son:

yflnéx(t) =+ (% + améx) e M (cos({)t) + % sin({}‘t)) - %
max _ _wz g max | ,—pt o; 9 0< max
Yy (b)) = el b +a e M sin(J9t), <t<to.

De la Proposicion 3.1 se concluye que la frontera del conjunto de alcan-
zabilidad @ de (3.22), se obtiene como solucién de la familia de sistemas de
ecuaciones diferenciales (3.22) cuando se considera umsx(t) = § Sign(y2(t))
y las condiciones iniciales y;(0) = a™* y y,(0) = 0, es decir, se cumple:
9Q = C™# En particular, de lo expuesto respecto a la familia de sistemas de
ecuaciones diferenciales (3.22) se obtiene lo siguiente: si se elige una pertur-
bacion arbitraria u(t) € Us y se eligen condiciones iniciales p, = (+ap,0)7,
o bien py = (0,+f)7, donde 0 < ap < a™* y 0 < By < B4, entonces la
solucién, la cual se denota por y;(t) = (y1(¢),y2(¢))", satisface la inclusion
y;(t) € Q para todo t > 0. Esto se resume de la siguiente manera.

Teorema 3.1. Si en el sistema de ecuaciones diferenciales (3.23) se cumple la
desigualdad 0 < p < w y las condiciones iniciales se eligen como p, = (+a0,0) T,
o bien como p, = (0,+f)7, donde 0 < ap < a™* y 0 < fy < f™¥, entonces el
ciclo limite maximo C™* es contenido en R™* = [—g™aX gMdX] x [ pmax pmax]

El Teorema 3.1, que se ilustra en la Figura 3.12, permite extender los
resultados numéricos que se obtuvieron en los Ejemplos 2.1 a 2.4 y el Ejem-
plo 3.1.
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Y2
ﬁméx Rméx
ja— -
(Cméx
améx
— améx [ Q y]-
——
_ IBméx

Figura 3.12. Interpretaciéon geométrica del ciclo limite maximo C™MéX y ] conjunto de alcanzabilidad

Q de la familia de sistemas de ecuaciones diferenciales (3.22).

4 Ejemplo 3.2. Se consideran una vez mas los siguientes valores de los
pardmetros w = 0.8, p = 0.3 y 6 = 1 para el sistema de ecuaciones diferen-
ciales (3.12). Si se superponen el ciclo limite maximo C™# que se obtuvo
en el Ejemplo 3.1 y, de manera simultdnea, las conjuntos de alcanzabilidad
Q(Ty) para los instantes

k «

T,==.2
k=59

Ts=(1+5]. 2 k=125
k+5—( +§)'5, =1,4,...,9,
tal como se han obtenido en los Ejemplos 2.1 y 2.2 del Capitulo 2, se obtiene
el esquema que se muestra en la Figura 3.13.

Se observa que la sucesion de conjuntos Q(Ty), Q(Tz), ..., Q(Tip) es una
sucesién monotona creciente de conjuntos que son interiores al conjunto de
alcanzabilidad Q. Mas atin, se observa que Q(Typ) C Q.

En la Figura 3.13 se muestra también la regién rectangular R™* que se
enuncid en el Teorema 3.1. —mmm
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Y2

-4 -3 -2 -1 0 1

N
w
S

Figura 3.13. Conjunto de alcanzabilidad Q y conjuntos de alcanzabilidad Q(Tj) del Ejemplo 3.2.

3.4.1. Criterio de estabilidad robusta

De las expresiones (3.29) y (3.30), se observa que los valores que definen
las maximas desviaciones a™* y ™4 dependen linealmente del parametro
d > 0, el cual a su vez caracteriza al conjunto de perturbaciones admisibles
Ujs para el sistema de ecuaciones diferenciales (3.22). Por consiguiente, es
claro que si se consideran valores diferentes sobre el valor absoluto de las
perturbaciones externas admisibles, entonces el ciclo limite maximo tiene
una variacién proporcional a la variacién de los parametros ™ y fM4% Esta
observacién permite ajustar las amplitudes del ciclo limite méaximo C™3
ya que estas se pueden hacer arbitrariamente grandes, o suficientemente
pequenas, seglin existan recursos disponibles en el conjunto Us.

La observacion anterior da lugar al siguiente criterio de estabilidad robus-
ta que se emplea para el sistema de ecuaciones diferenciales (3.22), el cual
depende de un concepto de estabilidad bajo perturbaciones de accién cons-
tante que inicialmente fue introducido entre los afios 1941 a 1944 por los
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matematicos: Georgiy Nikolaevich Duboshin (1904-1986) e Ioel’ Gil’evich
Malkin (1907-1958), ver Elsgoltz (1969). En los dltimos afios este concep-
to ha sido utilizado en diferentes contextos y aplicaciones, ver Zhermolenko
(1980, 2007), Aleksandrov et al. (2007, 2010, 2014, 2021), Zhermolenko y
Temoltzi-Avila (2021) y Temoltzi-Avila (2022a,b,c).

Con este objetivo, se considera la siguiente norma en el conjunto Us:

lullq, = sup [u()].
t€[0,00)
Es evidente que para cada u(t) € Us se cumple |[Juflq; < .

Se supone también que cada condicién inicial y,(0) = p, de los elemen-
tos de la familia de ecuaciones diferenciales (3.22), se elige de la forma
Po = (xa0,0)7, o bien, de la forma p, = (0,+f)", donde 0 < ap < amax
y 0 < o < f™¥, La razén de este supuesto se debe principalmente a que
las soluciones de cada uno de los elementos de la familia de sistemas de
ecuaciones diferenciales (3.22) son oscilatorias y, por consiguiente, si se eli-
ge una condicion inicial que no esté sobre alguno de los ejes de coordenadas,
siempre es posible determinar la primera interseccion con algun eje de coor-
denadas, y considerar este nuevo punto como una condicion inicial para la
familia de sistemas de ecuaciones diferenciales (3.22).

El conjunto de soluciones de (3.22) asociadas a una perturbacién exter-
na u(t) € Us que satisfacen las condiciones iniciales y,(0) = p,, donde p,
satisface las condiciones anteriores, se denota por Y. Se observa que el con-
junto Y es no vacio, pues la solucién no perturbada y;(t) = 0, asociada a la
perturbacién externa nula u(t) = 0 en Us, pertenece a dicho conjunto.

Se define la siguiente norma en el conjunto Y:

IIyully=méX{ sup |y1(t)], sup Iyz(t)l},
te[0,00) te[0,00)

y se considera la siguiente definicién:
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Definicion 3.2. La solucién trivial g;(¢) = O de la familia de sistemas de ecua-
ciones diferenciales (3.22) es robustamente estable con respecto a condiciones
iniciales y,(0) = p, y perturbaciones externas u(t) € Us, si para todo € > 0
existen 81 = d1(e) > 0y J2 = d2(e) > 0 tal que la siguiente condicién es satis-
fecha: si [[ull¢;; < 61 |lpolle < 2, entonces cualquier otra solucién de (3.22)
satisface la desigualdad ||y, ||y < e.

Se observa que las expresiones (3.29) y (3.30) se pueden escribir de forma
equivalente a

. d 1+A Ty
max

L ()
T2 1-A P\

. o) 2B
prEx = ~ T B =exp (_1% (g - arctan%)) )

Asi, el criterio de estabilidad robusta de la solucién trivial ¢;(¢) = 0 del sis-
tema de ecuaciones diferenciales (3.22) para perturbaciones externas es el
siguiente: para todo € > 0 dado, el estimado ||ly,||y < € para toda perturba-
cion externa u(t) € Us, se obtiene de la constante:

€

, 1 1+4A 1 2B )’
max{ — - ,— -
w2 1-Aw 1-A

0 = (3.33«)

siempre que la condicion inicial del sistema de ecuaciones diferenciales (3.22)
satisfaga la desigualdad

(3.34)

1 1+4A 1 2B
w2 1-Aw 1-A]

ly(0)|l.. < & = & min {_

La representacion (3.33) permite medir las amplitudes de oscilacién del
ciclo limite maximo C™4 del elemento (3.23) de la familia de sistemas de
ecuaciones diferenciales (3.22) que es asociado a la peor perturbacién ex-
terna umsx(t), debido a que en el lado derecho de esta expresion figuran
Unicamente pardmetros del sistema de ecuaciones diferenciales (3.23). Esta
propiedad permite establecer el siguiente criterio de calidad robusta que ca-
racteriza las maximas desviaciones de la familia de sistemas de ecuaciones
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diferenciales (3.22) para todo t > 0, cuyas condiciones iniciales satisfacen
la desigualdad (3.34):

= sup .
X O<e<oo 51(6)

Se obtiene, por lo tanto, la siguiente condicién:

Teorema 3.2. Si dado € > O se eligen los parametros 8; y 8» de acuerdo a
las expresiones (3.33) y (3.34), entonces para cada eleccién de la perturbacién
externa u(t) € Us,, la correspondiente solucién y, (t) con condiciones iniciales
po = (+a0,0)7, 0 bien, p, = (0,+f)7, donde 0 < ap < a™* y 0 < fo < 3,
satisface el estimado

ly,lly <e.

En el siguiente ejemplo se muestra de forma numérica una aplicacién de
esta situacion.

ﬁ Ejemplo 3.3. En lafamilia de sistemas de ecuaciones diferenciales (3.22)
se eligen los pardmetros w = 0.8 y u = 0.3 que se consideraron en el Ejem-
plo 3.1. Si para cierto € > 0 se desea que el conjunto de soluciones de esta
familia de sistemas de ecuaciones diferenciales y,(t) = (y1(t),y2(t)) " aso-
ciadas a cada perturbacion externa u(t) € Us no excedan la cota ||y, ||y < €
para todo t > 0, se sigue de la relacién (3.33) que basta elegir el parametro
61 > 0 de tal manera que

8 = <

, {1 1+A 1 2B }
max { —

0 1-Aw 1-A

Por ejemplo, si se desea que las soluciones no excedan la cota ¢ = 1.5, en-
tonces es suficiente con tomar §; ~ 0.539301. Si se admite este valor como
limite de los recursos del conjunto de perturbaciones externas Uj, es decir,
si se consideran perturbaciones externas u(t) € Us,, entonces se obtiene el
ciclo limite maximo C™#* que representa la frontera del conjunto Q asociado
a la familia de sistemas de ecuaciones diferenciales (3.22).

Se consideran ahora dos trayectorias solucién y, _ (¢) y y;(t) de dos ele-
mentos de la familia de sistemas de ecuaciones diferenciales (3.22) que co-
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mienzan en los puntos +p, = (+ap,0) ", donde ap = 0.5, y que estan asocia-
das, la primera a unsx(t) = 61 Sign(y2(t)), y la segunda a u(t) = & sin(t).
Se observa en las Figuras 3.14a y 3.14b que las correspondientes soluciones
se hayan contenidas en el conjunto de alcanzabilidad @, cuya frontera es
descrita por el ciclo limite maximo C™4. Es claro que en ambas situaciones
se cumple el estimado

1Y Dlly <€y Nlyz(Dlly < e

Otros casos similares se pueden obtener por considerar otras perturbaciones

externas admisibles y otros valores para los parametros. —_mmm
Y2 Y2
2 2
1 1
0 0
Y1 Y1
-1 -1
-2 -2
-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2

(@) (b)

Figura 3.14. Representacién grafica de la solucién del Ejemplo 3.3 bajo el efecto de la perturbacion:
@) umax(t) = 61 Sign(y2(1)) y (b) u(t) = &1 sin(1).

3.5. Una aplicacion del problema de maxima desviacion

En la seccién anterior se ha presentado el criterio de estabilidad robusta
como una aplicacién del problema de maxima desviacién para sistemas de
ecuaciones diferenciales ordinarias en el plano, se ha construido un ciclo li-
mite maximo C™¥* que es asintSticamente y orbitalmente estable y que des-
cribe la frontera del conjunto de alcanzabilidad Q para tales sistemas. La

- 123 -



Capitulo 3. Planteamiento del problema de maxima desviaciéon | [ 1)

principal cualidad en la construccién de este ciclo limite maximo es la posi-
bilidad de determinar la solucion del sistema de ecuaciones diferenciales, asi
como las intersecciones de esta con las superficies de discontinuidad. Cuando
esta caracteristica no esta presente, en general, no es posible determinar de
forma explicita este ciclo limite maximo. En este apartado se presenta, como
aplicacion particular de esta situacién, el problema de determinar el conjun-
to de alcanzabilidad de la ecuacién diferencial que modela la dinamica del
movil que se presentd en el Ejemplo 1.1 de la Pagina 4. Los resultados que
se presentan son una extensién de los que se obtuvieron en Temoltzi-Avila y
Avila-Pozos (2020).

El sistema dindmico que se considera es descrito por el sistema no lineal
de ecuaciones diferenciales de orden dos con coeficientes no constantes y
con una perturbacién externa

J+ 20y +w(yy = u(d),
donde los coeficientes (y) y @(y) denotan las funciones escal6n

noy=-L, _ w? y>-L,
o(y) =4 ,
Wy,

H(y) =

Hps Y < -—L, y < -L,

donde los pardmetros satisfacen las desigualdades 0 < p < wy 0 < p1, < w,.
Como caso particular, se supone que la perturbacién externa u(t) se elige de
tal manera que esta pertenece al conjunto de funciones admisibles

Us = {u(t) € PC(R) | |u(t)] < Lo?}.

La incertidumbre que existe sobre la elecciéon de la perturbacién externa,
permite considerar la ecuacion diferencial que modela la dindmica del movil
como una familia de ecuaciones diferenciales ordinarias.

Bajo el cambio de variable y; = y y y2 = y, la familia de ecuaciones dife-
renciales propuesta se puede representar de forma equivalente a la siguiente
familia de sistemas de ecuaciones diferenciales no lineales

U1 = Y2,

- - (3.35<)
U2 = —o(y1)y1 — 2u(y1)y2 + u(1),
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en el cual, se supone que el vector de condiciones iniciales, se describe por

Qo
Po = ( 0 ) € 2y,
donde aq > 0.
Por seguir un andlisis andlogo al del apartado anterior sobre el conjunto
de alcanzabilidad con vértice p,, se muestra que la peor perturbacién externa

que se obtiene para esta familia de sistemas de ecuaciones diferenciales no
lineales resulta ser la funcién continua a trozos

La)z, yz(t) > 0,

Umax(t) = Lo® Sign(ya(t)) =
max() 3 (yZ( )) _sz’ yz(t) <o0.

Se ha empleado el valor u;, 4 (t2) = 0 para el estado y(t2) = 0, lo cual muestra
que esta funcién corresponde con la seleccién de norma minima que se ha
definido en la Seccién 1.3.

Se considera un andlisis de la ecuacién diferencial no lineal

U1 = Yo,

e ~ ) (3.36<C)
Y2 = —0(y1)y1 — 2i(y1)y2 + Lo Sign(ys),

De acuerdo con la representacion de las funciones zi(y1) y @(y1), y tomando
en consideracién la definicién de la perturbacion externa uyx(t), se sigue
que el espacio fase Q = R? de la solucién del sistema de ecuaciones diferen-
ciales (3.36) se divide en cuatro regiones

le{y€R2|—L<y1yO<y2}, Qz :{yER2|y1<—LyO<y2},
Q3={yeR* [y <-Lyp <0}, Q4 ={yeR*|-L<yyy, <0},

en cada una de las cuales el sistema no lineal de ecuaciones diferenciales
(3.36) resulta ser un sistema de ecuaciones diferenciales lineales con coefi-
cientes constantes. Se observa ademas que existen dos superficies de discon-
tinuidad,

le{yERzlyQZO}, ZZZ{yERzlylz—L},
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como se muestra en la Figura 3.15. Por lo tanto, es necesario analizar la
dinamica de este sistema considerando su solucién en cada una de esas re-
giones.

De las condiciones iniciales p, = (a9, 0) " y el hecho de que los coeficientes
del sistema de ecuaciones diferenciales (3.36) cumplen &(y;(0)) = w?y
H(y1(0)) = py, se obtiene de la segunda ecuacion diferencial de (3.35) que

72(0) = —02%y1(0) + 2uy2(0) + u(0) = —w3ay — Lw? < 0,

por lo tanto, existe t; > O tal que umg(t) = —Lw? para todo t € (0,t;).
Luego, en este intervalo, se obtiene el siguiente problema de Cauchy que se
halla definido sobre Q4

U1 = Yo, y1(0) = a,
2 = —w?y1 — 2pys — Lo?, y2(0) =0,

cuya soluciéon y,, . (1) = (y1(¢), y2 (t))T se expresa por

y1(t) = (L+ag) e ™™ (cos gt + % sin St) - L,
w? (3.37<)
y2(1) = -y (L + ap) e sin 9t.

&= \Jw?—p? .

Se observa que los valores de los parametros del sistema de ecuaciones
diferenciales (3.36) implican la validez de la ecuacién y; (¢1) = —L para algin
t; > 0. La primera funcion definida en (3.37) permite obtener

t = % (% + arctan (%)) .

Después de sustituir este valor en las funciones definidas en (3.37) se obtiene
el punto q; = (y1(t1),y2(t1)) " que pertenece a la superficie de discontinui-
dad X, entre las regiones Q3 y Q4, donde

y1(t1) =—-L, ya2(t1) = —Ro,

donde
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Y2
Qo 0
P1 21 Po
U1

22

Qg ql \ Q4
Bméx(PO)
y1=-L

Figura 3.15. Soluciones del sistema de ecuaciones diferenciales (3.35).

con Ry = R(ap) y
R(a) = w (L + a) exp (_1% (g + arctan (%))) ,

tal como se muestra en la Figura 3.15. Por lo tanto,

-L
q: = (—Ro) € 2.

El punto g, define el punto de transicién de la solucién entre las regiones
Q4 vy Q3. Se observa ademas que la solucion intersecta de forma transversal
la superficie de discontinuidad X, y, por lo tanto, existe t, > t; tal que la peor
perturbacién externa atin toma el valor umg,(t) = —Lw? paratodo t € (1, t2),
debido a que y»(t) < O para esos instantes, mientras que los coeficientes del
sistema de ecuaciones diferenciales (3.36) toman los valores w(y1(t)) = wf,
y H(y1(t)) = pp para todo t € (11, t2). En consecuencia, la solucién de (3.36)
sobre Q3 coincide con la solucién y, (t) = (y1(t),y2()) " del siguiente
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problema de Cauchy

U1 =y yi(t) =-L,
Yo = —w;yl = 2p1py2 — Lo®, y2(t1) = —Ro,

la cual se describe por

y1(t) = —e 7).

R Lw?
(La)_ cos dy(t —t1) + (3—0 + g—pr_) sin J, (t — t1)) - %
1)
b P (3.38<)
yo (1) = —e Hr(17h).
R w2
Rocos 9,(t —t1) — gl + —LLo_|sin Fp(t —t1) |,
Ip p
donde
2,2 w?
dp=rwp =4y ¥ a)_:l—y.
P

La representacion de la solucién (3.38) muestra que es posible determinar
de forma explicita el instante t, > t; tal que y, () = 0, el cual es dado por

2
1 w
by —t = —(E — arctan('l2 + —pr_)).

Esto muestra que la solucién del sistema de ecuaciones diferenciales (3.36)
bajo la accién de la peor perturbaciéon externa upmsx(t), y bajo condiciones
iniciales de la forma p, = (ao,0) ", describe un semiciclo inferior de oscila-
cién definido en [0, #2], el cual cruza a ¥; en un punto p; = (—a1,0) 7, donde
a1 > 0 se determina de la ecuacién y; (t2) = —a1, la cual permite definir una
funcion secuencial a1 = F(Ry), donde:

Ro? Lo? 2\\2' 1,2
—J(__(_)) S a9
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Asi, la solucion del sistema de ecuaciones diferenciales (3.36) define una
transformacion puntual de la superficie de discontinuidad > en si misma tal
que para todo p, = (2p,0)" € ¥; se asocia un punto p; = (-23,0)" € ¥;
mediante una transformacién no lineal de ¥ en >.

La definicién de la primera maxima desviacién y la solucién del sistema
de ecuaciones diferenciales (3.36) definen una trayectoria de maxima des-
viacién desde el punto p, = (2p,0)" € X; para la familia de ecuaciones
diferenciales (3.35) en Q3 U Qy4, la cual se describe por

Bumix(Po) = {Y,,,, (1) € R? |t € (0,12)},

como se muestra en la Figura 3.15.

Se analiza ahora la construccién del semiciclo superior de oscilacién so-
bre los conjuntos Q1 y Q», por suponer valido el esquema que se muestra
en la Figura 3.16. Bajo este esquema, se considera el problema de determi-
nar un parametro Qo > 0 con la propiedad de que la solucién del sistema
de ecuaciones diferenciales (3.36) describa dos arcos p,q, y q,p, que con-
formen el semiciclo superior de oscilacién. Al suponer que g, = (=L, Qo) "
pertenece a la interseccién de la trayectoria solucion y la superficie de dis-
continuidad X,. En esta tarea, el punto q, describe la condicion inicial del
sistema de ecuaciones diferenciales (3.36) mientras que p, = (a2,0)" es un
punto arbitrario que pertenece a la superficie de discontinuidad ;. Por lo
tanto, si el supuesto anterior es valido, debe existir t3 > t; tal que y(t3) = q,,
y ya que Qg > 0, se sigue que umgy(t) = Lw? para todo t € (t3—to, t4), donde
t4 > t3 es el instante en el cual se satisface la relacién y(t4) = p,.

Se considera primero la construccién del arco de solucién p,q2 por supo-
ner que z,,, (¢) =y, (t3—1) donde t € (3 —t3, 13). En estas condiciones, la
parametrizacion z,,_, (¢) = (z1(¢),z2(#)) " describe un arco p,q, que se reco-
rre en tiempo inverso, es decir, de tal manera que el recorrido se inicia en el
punto g, y se termina en el punto p, sobre la regién Q,. Por consiguiente,
bajo este cambio de variable, los coeficientes del sistema de ecuaciones dife-
renciales (3.36) toman los valores w(z1(t)) = a)f, y i(z1(t)) = pp para todo
t € (t3 — ty, t3), Y en consecuencia, la solucién del sistema de ecuaciones di-
ferenciales (3.36) coincide con la solucién del problema de Cauchy definido
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Y2
BméX(Pl)
Q9 ] o)
y 41 ) )
21

b))

Qs Qq4
y1=-L

U1

Figura 3.16. Soluciones oscilatorias del sistema de ecuaciones diferenciales (3.35).

en Qo, el cual es descrito por

21 = —2Zy, ral (0) = _L’
2y = (,)12)21 + 2ppzo — Lo?, 22(0) = Qo,

y cuya solucion esta dada por

Qo

_ t Hp . Lo
z1(t) = —etr (La)+ cos Jpt + (— - S—La)Jr) sin 19pt) + ?,

19P p

t Qoflp wj% .
z(t) = e/*"( Qg cos Iyt + — — Loy | sindyt|,

Ip Ip
donde
w2
@p

2

p (3.40<)

De la definicion del nuevo sistema de coordenadas para el sistema de
ecuaciones diferenciales (3.36) se sigue que z,,, (t3 — 2) =y, . (t2) = p;
y, por lo tanto, para las funciones definidas en (3.40) se deben cumplir las
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ecuaciones z1(t3 — t3) = —a1 v z2(t3 — t2) = 0. La tltima de estas ecuaciones
implica que

1 (n b 9
3 — ty = —| = + arctan| — — Lo, ||,
=g (- g
mientras que de la primera se obtiene la representacion a; = G(Qop) definida
por:

9 Lw? 21)2' Low?
o = _QOZP eir(ts12) | 1 4 (g—p - ; (1 + “—)) - (3419
wp P QO P

La ecuacién (3.41) define, de manera implicita, una transformacion bi-
yectiva que va de la segunda coordenada de puntos de la forma q = (-L, Q)"
que pertenecen a la superficie de discontinuidad ¥, en la primera coordena-
da de puntos de la forma p = (—a,0) " que pertenecen a 3;. Esta observacién
muestra la dependencia implicita que existe de algun pardmetro Qp > 0 con
respecto al pardmetro «; definido en (3.41), y ayuda a concluir que es po-
sible representar, por lo menos de forma local, una relacién funcional que
se expresa en la forma Qg = hgl(al). La posibilidad de expresar esta rela-
cién permite construir una solucién del sistema de ecuaciones diferenciales
(3.36) definida en Q, U Q3 U Q4 y tal que esta cruza de forma transversal
los conjuntos X, y %5 en los instantes t; < ty < t3.

Se puede obtener ahora la construccién del segundo arco de solucién q, p,
al definir z,,, (1) =y, . (t) para todo t € (f3,14). De esta manera, la para-
metrizacién z, . (t) = (z1(t),z2(t)) " representa el arco que se recorre en
sentido directo, es decir, tal que el recorrido se inicia en el punto g, y se
termina en el punto p,. De tal guisa, los coeficientes del sistema de ecuacio-
nes diferenciales (3.36) toman los valores &(z1(t)) = w? y fi(z1(t)) = y para
todo t € (t3,14) V, por consiguiente, se obtiene el problema de Cauchy:

Z1 = za, z1(13) = —L,

Z9 = —wzzl —2puzo + LCL)Z, z2(13) = Qo,
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cuya solucién se describe de forma explicita por

z1 (t) — _e_l—’(t_tB) .

(ZLcos gt —t3) — (% - %) sin 9(t — tg)) +L,
3.42<
zo(1) = e M1, ( )
2
(QO cos J(t — t3) — (% - ZL;) ) sin 3(t — tg)).

A partir del cambio de variable propuesto, y del hecho de la validez de la
ecuacion z,,, (t4) =y, . (ta) = p,, se satisfacen las ecuaciones z1(t4) = az
y z2(t4) = 0. De la ultima de estas ecuaciones resulta que

1(7r (,u 2Lw2))
4 —t3 = —| = —arctan| — — ,

g\2 J  Qod
mientras que de la primera se deduce la relacién secuencial a; = H(Qy),
donde |
2
Qo —p(ta—t3) g 2Lw?
== 14+(= - + L. 3.43<
ag = g€ 5" 009 ( )

Se observa que la relacion (3.43) define una transformacién puntual biyec-
tiva de la segunda coordenada de puntos de la forma q = (-L,Q)" que
pertenecen a la superficie de discontinuidad X, en la primera coordenada
de puntos de la forma p = (a,0) " que pertenecen a ;.

Una vez mas, la definicion de la segunda maxima desviacion y la solu-
cién del sistema de ecuaciones diferenciales (3.36) definida en Q; U Qo,
permiten determinar una trayectoria de maxima desviacién desde el punto
p1 = (—a1,0)7 € ¥ para la familia de ecuaciones diferenciales (3.35), la
cual se describe por

Bméx(Pl) = {yuméx(t) € Rz | t e (tz, t4)} ,

como se muestra en la Figura 3.17.
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El proceso de construccién que se ha mostrado hasta este punto, permite
obtener la dependencia implicita que existe entre los pardmetros as y ap, la
cual se define de tal manera que

ay=H(Qo), Qo=G'(a1), a1=F(Ro), Ro=R(ao)

y, por consiguiente,
az = H(G™ (F(Ro))).

Dado que esta relacién depende de la eleccion del parametro ag > 0 que
conforma el vector de condiciones iniciales p, = (ao,0)7, si se repite este
procedimiento de tal manera que después de algunas iteraciones se halla un
nuevo punto de condiciones iniciales p, = (a,,0)" con a, > 0, entonces
se obtiene para el sistema de ecuaciones diferenciales (3.36) un ciclo de
oscilacién que cruza al conjunto ¥; en un punto p,,, = (an4+2,0) ", donde el
parametro a,42 > O es descrito por la relaciéon de recurrencia

ns2 = H(GT(F(Ry))), neN,

donde
Apy2 = H(Qn)s On = G_l(an+1)s an+l1 = F(Rn),

para algin Q, > 0 que satisface a,+1 = G(Qy), y donde R, = R(ay,). No
obstante, debido a que no es posible conocer de forma explicita la relacion
G '(ans1) = Qn para cada n > 0, resulta ser una tarea dificil el determi-
nar el comportamiento asintético de la sucesion {a,}, . En tal situacién
se pueden determinar condiciones bajo las cuales el sistema de ecuaciones
diferenciales (3.36) posee una trayectoria cerrada C™# que describe el ciclo
limite maximo, lo cual equivale a determinar pardmetros ag > 0y Qp > 0
tales que p, = p,, si estos existen.

Por consiguiente, la posibilidad de obtener una trayectoria cerrada en el
sistema de ecuaciones diferenciales (3.36) es equivalente a la posibilidad de
obtener solucién del siguiente sistema:

F(Ro) -G(Qo) =0,  ao—H(Qo) =0, (3.44<)
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tal como se definen en las relaciones (3.39), (3.41) y (3.43). Si (3.44) posee

soluciones, entonces estas se denotaran por a(r)“éx y Q(r)“éx, respectivamente.
La existencia de los parametros a{)“éx y leéx permiten determinar los pun-

tos de interseccién de la trayectoria cerrada con las superficies %1 y X5, los

cuales se representan por:
PP = @07, PP = (a0 (3450
qunax — (—L, _RglaX)T’ qrznax — (—L, leaX)T,

donde ai“éx =F (Rg‘é") y Rgléx = R(agléx). En la Figura 3.17 se ilustra este

esquema de construccion.

Y2
BméX(PrlnéX)
Q 9 ] on
prlneix Cméx Pi)néx — Prznéx
> 9
22
Qg q1 \ ; Q4
Bméx(P{)naX)
y1=-L

Figura 3.17. Soluciones oscilatorias del sistema de ecuaciones diferenciales (3.35).

Debido a que no es posible determinar a(r)“éx y Qg‘éx de manera analitica
en (3.44), pues existen términos trascendentales, es imprescindible el em-
pleo de métodos numéricos con el objetivo de simplificar la tarea. En este
caso, se considera determinar el parametro leéx y, con ello, determinar los
parametros restantes a(r)“éx, R{)“éx y a{né‘x.

El parametro a; se representa por a1 = F(Rg) y a1 = G(Qp) en las rela-

ciones (3.39) y (3.41). Esto permite escribir la primera ecuacion del sistema
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no lineal (3.44) de manera equivalente a

2Lw?
a+(Q0)eb+(Q°) —a (Ro)eb_(Ro) _ a)—O; =0, (3.46<)
P
donde
3,5 w2 2!

a+(s)—i2 1+(”—P¢—pri) , )
wp P ps CL)i = 1 + w—,
Bp (7 pp @) )

bi(s) = i—p(— + arctan(—p F —pri)),

mientras que de la condicién ag = @y y la representacion ay = H(Qg) que se
da en (3.43), resulta que la segunda ecuacion no lineal de (3.44) se expresa
en la forma

H(Qo) = a(Qo)e” %) +1L, (3.47<)
donde |
ds p 2Lw?\?
a(s)_E 1+(1_9_ 193) ’
_ H[(m B 2L’
b(s) = 19(2 arctan(19 s ))

Las ecuaciones (3.46) y (3.47) ayudan a escribir el sistema no lineal de
ecuaciones (3.44) en la forma

h(Qo) =0, (3.48<)
donde )
2L
h(s) = ay(s)e" Y — a_(R(H(s))) et FHO) - =
@
p

Se obtienen las siguientes propiedades de la ecuacion (3.48).

Proposicion 3.2. Existe una tnica solucién Q(r)“é1X > 0 para la ecuacién (3.48).
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Demostracion. De acuerdo con la definicion de las funciones a y b, se
obtiene el siguiente limite

h'rr(l)H(s) = 2L exp (—@) +L
Nd

g
y, por lo tanto, lims_,o R(H(s)) = A, donde
A=2Lw (1 + exp (—ﬂ—;)) exp (—% (% + arctan %)) .

De esta manera, resulta que lim,_,o h(s) = Lw_ — a_(A)e?Y < 0. Por
otra parte, debido a que

, Hp [ H
lim b.(s) = +2(Z 4 arctan -2 |,

5—00 I, \2 J,

P P
y ya que lim;_,c a. (s) = oo, se concluye que lim;_,o, h(s) = oo.

De las expresiones anteriores se concluye que existe un nimero real
positivo Qg'** € R tal que h(QF**) = 0y, debido a que h es una funcién
creciente para todo s > 0, se concluye que tal numero real es dnico. 1

Proposicion 3.3. Existe un nimero real positivo A > 0 tal que Q{)“éx = AL.

Demostracidon. Basta con ver que existen funciones A, (A1) y B+(1) que
dependen de los pardmetros de la ecuacién diferencial (3.36) y que no
dependen de L, tales que

h(AL) = Lg(})
donde

202

— -
Wp
Estas funciones se obtienen de manera directa al verificar la validez de las

g(1) = A (V)P M — A_(1)e B-W —
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siguiente ecuaciones:

a-(R(H(AL))) = LA_(4), a+(AL) = LA(Q),
b_(R(H(AL))) = B_(A),  b+(AL) = B+ (A).

Esto muestra el resultado. 1]

Se concluye de la Proposicién 3.3 que el numero real A > 0 sélo depen-
de de los parametros que definen la ecuacién diferencial (3.36), excepto del
parametro L. Por otra parte, se concluye de las Proposiciones 3.1y 3.2 que la
existencia de una solucién de (3.48) implica la existencia de un ciclo limite
C™X para la ecuacién diferencial (3.36), y que este no depende de las con-
diciones iniciales, es decir, C™# sélo depende de los pardmetros que definen
la ecuacién diferencial (3.36). Esto muestra el siguiente resultado:

Teorema 3.3. La ecuacién diferencial (3.36) posee un tnico ciclo limite Cméx
que es asintéticamente y orbitalmente estable.

El siguiente ejemplo muestra de forma numérica un caso particular de los
resultados obtenidos.

f’ Ejemplo 3.4. Se eligen en el sistema de ecuaciones diferenciales el valor
del parametro L = 1y los coeficientes = 0.1, y, = 0.8, 0 = 0.8 y w, = 0.9.
Con estos valores se obtienen las estimaciones ¢ ~ 0.7937 y 9, ~ 0.4123.

Si se consideran condiciones iniciales +p, = (xap,0) " y £p, = (£20,0) ",
entonces se obtienen trayectorias que convergen a un unico ciclo limite ma-
ximo C™# | como se muestra en la Figura 3.18, en la cual se han elegido los
valores ag = 0.5y ap = 3.5. Los puntos de interseccion sobre las superficies
de discontinuidad son:

max 2 max -1.9679 max -1 max -1
Po N(o P o o T las2s7)r 120 T logzes)

Se observa de la Figura 3.18 que el ciclo limite C™#* es asintéticamente y
orbitalmente estable. —_mamm

Se ha mostrado que la ecuacién diferencial (3.36) posee un tnico ciclo
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limite Cmax que pertenece a las regiones Q1, Qs, Q3 y Q4 del plano de fases
Q = R?, y que cruza las superficies de discontinuidad X; y X,. La deter-
minacion de este ciclo limite se ha realizado bajo el supuesto de no existir
movimientos deslizantes sobre las superficies de discontinuidad >, y 3.

Y2

Figura 3.18. Representacion grafica de las soluciones del Ejemplo 3.4.

Por otra parte, se puede concluir de la definicién de la peor perturbacion
externa, que el ciclo limite C™# describe la frontera del conjunto de alcan-
zabilidad Q de la familia de ecuaciones diferenciales (3.35). En efecto, ya
que si no fuese asi, entonces debe existir otra perturbacién u(t) € U tal
que la correspondiente solucién y(t) = (y1(t),y2(t)) " asociada al sistema de
ecuaciones diferenciales

y1 = Yo,
Y2 = —o(y1)y1 — 21(y1)y2 + u(t),

con condiciones iniciales p, = (g, 0)" € Q, debe ser tal que la correspon-

- 138 -



Capitulo 3. Planteamiento del problema de maxima desviaciéon | [ 1)

diente trayectoria solucién T = {gy;(t) € R? [t > 0} debiera cruzar el ciclo
limite C™3X en cierto instante 7 > 0. En tal situacién, para dicho instante
debe tener lugar la siguiente desigualdad

dyo
dyx

dyz

d—yl(’[’) <

(7),
lo cual contradice de forma natural la definicién de la peor perturbacién ex-
terna. La contradiccién obtenida muestra que el ciclo limite C™#* representa
la frontera del conjunto de alcanzabilidad Q para la familia de sistemas de
ecuaciones diferenciales (3.35). A este respecto, CMéX describe el ciclo limite
mdximo de la familia de sistemas de ecuaciones diferenciales (3.35).

Esto se describe en el siguiente resultado.

Teorema 3.4. El ciclo limite maximo C™4* del sistema de ecuaciones diferen-
ciales (3.36) representa la frontera del conjunto de alcanzabilidad Q para la
familia de sistemas de ecuaciones diferenciales (3.35).

Se observa como consecuencia del Ejemplo 3.4 que Q resulta no ser un
conjunto simétrico, y tampoco un conjunto convexo, tal como se observa en
la Figura 3.18, ya que los elementos de la familia de ecuaciones diferenciales
considerada, no son lineales. No obstante, es posible establecer un criterio de
estabilidad robusta para esta familia de sistemas de ecuaciones diferenciales
tal como se realizé en la Subseccién 3.4.1.

3.5.1. Criterio de estabilidad robusta

Se mostro que la ecuacion (3.48) posee solucién tnica Qg‘éx = AL para algiin
A > 0y, por lo tanto, el sistema de ecuaciones diferenciales (3.36) posee
un tnico ciclo limite maximo C™# que representa la frontera del conjunto
de alcanzabilidad @ para la familia de sistemas de ecuaciones diferenciales
(3.35). La interseccién de las rectas y, = 0y y; = —L con C™# ocurren en
los puntos pg‘é", prlnéx, qunéx y qrznéx,lver (3.45). Con ayuda de la construc-
cién de este ciclo limite maximo C™#, y siguiendo el método descrito en la
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Subseccién 3.4.1, en este apartado se obtiene un criterio de estabilidad ro-
busta para la familia de sistemas de ecuaciones diferenciales (3.35), el cual
es andalogo al descrito en la Definicion 3.2, y que depende del concepto de
estabilidad bajo perturbaciones de accién constante introducido por Georgiy
Nikolaevich Duboshin e Ioel’ Gil’evich Malkin, ver Elsgoltz (1969).

Se denota una vez mas por Y el conjunto conformado por las soluciones
y,(t) = (y1(#),y2(t)) " de la familia de ecuaciones diferenciales (3.35) que
son asociadas a una perturbacion externa u(t) € Us, y que satisfacen la con-
dicién inicial y(0) = p,. Se considera la siguiente norma para cada solucién

y,(t) eY:

||yu||y:méx{ sup |y1(¢)[, sup |y2(t)|}-
t€[0,00) t€[0,00)

Definicion 3.3. La solucién trivial g;(t) = 0 de la familia de sistemas de ecua-
ciones diferenciales (3.35) es robustamente estable con respecto a condiciones
iniciales y,(0) = p, y perturbaciones externas u(t) € Us, si para todo € > 0
existen 81 = d1(€) > 0y &2 = d2(€) > O tal que la siguiente condicién es satis-
fecha: si [|ull¢;; < 81y [Ipollo < S2, entonces cualquier otra solucién de (3.35)
satisface la desigualdad ||y, ||y < €.

El andlisis de la estabilidad robusta de la familia de sistemas de ecua-
ciones diferenciales (3.35), en el sentido de la Definicién 3.3, se realiza por
emplear las mdximas desviaciones de la solucién y, () = (y1(t),y2(t))" del
sistema de ecuaciones diferenciales (3.36) respecto alos ejesy; =0y y, =0
en cada intervalo de tiempo (#x_1, fx), es decir, a los valores

™= sup |p()], = sup |ya(1)].
te(tk-1,tk) te(tk-1,tk)
De las expresiones (3.41) y (3.43), asi como la Proposicién 3.3, se sa-
be que las maximas desviaciones de oscilaciéon de la familia de ecuaciones
diferenciales (3.35) sobre el eje y» = 0 se describen por ag™ = L - ap y
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o’ = L - a1, donde

]
A9 2022 202
=2 1+(1E9_A_6;) eXp(_%(g_arCtan(g_%)))H

A9 ANy 2! W40 2
a = —= 1+(IQ— ’ p) exp(”—p(g+arctan(u—p— ’ p)))_&).

Las maximas desviaciones de oscilacién de la trayectoria solucion respecto
al eje y; = 0 se analizan por separado al considerar la solucién que describe
el ciclo limite maximo C™4X en las regiones Q;, Q, Q3 y Q4, respectivamente.
Por lo tanto, se supone que Qg‘é", a(r)“éx,’Rg‘éX y ainéx son los parametros que
determinan el ciclo limite maximo C™* con la siguiente condicién inicial
pgléx = (agléx, 0) T para el sistema de ecuaciones diferenciales (3.36).

De la solucién del sistema de ecuaciones diferenciales (3.36) en el conjun-
to Qu, se observa que los limites laterales de 7, (¢) satisfacen las siguientes

desigualdades en los instantes t =0y t = t7:
J2(0%) = —w*(L + al®™) < 0,
Yo (ty) = 2pew(L + ocglé‘x)e_”t1 > 0.

Debido al cambio de signo, se sigue que existe un instante s; € (0,t;) en
el cual la trayectoria Iy = {(y1(t),y2(¢))" € Q4 |t € [0, 1]} posee en Q4 un
vector tangente en el instante ¢t = s1, y que este vector es paralelo al eje de
coordenadas y, = 0, con

2 ,u)
~ —arctan = | .
(2 arctan o

En tal situacién resulta que ys(s1) = —,Bg‘éx, donde ﬁ{)“éx =L- EO, y
Bo = w(1+&)e ™.

El valor " define la méaxima desviacion de la coordenada y» en Q4.
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Si ahora se determina la solucién de (3.36) en Qg, resultan los siguientes
limites laterales de g2 () para los instantes t = t; y t = t3:

U2(8]) = Lw_wf, + ZRSlépr > 0,

(1) = \ (Lo} + R#3)2 + R4C52 ¢ 1ozt 5 0,

De esta manera, la trayectoria I = {(y1(¢),y2(t))" € Q3 | t € [£1,22]} no
admite vectores tangentes en la regién Q3 que sean paralelos al eje y, = 0.

Por otra parte, la coordenada 7, (¢) de la solucién definida en Q,, satisface
los siguientes limites laterales en t =ty y t = t3:

92(ty) = \/(La)+w12, — QD)2 + Q(r)néxzf};za etr(3712) 5
max

Ua(t3) = La)+a)§ = 2Q0" pip-

Se puede observar que ocurren dos casos en Q. Primero, si w+w1§ > 21,

entonces la trayectoria I3 = {(y1(¢),y2(t))" € Qo | t € [£2,t3]} no admite
vectores tangentes que sean paralelos al eje y2 = 0 en Q5. Luego, la mdxima
desviacién de la coordenada y» en Q3 se obtiene del valor y2(t;) = p"**

1 5
donde ﬂinéx =L-p1y
p1=A.
Segundo, si a)+a)§ < 2Ap,, entonces existe un instante sy € (f2, t3) tales que
2(s2) = 0. Bajo la validez de este supuesto resulta
1 Aw?
Sg =t ——(£+arctan(/l—p+ 2p ))

y, por lo tanto, la méxima desviacién de la coordenada y; en Q, se obtiene

del valor y,(s2) = ﬂinéx, donde ﬂinéx =L- El y

~ 1 .
pr = —\/(w+a)f, — Apip)? + 2297 etp(ta=s2),
©
p
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Finalmente, en Q; se obtienen los siguientes limites laterales para o (t)
ent =13yt =1ty

o (13) = 2(Lo* — Q¥ p),

Ua(ty) = —\/(2sz - leéX)Z + leéngz e Hlta—ts) ()

Una vez mds se obtienen dos casos en Q. Primero, si la desigualdad w? < Au
es valida, entonces la trayectoria Ty = {(y1(t),y2(t))" € Q1 |t € [t3,24]} noO
admite vectores tangentes que sean paralelos al eje de coordenadas yo = 0
en Q;. Asi, la maxima desviacién de la coordenada y, en Q; se representa

por y>(£5) = 1, donde P =L - By y

Bo = A.
Segundo, si w? > Ay, entonces existe s3 € (t3,14) tales que 7(s3) = 0. Se
sigue que
1(z arctan | £ + Ao? +t
s3=—=|=- L ’
37 9\2 9" 29(w? - Ap) 3

max max

de donde se obtiene el valor y,(s3) = 5%, con 7% =L - EZ y

- 1 1
Bo = _\/(2602 — )2 + 1292 e H(s3—13)
1)

El criterio de estabilidad robusta de la solucién trivial 4;(t) = 0 de la
familia de ecuaciones diferenciales (3.35) para perturbaciones externas es
el siguiente: para todo € > 0, el estimado ||y, ||y < € para cada perturba-
cién externa u(t) € Ujy, se obtiene al determinar la constante L = §; de la
expresion

€

d = — (3.49<)
maéx {rnéx{é?o, a1}, méx{fo, p1, ﬁz}}

siempre que la condicién inicial y(0) = p, de la familia de ecuaciones dife-
renciales (3.35) satisfaga la desigualdad

polles < 6 = 8 - min {@o, @)} (3.50<)
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La representacién que se da en (3.49) permite determinar una cota pa-
ra las amplitudes de oscilacién del ciclo limite maximo C™4* del sistema de
ecuaciones diferenciales (3.36), ya que en el lado derecho de esta expresion
aparecen unicamente parametros que definen el sistema de ecuaciones dife-
renciales (3.36), ver Aleksandrov et al. (2010). Tal propiedad ayuda a fijar el
siguiente criterio de calidad robusta que caracteriza las mdximas desviacio-
nes del sistema (3.35), y cuyas condiciones iniciales satisfacen la desigualdad
(3.50), tal como se hizo en la Subseccion 3.4.1:

€

X = sup (3.51)

0<e<oo 51 (6) .
Como consecuencia, se sigue del criterio de estabilidad robusta que las solu-
cionesy,(t) = (y1(t),y2(¢)) " de la familia de ecuaciones diferenciales (3.35)
asociadas a perturbaciones externas u(t) € Us y que inician en un punto
Po € Q, satisfacen la siguiente propiedad: y,(¢) € Q para todo t > 0.
El siguiente ejemplo muestra la validez de los resultados obtenidos para
una eleccién de los pardmetros que satisfacen 0 < p < w y 0 < p, < w, y
considerando algunas perturbaciones externas.

f! Ejemplo 3.5. Se supone que en la ecuacién diferencial (3.35) se han
elegido los pardmetros w = 0.8, = 0.1, 0w, =09y p, = 0.8.

Si para € = 2 se buscan soluciones y, () = (y1(¢),y2(¢)) " en la familia de
sistemas de ecuaciones diferenciales (3.35) tales que ||y,||y < € para toda
perturbacién externa u(t) € Us, entonces del criterio de estabilidad robusta
se sigue que basta con elegir L ~ 0.7693.

Tomando en consideracion los valores de los parametros propuestos, se
obtiene la ecuacion g(1) = 0 definida en la Proposicién 3.3, la cual tiene por
solucion A ~ 0.9765 y, por lo tanto, la ecuacién (3.47) admite la siguiente
aproximacién como tnica solucién leéx ~ 0.7512. La gréfica de la funcién
h se puede observar en la Figura 3.19.

De acuerdo con el valor Qg“éIX que se ha obtenido, es posible determinar

los puntos de cruce del ciclo limite maximo C™®* sobre las superficies de
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Qo
_J s

-1 0 1 2

Figura 3.19. Grafica de la funcién h(Qp) descrita en la ecuacién (3.48).

discontinuidad >, y 2, los cuales son:

Pgléx ~ (2’ O)T, Pllnéx ~ (—1.5139, O)T,
g™ ~ (-0.7693,-1.7891)7, ¢I¥* ~ (-0.7693,0.7512).

Se observa de estos valores que la maxima desviacién del ciclo limite C™4
sobre el eje y, = 0 corresponde al valor agléx ~ 2, mientras que la maxima
desviacién del ciclo limite C™# sobre el eje y, = 0 se representa por el valor
méX ~ 1.8465.

Si ahora se consideran condiciones iniciales +p, = (+0.5,0) ", entonces
la correspondiente trayectoria solucién y,, (1) = (y1(2), y2(t)) " asociada a
la peor perturbacién externa upmg(t) = Lw?Sign(yz(t)) debe converger al
tinico ciclo limite maximo C™# de acuerdo con el método de las transfor-
maciones puntuales que se describid en la Seccién 1.4, tal como se muestra
en la Figura 3.20a. Por otra parte, si ahora se considera la perturbacion ex-
terna 7(t) = Lw? cos(0.4t), entonces la correspondiente trayectoria solucién
satisface la propiedad geométrica y;(t) € Q para todo ¢t > 0, tal como se
muestra en la Figura 3.20b.

Se puede observar que en cada uno de los casos son validos los estimados:

ly, Ny <e v lylly <e
lo cual muestra la validez del criterio de estabilidad robusta. _EEN
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Figura 3.20. Representacién de la solucién del Ejemplo 3.5 bajo el efecto de la perturbacién externa:
@) umax(t) = Lo? Sign(yz (1)) y (b) 1(t) = Lw? cos(0.4t).

—...cMe podrias indicar, por favor, hacia dénde
tengo que ir desde aqui?
—FEso depende de a dénde quieras llegar —
contesto el Gato.

Alicia en el pais de las maravillas

Lewis Carroll (1832-1898)
Légico, matematico y escritor britanico
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