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Introduccion

Este trabajo es una continuacién del libro “Introduccién Bésica al Estudio del Analisis
Matematico” de Pérez et al. [25], el cual se escribié con el propdsito de ser una gufa en
la imparticién de un primer curso semestral de Anélisis Matematico para estudiantes uni-
versitarios de la carrera de Matematicas. En ese primer libro se abordaron, principalmente,
conceptos y resultados sobre convergencia y continuidad en espacios métricos; sentando las
bases para el estudio de la integracién y diferenciacion de manera mas general y rigurosa
que la estudiada en los cursos previos de calculo. El objetivo del presente trabajo es, en-
tonces, el de servir como guia en la imparticion de un segundo curso semestral de Anélisis
Matematico para estudiantes universitarios. En éste se abordan conceptos como el de in-
tegral de Riemann-Stieltjes, convergencia puntual y uniforme de sucesiones y series, teoria
sobre la diferenciacion e integracién de funciones de varias variables y las integrales impro-
pias de Riemann. Se espera que este tomo y el anterior, sean (juntos), una referencia de
caracter elemental y autocontenida que les permita a los estudiantes comprender con mayor
profundidad, que la adquirida en sus cursos previos de calculo, estos valiosos conceptos de
la matematica. Con este proposito, al final de cada seccidén, se presentan varios problemas
relativos al tema especifico desarrollado en esa seccién. Esperamos también, que pueda ser-
vir como guia a los profesores en la imparticién de los temas aqui abordados y que se han
dispuesto de la manera siguiente. En el capitulo 1 se inicia con la integracién de Riemann-
Stieltjes, primero para integradores no decrecientes, mediante limites de sumas inferiores y
superiores; para luego, extender los conceptos y resultados a una clase de integradores mas
amplia, la de las funciones de variacion acotada, que se caracterizan por poder expresarse
como la diferencia de dos funciones no decrecientes. Se finaliza este primer capitulo con el
estudio de la integracion de Riemann-Stieltjes de funciones vectoriales y la determinacion de
la longitud de curvas. En el capitulo 2 se abordan la convergencia puntual y la convergencia
uniforme de sucesiones y series de funciones. Se muestra que la mera convergencia puntual no
garantiza la adquisicién, por la funcién limite, de propiedades importantes de las funciones
de la sucesion, tales como continuidad, integrabilidad y diferenciacién, entre otras propieda-
des concernientes al intercambio de limites. Sin embargo se ve que la convergencia uniforme
si garantiza, en la mayoria de los casos, que la funcién limite herede las propiedades de las
funciones de la sucesién. En este segundo capitulo se analiza también la convergencia de las
series de potencias y se muestra que toda funcién que puede ser expresada como una serie de
potencias (funcién analitica) es infinitamente diferenciable y que sus derivadas se pueden ob-
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tener diferenciando la serie término a término. Se presenta ademas la férmula de Taylor para
funciones de una variable y se muestra que si el residuo, de una funcién infinitamente dife-
renciable en un punto, tiende a cero, entonces dicha funcion puede ser expresada en términos
de su serie de Taylor alrededor de ese punto. Finalmente, se estudia también el teorema de
Ascoli que da condiciones bajo las cuales una sucesion de funciones continuas definidas sobre
un espacio métrico compacto tiene una subsucesion uniformemente convergente; asi como el
teorema de Stone-Weierstrass que da condiciones suficientes bajo las cuales un subconjunto
del espacio de las funciones continuas definidas sobre un espacio métrico compacto es denso
en tal espacio. En el capitulo 3 se da la definicién rigurosa de la derivada de una funcién de
un subconjunto abierto £ de R™ en R™ y su representacién matricial en las bases candénicas
de R™ y R™. Se muestra ademds que una funcién es continuamente diferenciable en E si y
solo si todas sus derivadas parciales existen y son continuas en E. Se estudian dos técnicas
de diferenciacion, una para la composicién de funciones, llamada la regla de la cadena y otra
para el producto, llamada regla de Leibniz. Se da también la generalizacion a funciones de
varias variables del teorema del valor medio y el teorema de Taylor. Se estudia el teorema de
la funcion inversa y el teorema de la funciéon implicita, los cuales resultan ser equivalentes.
El primero da condiciones suficientes para que una funcién definida en un conjunto abierto
E de R™ en R™ sea (localmente) invertible y se expresa la derivada de la funcién inversa en
términos de la inversa de la derivada de la funcién. El segundo da condiciones suficientes bajo
las cuales un sistema de ecuaciones de la forma F'(z,y) = 0 tiene solucién tnica (localmente)
para la variable y € R™ en términos de la variable € R"™, donde F' es una funcion de un
subconjunto abierto £ de R™ en R™ y da ademds una férmula para calcular la derivada
Df(z), donde f(x) se define como el valor unico, y, tal que F(z,y) = 0. Se estudia la gene-
ralizacién de la integral de Riemann para funciones de varias variables con valores reales, y
se da una condicién necesaria y suficiente para que una funcion con valores reales acotada
definida sobre un subconjunto acotado de R"™ sea Riemann integrable sobre dicho conjunto
(teorema de Lebesgue). Se finaliza este tercer capitulo con un teorema fundamental en la
evaluacion de integrales multiples, a saber, el teorema de cambio de variables y su aplica-
cién en tres casos particulares: coordenadas polares, esféricas y cilindricas. Finalmente, en el
capitulo 4 se analizan los diferentes tipos de integrales impropias de Riemann, se dan criterios
de convergencia y ejemplos para los diferentes tipos de integrales. Se analizan propiedades
de funciones que son definidas por medio de integrales impropias de Riemann y su aplicacién
para obtener el limite de algunas integrales impropias convergentes. Se analizan dos funcio-
nes definidas por integrales impropias de gran importancia en las aplicaciones; a saber, la
funcién gamma y la funcién beta. Por tultimo, se da una breve introduccién al estudio de
la transformada de Laplace, la cual desarrolla un papel fundamental en las aplicaciones, en
particular, en la solucién de ecuaciones diferenciales ordinarias.



Capitulo 1

Integracion de Riemann-Stieltjes

1.1. Definicién y existencia de la integral de Riemann-
Stieltjes

Consideremos un alambre sobre el eje x, con extremos en a,b € R, a < b, y supongamos
que este alambre tiene una distribucién de masa no uniforme. Por ejemplo, cuando z varia,
el alambre puede variar ligeramente en espesor o en densidad (masa por unidad de longitud).
Supongamos que se desea calcular, si es posible, la densidad en cada punto como una funciéon
f(@).

Lo que podemos medir de manera eficaz es la distribucion de la masa a lo largo del
alambre. Es decir, podemos medir facilmente la masa de cualquier segmento del alambre, y
conocer por lo tanto, la masa del segmento situado a lo largo del intervalo [a, x] como una
funcién F'(x). De esta manera, somos capaces de medir la masa de pequenos trozos como

dm = F (z +dz) — F(z) = dF, lo cual nos lleva a definir la densidad como f(z) = 4= =

F'(x), la derivada de la distribucién F(z), si F' es, desde luego, diferenciable.
Pero aqui F' es una funciéon creciente, no necesariamente diferenciable. ;Qué podemos

hacer en el caso en que F' no es diferenciable? ;Podriamos, por ejemplo, encontrar aun el
centro de masa? (el punto de equilibrio del alambre).

Como suele suceder, desde el punto de vista fisico, mucho de lo que se requiere conocer
no depende de la diferenciacion, sino mas bien en la integracién. Para ver esto, utilicemos,
solamente, el formalismo del curso inicial de cédlculo para escribir dF’ como la masa de un
pequeno trozo de alambre. Asi, la masa total es

b
m:/ dF(z) = F(b) — F(a);
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y pueden calcularse también varios momentos como integrales, a saber,

1P
p=— / xdF(z) (el centro de masa)
m a

1 [
o’ = —/ (x —p)?dF(z) (el momento de inercia sobre ).
m a

Podriamos, incluso, querer considerar varias medidas ¢ y calcular expresiones tales como

1 b
E/ p(x)dF(x)  (valor esperado de ).

El punto aqui, es que es posible dar sentido a estas integrales de Riemann “generalizadas”
sin hacer ninguna suposicion sobre la diferenciabilidad de F'. Aunque, como veremos mas
adelante, si F" existe, esta nueva integral es consistente con la de Riemann y en este caso,

/  p(a)dF(x) = / o) P ().

En particular, veremos que en el caso F(x) = z obtenemos la integral de Riemann.

El concepto de integral, informalmente introducido en las lineas anteriores, data de 1894
y se debe al astrénomo y matematico holandés Thomas Joannes Stieltjes. Esta integral,
llamada la integral de Riemann-Stieltjes, como se aprecia en la introduccién inicial, tiene
aplicaciones en fisica e ingenieria, asi como en varias areas de las matematicas. En particular,
esta integral permite tratar simultdneamente a las variables aleatorias continuas y discretas,
lo cual conlleva a aplicaciones a la teoria de la probabilidad y estadistica.

De la discusion anterior, se observa que la integracion de Riemann-Stieltjes comprende
dos funciones f y F', que a menos que especifiquemos lo contrario, supondremos que son
funciones de valores reales definidas en el intervalo [a,b] C R, a < b con f acotada y F' no
decreciente.

Dada una particién P = {zg,x1,...,2,} de [a, b], es decir, un conjunto finito de puntos
x0, X1, ..., Ty € [a,b] tales que a =g < 27 < -+ < x,, = b, escribiremos

AFZ:F({EZ)—F(ﬁz_l), 221,,7’L

Notemos que AF; >0,i=1,...,n,y que » . AF; = F(b) — F(a).

Ahora, para cada i(=1,...,n), definamos

m;= if f(r) y M= sup f(z)

Ti—1 ST zi—1<z<z;



CAPITULO 1. INTEGRACION DE RIEMANN-STIELTJES 3

y consideremos
L(P, f F) = ZmlAF y UL f F ZMAF

A los numeros L(P, f,F) y U(P, f, F) les llamaremos, respectivamente, suma inferior de
Riemann-Stieltjes de f respecto a F' sobre P y suma superior de Riemann-Stieltjes
de f respecto a F sobre P.

Es claro que para cualquier particiéon P de [a, b],

L(P, f,F)<U(P, f,F). (1.1)

Recordemos de nuestros cursos de calculo elemental, que una particién P* de [a, b] es
llamada un refinamiento de la particion P si P* O P. Asi, dadas dos particiones P; y Py
de [a,b], P* = P, U P, es un refinamiento tanto para P, como para P, y nos referiremos a
tal refinamiento como el refinamiento comin de P, y Ps.

Proposicién 1.1 Sean [ : [a,b] — R acotada, F : [a,b] — R no decreciente y P, P*
particiones de [a,b]. Si P* es un refinamiento de P, entonces

L(P,f,F) < L(P", f, F) (1.2)
Y

UP* [, F) <U(Pf,F). (1.3)

Demostracién. Supongamos primero que P* tiene solamente un punto mas que P, es
decir, si P = {xg, 21, ...,x,}, entonces P* = {xq,...,z;_1,2%, 24, ..., 2,}. Consideremos
wy = mi_g{fgm* flz) v wy= x*g;fgml f(z).

Es claro que wy > m; y wy > m;, donde m; = inf,, , <;<4; f(x), 7 =1,...,n. En consecuen-
cia,

L(P*7f7F)_L(P7f7F)
— imjAFj +wy [F (%) — F(x;-1)] + wa [F () — Z m;AF;

— imjAFj — m;AF; — i m;AF;

wy [F(2%) = F(zi1)] + wo [F (2;) — F (2%)] —my [F (2) — F (25-1)]
(w1 —my) [F (") = F (2i-1)] + (wg — my) [F (7)) — F (27)]

0.

v
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Si P* tiene k puntos méas que P, la conclusion de (1.2) se sigue aplicando k veces el razona-
miento anterior.

Debido a que U(P, f, F') = —L(P,—f, F') (problema 1), (1.3) se sigue de lo que tenemos
ya demostrado. ]

Corolario 1.2 Para cualesquiera dos particiones P y @ de |a,b],

L(P.f,F) <U(Q, f.F). (1.4)

Demostracion. Sea P* el refinamiento comin de P y (). Entonces por la proposicion
1.1y (1.1) obtenemos

L(P,f,F) < L(P*, [, F) <UP", f, F) < U@, [, F).

Considerando la particiéon R = {a, b}, se observa de la proposicién 1.1 y el corolario 1.2
que para toda particiéon Py @ de [a,b],

m[F(b) = F(a)] < L(P, [, F) <U(Q, f, F) < M [F(b) — F(a)],

donde m = inf,<,<p f(x) y M = SUP,<z<b f(z).

De esta manera, denotando por Pla,b| al conjunto de todas las particiones P de [a, b],
podemos definir

b
/ fdF = sup L(P,f,F) (1.5)
Ja PEP[a,b}
y
b
dF = inf P fF 1.
[ rar = it U1 (16)

valores reales a los que llamaremos integral inferior de Riemann-Stieltjes de f respecto
a F sobre [a,b] e integral superior de Riemann-Stieltjes de f respecto a F sobre [a, b],
respectivamente.

Se observa también del corolario 1.2 que

/abdeg/abde.

En efecto, fijando @ se sigue de (1.4) que

/bde: sup L(P,f,F)<U(Q,Ff,F).

PePla,b]



CAPITULO 1. INTEGRACION DE RIEMANN-STIELTJES 5

Como la anterior desigualdad es valida para cualquier particién @ de [a, b, se obtiene

/abde< mf UP,f,F)= /de

PePla,b]

Tenemos ya lo suficiente para dar la definicion de la integral de Riemann-Stieltjes de
funciones f : [a,b] — R acotadas respecto a funciones F : [a,b] — R no decrecientes.

Definicién 1.3 Sean f : [a,b] — R una funcién acotada y F : [a,b] — R una funcion no
decreciente. St
b b
/ fdF = / fdF,

diremos que f es Riemann-Stieltjes integrable con respecto a F' sobre [a,b] y al valor
comun, que denotaremos por

[ sar ovor [ s (17)

le llamaremos la integral de Riemann-Stieltjes de f respecto a F' sobre [a, b].

A la funcién f en (1.7) le llamaremos el integrando y a F el integrador. Denotaremos
a la clase de todas las funciones Riemann-Stieltjes integrables con respecto a F' sobre |a, b
por R[F;a,b).

Es conveniente completar la definicién de la integral de Riemann-Stieltjes considerando

/bade:—/abde

cuando la integral de la derecha exista y
/ fdF =0

Notemos que la integral de Riemann-Stieltjes (1.7) se reduce a la integral de Riemann
de f sobre [a,b] cuando F(xz) = z para todo = € [a,b]. A la clase de todas las funciones
Riemann integrables sobre [a, b] la denotaremos por R]a, b].

para todas las funciones f y F.
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Ejemplo 1.4 Toda funcion f = c constante es Riemann-Stieltjes integrable respecto a cual-
quier funcion no decreciente F y

b
/ cdF = c[F(b) — F(a)].
Esto se sigue del hecho de que, para cada particion P = {xg,x1,...,x,} de |a,b],

L(P,c,F)=U(P,c,F) =Y cAF; = c[F(b) — F(a)].

)

Ejemplo 1.5 Consideremos la funcion f : [a,b] — R definida por f(x) = 1g(z), donde Q
es el conjunto de los nimeros racionales y 1g : [a,b] — R es la funcion indicadora en Q,
es decir, la funcién que toma el valor 1 para x € [a,b] N Q y el valor 0 para x ¢ [a,b] N Q.
Entonces para cualquier particion P = {xg,x1,...,x,} de |a,b],

m; = inf f(z)=0 y M= sup f(z)=1 i=1,...,n

o1 STLXy zi—1<@<T

Por lo tanto, para cualquier funcion F : [a,b] — R no decreciente

b b
/ fAF =0y / fdF = F(b) — F(a).
Asi, si F' no es una funcion constante, f ¢ R[F;a,b].

Estableceremos ahora una condicién necesaria y suficiente para que f € R[F;a,b]. En
este punto es conveniente recordar nuestra convencion de que f y F son funciones con valores
reales que son, respectivamente, acotada y no decreciente en [a, b].

Teorema 1.6 La funcién f € R[F;a,b] siy sdlo si para cada € > 0 existe una particion P
de [a, b] para la cual

U(P, f,F) — L(P,f,F) < c. (1.8)

Demostracién. Supongamos que f € R[F;a, by seae > 0 dado. Se sigue de la definicién
1.3 y (1.5), que existe una particién P; de [a, b] tal que

b
/ fdF — L(P,, f,F) < %



CAPITULO 1. INTEGRACION DE RIEMANN-STIELTJES 7

y de la definicién 1.3 y (1.6), que existe una particién P, de [a, b] tal que

U(Py, f,F) — /b fdF < %

Considerando el refinamiento comin, P = P; U P, de P; y P; se sigue de la proposicién 1.1
que

b
U<P7f7F>§U(P27f7F)<§+/ de<§+%+L(P17f7F)§€+L(P7f7F)>

de donde
U(P7f7F)_L(P7f7F)<€

Reciprocamente, dado € > 0, existe, por hipétesis, una particiéon P de [a,b] tal que

U(P, f,F)— L(P, f, F) < e. Como

L(P,f.F) < / paF < / P <U(P. 1, ),

fde— /abde <e

Como esto es valido para todo € > 0, se sigue que

Zde = /abde.

Por lo tanto f € R[F;a,b. u

entonces

Observaciéon 1.7 De las desigualdades (1.2) y (1.3) se sigue inmediatamente que si P

es una particion para la cual (1.8) se cumple, entonces se cumple también para cualquier
refinamiento P* de P.

Denotaremos al espacio de todas las funciones f : [a,b] — R continuas por Cla,b].

Notemos que si f € Cla, b], entonces, debido a que [a,b] es compacto en R, f es acotada en
la, b].

Teorema 1.8 Cla,b] C R[F;a,b|.
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Demostracién. Consideremos f € Cla,b] y sea € > 0 dado. Del teorema 1.6, tenemos

que basta encontrar una particién P de [a,b] tal que U(P, f, F') — L(P, f, F) < e.

Elijamos 1 > 0 de manera que

[F'(b) = Fa)ln < e

Como f es continua en el compacto [a,b], se sigue que es uniformemente continua en

[a, b], por lo que existe § > 0 tal que

| flz) = fly) [<n

cuando z,y € [a,b] y | x —y |< 4.

Si P = {xg,x1,...,2,} es una particién de [a, b] tal que Az; < § para todo i(=1, ...

entonces de (1.9) se obtiene que

Por lo tanto

i=1 =1

Esto demuestra que f € R[F;a,b].

Dada una particiéon P = {zg, x1,...,x,} de [a,b], definamos
|P|| = méx{x; —x;—y, i=1,...,n}.

A ||P|| le lamaremos la malla de la particién P.

(1.9)

7n)7

Teorema 1.9 Si f es mondtona en [a,b] y F' es continua (recordemos que es, ademds, no

decreciente), entonces f € R[F;a,b|.

Demostracién. Notemos primero que por ser F' continua en el compacto [a, b,

F es

uniformemente continua. Supongamos ahora que f es no decreciente. Entonces si P =

{zg,x1,...,2,} es una particién de [a, b],

m; = f(:ci,l) y Mz = f(xl), 1= 1, o, .
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Luego

n

U(P, f,F)—L(P, f,F) = Z[f(xo—f(a:i_l)] AF;

n

= Z [f (i) = f(@ia)] [F(2i) — F(i-1)]

n

< mix [F(e) = Pl Y [f(w) = (i)

= max [F(z;) — F(z;-1)] [f(b) — f(a)] — 0

1<i<n

cuando [|P|| — 0, por la continuidad uniforme de F. El caso en que f es no creciente es
similar y se dejara como ejercicio al lector. ]

Teorema 1.10 Sea f : [a,b] — R acotada. Si [ tiene sélo un nimero finito de puntos de
discontinuidad y F' es continua en todo punto de discontinuidad de f, entonces f € R[F;a,b].

Demostracién. Sean € > 0 dado y M = sup,¢(, |f(2)[- St M = 0, entonces f =0 en
la, b] y por consiguiente serd Riemann-Stieltjes integrable respecto a F' sobre [a, b]. Asi que
supondremos M > 0. Sea D el conjunto de puntos de discontinuidad de f en [a, b], digamos
D ={z,29,...,2k} con 23 < 29 < -+ < Z.

Como F' es continua en z;, existe 6; > 0 tal que

|z — z;| <6; implica |[F(x)— F(%)| < para j=1,... k.

€
M
Sea dp = min {01, 92, ...,0;} > 0, y sean u;,v; € [a,b], j =1,..., k, tales que
L <2< <Us <29 < <o < U1 < 21 <V <Up < 2p <0y
2. max{v; —u;, j=1,...,k} <do.
De la eleccion de dg se sigue que

€ € €

Ful < 37 * 8o = weir

F(vj) = F(uy) = [F(v;) — F(2)] + [F(z) —

de manera que

S IFw) = Flu)) <3 557 = Top- (1.10)
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Sea

K = [a,b] = | J(uj,v)) = [a, 1] U oy, uz] U -+ U g, ux] U g, B].

Jj=1

Como K es una union finita de conjuntos compactos, es compacto, y debido a que f es
continua en K se sigue que f es uniformemente continua en K. Por lo tanto, existe 6 > 0
tal que |s —t| < 4, s,t € K implica

1)~ 101 < 57577 (111)
Sea P = {a = xg,x1,...,x, = b} una particién de [a, b] con las siguientes propiedades:

1. uj,v;€ P, g=1,... k.

2. Ningin punto del segmento (u;,v;) estd en P, j=1,... k.

3. Si ;-1 no es uno de los u;, entonces Az; = x; — ;-1 < 9.
Asi que de (1.10) y (1.11) se sigue que

U(P, f, F) = L(P, [, F)
k
= > M —m[F(v) = Flup)l+ > [Mi—mi[F(w:) — F(ai)]
j=1 wi_1Fuj =1,k

IN

2MZ[F<vj>—F<uj>J+Q[F(b)iF(a>] S AR

]:1 mi—l;'éuja ]:1 7777 k
< 2M g5 + W[F(b) — F(a)] =€,
con € > 0 arbitrario. Asi que se sigue una vez mas del criterio de integrabilidad (teorema
1.6) que f € R[F;a,b]. u
El siguiente ejemplo muestra que si f y F tienen un punto de discontinuidad en comun,
entonces f no es necesariamente Riemann-Stieltjes integrable respecto a F'.

Ejemplo 1.11 Definamos f : [-1,1] = R por f(z) =0six #0y f(0) =1,y F:[-1,1] —
R por F(x) =0 six <0y F(z) =1 si x > 0. Notemos que f y F' son ambas discontinuas
en 0. Ahora, si P es una particion con 0 € P, digamos xj_1 < 0 < x;41, entonces m; = 0
para todo v = 1,...,n, M; =0 parai # j,j +1y M; = My, = 1. Ademas AF; = 0 para
todoi # j+ 1y AF;; = 1. Por lo tanto

UPfF)=1 y L(PfF)=0.
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Esto, junto con la observacién 1.7 muestra que f ¢ R[F;—1,1] (dado que para cualquier
particion Q de [—1,1] puede considerarse el refinamiento P = Q U {0} ).

Problemas

1. Demuestre que
U(Paf7F) = _L(Pa_f7F)
y use esta igualdad para demostrar (1.3).

2. Demuestre que si f es no creciente en [a,b] y F' es continua y no decreciente en [a, b],
entonces f € R[F;a,b.

3. Sea f una funcién continua y no negativa en [a, b] tal que

/a e =

Demuestre que f(x) = 0 para todo = € [a, b].

4. Demuestre que si f € R[F;a,b], entonces L(P, f,F),U(P, f, F) — f; fdF cuando
I|IP|| — 0.

5. Sea F' € Cla,b] no decreciente. Demuestre que si f es acotada en [a,b] y para cada
O0<h<b—a, f€R[F;a+ h,b], entonces f € R[F;a,b]y

/ de—hm de

6. Sean f € R[F;a,b]ye > 0dado. Si (1.8) se cumple para la particién P = {zg, 1, ..., 2, },
demuestre que

a)

n

Z |f(t:) = f (si)| AF; <€

i=1

para cualesquiera puntos t;,s; € [r;_1,2;],i=1,...,n

b)

para cualesquiera puntos t; € [z;_1,2;],i=1,...,n



CAPITULO 1. INTEGRACION DE RIEMANN-STIELTJES 12

7. Suponga que existe I € R tal que dado cualquier ¢ > 0, existe una particiéon P =
{zo,x1,...,2,} de [a,b] de manera que

<e,

I— z": f(t:) AF;
=1

para cualesquiera puntos z; 1 < t; < x;, i = 1,...,n. Demuestre que f € R[F;a,b] y
que I = f; fdF.

8. Sean F,G,H : [-1,1] — R dadas por F = 191, G = 1jpyy H = %(F+ G). Dada
f:[—1,1] — R acotada, demuestre que
a) f € R[F;—1,1] siysélosi f(07) = f(0), en cuyo caso

1
[ faF = (0)

b) f € R|G;—1,1] siy s6lo si f(07) = f(0), en cuyo caso

/;Mszmy

c) f € R[H;—1,1] siy sélo si f es continua en 0, en cuyo caso

/_tde:/_llfdG:/_llde:f(o).

Donde f (0%) = limg o f(z) y f(07) = limgrg f(2).

9. Diremos que una funcién F' : [a,b] — R es escalonada si existe una particiéon P =
{zo,x1,...,2,} de [a,b] tal que F' es constante en cada intervalo abierto (z;_1,x;),
1 = 1,...,n. El nimero 5; = F(a:f) — F(:z:i_), es llamado el salto de F' en z; si
i=1,...,n—1.Elsaltoenaes Sy = F (a")—F(a) yel saltoen bes S, = F(b)—F (b7).
a) Suponga que F' es no decreciente y que f : [a,b] — R es una funcién acotada que es
continua en cada x;, demuestre que f € R[F;a,b| y que

b n
/ fAF =" f () Si.
a =0

b) Si f es continua en [1,n], calcule [ f(z)d[z], donde [z] es la parte entera de .
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1.2. Propiedades de la integral de Riemann-Stieltjes

Teorema 1.12 (Linealidad en el integrando) Sean f,g € R[F;a,b] y ¢ € R. Entonces
i)cf €RIF a8 y  [(cf)dF =c [ fdF.
i) f+g€R[F;a,b] y [(f+g)dF = [ fdF + [’ gdF.

Demostracidn. i) El resultado es obvio para el caso en que ¢ = 0. Supongamos entonces
que ¢ # 0. Dado € > 0, consideremos una particién P = {zg, z1,...,2,} de [a,b] tal que
€
e’

la existencia de tal P se sigue del criterio de integrabilidad dado en el teorema 1.6.

U(PvfaF)_L(Pava)< (112)

Sic>0,

sup  (¢f)(z)=c¢ sup f(x) e inf  (c¢f)(x)=c Inf f(z) i=1,...,n,

zi—1<z<z; xi_1<w<z; zi—1<z<z; zi—1<z<z;

de lo cual
U(Pcf,F)=cU(P,f,F) y L(Pcf,F)=cL(P,fF). (1.13)

Ahora, si ¢ < 0,

sup (cf)(x) =lc| sup (=f(z))=—[c] mmf flz)=c Mf f(z)

zi—1<z<z; zi—1<x<lz; zi—1<w<z; z;—1<x<z;

y similarmente,
inf  (cf)(x)=c sup f(z), i=1,...,n.

zi—1<z<z; zi_1<z<z;

De lo cual,
U(P,cf,F)=cL(P, f,F) v L(Pcf,F)=cU(P, f F). (1.14)

De (1.13) y (1.14) se sigue que
U(P,cf, F) = L(P,cf,F) = |c|[U(P, f,F) = L(P, f, F)]
para cualquier ¢ # 0, y asi, por (1.12),
U(P,cf,F)— L(Pcf, F) <e,

lo cual demuestra (teorema 1.6) que ¢f € R[F;a,b].
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Como (1.13) es vélido para toda particion P de [a,b] y f,cf € R[F;a,b],

/abcde = /abcde— inf U(P,cf,F)

PePla,b]

= ¢ inf U, F) —c/de—c/ fdF

PePla,b]

para ¢ > 0. También, debido a que (1.14) es vélido para toda particién P de [a, b],

b b
/cde = /cde— inf U(P,cf,F)

PePla,b]

= inf [cL(P,f,F)=c sup L(P f, F —c/ de—c/ fdF

PeP[a,b] PEPla,b]
sic<O0.
ii) Debido a que para cualquier particion P = {xg, z1,...,x,} de [a,b],
) ) < )
Iifllgigﬂfi f(x) + Iifllgiﬁm g(a:) - szfrélﬂffélz(f + g)(x)
< sup (f+g)(@)< sup f(z)+ sup  g(a),

zi—1<z<z; zi—1<w<z; zi—1<z<z;
se sigue que

L(P,f,F)+L(P,g,F)<L(P,f+g,F) <U(P, f+g,F) <UP f,F)+U(P,g,F). (1.15)

Ahora, dado € > 0, se sigue nuevamente del criterio de integrabilidad dado en el teorema
1.6 que existen particiones Py y P, de [a, b] tales que

€

y U(-PZ:gaF) - L(Pg,g, F) < (116)

[NRINe

U(P17f7F)_L(P17f7F)<

[\

Como (1.16) se cumple si se reemplazan Py y P, por su refinamiento comin P = P; U Py, se
sigue de (1.15) que

U(P7f+ng)_L(P7f+gaF) < [U(Pv.ﬂF)_L<P7f7F)]+[U<P797F)_L<P797F)]

< =€,

+6
2

N |

lo cual demuestra que f + g € R[F};a, b].
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Ahora, de (1.16), con el refinaniento P, se tiene

€

b
U(P, f,F) <L(P,f,F)+§ g/ fdF + 3

b
U(P,g,F) < L(P,g, F) +§ < / gdF + %

Luego, por (1.15),

b b b
/(f+g)dF§U(P,f—i—g,F)SU(P,f,F)+U(P,g,F)</ de+/ gdF + €.

Como esta desigualdad es valida para todo € > 0, se concluye que

/ab(f+g)dF§/abde+/abng.

La desigualdad contraria se obtiene reemplazando f y g por —f y —g, respectivamente, y
aplicando el inciso i) con ¢ = —1. [

El siguiente teorema, cuya demostracion se dejard de ejercicio al lector, muestra que la
integral de Riemann-Stieltjes es, también, lineal en el integrador.

Teorema 1.13 (Linealidad en el integrador) Sean ¢ una constante no negativa, f € R[F;a, b
y f € R|G;a,b]. Entonces

i) feR[cFa,b] y [0 fd(cF)=c [’ fdF.
i) fERIF+Gab] y [LfAd(F+G)= [ fdF + [* fdG.

El siguiente resultado nos indica que la integral de Riemann-Stieltjes es mondtona sobre
el integrando.

Teorema 1.14 (Monotonia de la integral) Si f,g € R[F;a,b] y f(x) < g(z) para todo

x € [a,b], entonces
b b
/ fdF §/ gdF.

Demostracién. Sea P = {x¢,x1,...,x,} una particién (arbitraria) de [a, b]. Definamos

M;= sup f(z) y M= sup g(x), i=1,...,n.

K2
zi—1<x<z; zi—1<x<z;
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Claramente, M; < M}, v =1,...,n. Luego
UP f,F)<UPg,F). (1.17)

Como la desigualdad (1.17) es vélida para toda particién P de [a, b, se sigue que

b b b b
/de:/deg/ng:/ng.

Analizaremos ahora la integrabilidad del producto y el cociente de funciones.

Teorema 1.15 Sean f,g € R[F;a,b|. Entonces
i) fg € R[F;a,b].

i) Sio infoczcy | f(2)| >0, € R[F;a,b].

Demostracién. Probaremos tinicamente i) y dejaremos ii) como ejercicio al lector.

Debido a que f y g son acotadas, existe una constante M > 0 tal que |f(x)|, |g(z)] < M
para todo x € [a,b]. Ahora, dado € > 0, consideremos una particién P = {xg, z1,...,x,} de
[a, b] tal que

U(P,f,F)—L(P,f,F)< y U(P797F>_L(P797F>< (118)

€
2M 2M

Como

[f(x)g(z) — f(W)gw)| = [f(x)g(z) — f(x)g(y) + f(x)g(y) — f(y)g(v)]
< M|f(z) = fy)|+ Mlg(z) — g()l,

se sigue que

sup  (fg)(z)— If (fg)(x)

zi—1<z<T; Ti—1 ST

< M| sup f(z)— inf f(x)]th{ sup  g(x)— inf g(2)|,

z;_1<z<z; Ti—1 << z;—1<z<m; Ti—1 ST
1=1,...,n. De donde
U(P, fg,F)=L(P, fg, F') < M[U(P, f, F') = L(P, f, F)]+ M[U(P, g, F') = L(P, g, F')]. (1.19)
De (1.18) y (1.19) obtenemos

U(P, fg,F)— L(P, fg, F) < e.



CAPITULO 1. INTEGRACION DE RIEMANN-STIELTJES 17

Lo cual demuestra que fg € R[F;a,b). [

Notemos, tomando g = f en i) del teorema 1.15 que f? € R[F;a,b] si f € R[F;a,b]. El
siguiente resultado involucra las integrales de f2, g? v fg, v es conocido como la desigualdad
de Cauchy-Schwarz para integrales de Riemann-Stieltjes.

Teorema 1.16 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz para integrales) Si f,g € R[F;a,b], en-

tonces
/bfng‘ < (/bedF> (/bg2dF)2. (1.20)

Demostracién. Sea ¢ > 0 dado. Como f2, ¢% fg € R[F;a,b], existe una particion

N

P ={zg,x1,...,2,} de [a,b] tal que
U(P7f27F)_L(P’f2aF> <g, U(P7927F)_L(P792aF) <€y U(P7fng)_L(P7fgaF> <€

Luego por el problema 6 b) de la seccién 1.1,

n b n b
S HEPAF - [ fiF| <o |SgwPani- [ fdr)<e
i=1 a i=1 a
n b
S (9EAR - [ fiF| <
i=1 a
para cualesquiera t; € [z;_1,2;], 7 =1,...,n. Tenemos asi, usando la desigualdad de Cauchy-

Schwarz para sumas (véase el lema 3.1 en Pérez et al. [25]) y el hecho de que ||z| — |y|| <
|z — y| para cualesquiera =,y € R, que

/ fng’ —e < | S()gt)AR| = |3 F(t) (AR) glt:) (AF)?
< (if(ti)2AFi>2 (ang(tz‘fAFi)Z (1.21)

< </abf2dF—f—e)é (/angquLe)é.

Como (1.21) es valido para cualquier € > 0, (1.20) se cumple. n

Teorema 1.17 Si f € R[F;a,b], m < f(x) < M para todo x € [a,b] y ¢ : [m, M| — R es
continua, entonces g = po [ € R[F;a,b].
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Demostracién. Sea ¢ > 0 dado y K = sup,,<;<)s (). Si K=0, entonces 0 = g €
R[F;a,b]. Asi que supondremos que K > 0. Como ¢ es continua en [m, M] y [m, M] es
compacto, se sigue que ¢ es uniformemente continua en [m, M|, por lo que existe § > 0 tal
que 0 < ;% y 5,t € [m, M], |s —t| < § implica que

6(5) = 0] < 50— (122)

Ahora, como f € R[F;a,b], se sigue del criterio de integrabilidad (teorema 1.6) que existe
una particiéon P = {xg,x1,...,2,} de [a,b] tal que

U(P f,F)— L(P, f,F) < 6. (1.23)

Sean m; = infy,  <o<q, f(2), Mi = sup,, <., f(x), mj = inf,, <oc,9(x) y M7 =

SUP,, | <p<qs, 9(2), 1 =1,...,n;y consideremos A = {i|M; —m; < 0}y B = {i|M; —m; > 6}.

Sii € A, entonces para z,w € [r;_1,;], se tiene que |f(z) — f(w)| < §, y esto implica
por (1.22) que [¢(f(2)) — ¢(f(w))| < 355 Fry> que a su vez implica que

M —m; < . (1.24)

Ahora, si i € B se sigue de (1.23) que
i€B i€B i=1

de manera que ) .., AF; < §. De aqui, junto con (1.24), el hecho de que M; —m; < 2Ky
la eleccion de 6, se sigue que

€A i€B
S o - P & AT AR
< st Fy O~ Fl@)] + 26
< g + g = €.

Una vez maés por el criterio de integrabilidad (teorema 1.6), se sigue que g € R[F;a,b]. =

Dejaremos la demostraciéon del siguiente resultado como ejercicio al lector.
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Proposicién 1.18 Sea f € R[F;a,b].
i) \fl e RIFiab] y |[) faF| < [V If1dF.

ii) Si |f(z)| < M para todo x € [a,b], entonces

[} fdF| < MIF(®) = F(a))

Proposicién 1.19 Sea F : [a,b] — R no decreciente. Si ¢ € (a,b), a < b, entonces f €
R[F;a,b| siy solo si f € R[F;a,c|lyfeR[F;cb]. En cuyo caso

/abde:/acdeJr/cbde.

Demostracién. Sea ¢ > 0 dado, y sean P, P, y P, particiones de [a,b], [a,c] v [c,b],
respectivamente, tales que

U(P, f, F /de<e U(Py, f, F /de<e y U(P, f, F /de<e

Consideremos P’ = PUP,UP,. Notemos que P’ es un refinamiento de Py ¢ € P’, digamos,

P = {a=x¢,21,...,0i 1,0 = C,Tis1,..., 2, = b}. Es claro que P| = {xo,z1,...,2;} ¥
Py = {x;,xi41,...,2,} son refinamientos de las particiones P, y P,, respectivamente, y
ademas

UP', f, F)=U(Pf,F)+U(P, f, F). (1.25)
Luego

~rc b
—e</de—U<P{,f,F)go, —e</de—U(P2’,f,F)§0 v

C

b
0<U(P,f F) —/ FdF < e.

Sumando estas desigualdades y usando (1.25) obtenemos

e b b
—26</de+/de—/de<e.

Como esto es valido para todo € > 0, se sigue que

T fdF = 7 FdF + 7 fdF. (1.26)
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De manera similar puede verse (problema 6) que

/abde:/acde+/cbde. (1.27)

Asi, si f € R[F;a,b], se sigue de (1.26) y (1.27) que

/acde+/cbde:/abde:ZdeJ“fde’

o equivalentemente

(fde— L de) + (fde— Z de) —0.

Como cada sumando de la izquierda es no negativo, ambos son cero. Esto finaliza la demos-
tracion de la necesidad. La suficiencia se demuestra en forma similar. ]

Definamos ahora la funcién

0, si x <0
E@):{ 1, si >0,

a la cual llamaremos la funcidén escaléon unitario .

La demostracién de la siguiente propiedad de la integral con integrador F(z) = E(x —s),
x € [a,b] para a < s < b se dejard como ejercicio al lector.

Lema 1.20 Sea f : [a,b] — R una funcion acotada. Si f es continua en un punto s € (a,b)
y F(z) = E(x —s), x € [a,b], entonces

b
/ FdF = f(s). (1.28)

En general, tenemos lo siguiente.

Teorema 1.21 Supongamos que Y .~ a, €s una serie convergente de nimeros reales no
negativos y que {c,} es una sucesion de puntos distintos en (a,b). Si f es continua en [a, D]
y F(x)=>"" a,FE(x —¢,), entonces

n=1

/ fAF =" anf(cn). (1.29)
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Demostracién. Como 0 < a,E(x — ¢,) < a, para todo n, se sigue del criterio de
comparacion de series (véase la proposicién 2.71 en Pérez et al. [25]) que > 7 a, E(z — ¢,)
converge para todo x € [a, b], por lo que F estd bien definida. Es claro ademés que F'(a) = 0,
Fb) =32 a, < ooy x <y implica F(z) < F(y), de lo cual tenemos que F es no
decreciente en [a,b]. Asi, debido a la continuidad de f en [a,b] se tiene por el teorema 1.8
que f € R[F;a,b.

Consideremos ahora € > 0y sea M = sup,,<; | f(z)|. Si M = 0, entonces f =0 en [a, b]

y la igualdad (1.29) es véalida. Supongamos pues que M > 0. Como por hipétesis la serie

> e Gy es convergente, existe N € N tal que Y7 . an < 35
Definamos para cada = € [a, ],
N [e'S)
Fi(z) = ZanE(x —cn) vy Fy(r)= Z anE(x — cp).
n=1 n=N+1
Del teorema 1.13 y el lema 1.20 se tiene que
b N
/ fAFy =" anf(cn). (1.30)
@ n=1
Por otro lado, para F; se tiene que
F5(b) — Fy(a) = Z an < oot
n=N-+1

por lo que de la proposicién 1.18 ii) se sigue que

b € €
< — — = -, 1.31
/a de2 < M[Fg(b) FQ(G)] < M2M 5 ( 3 )
Como F = F; + F se sigue del teorema 1.13, (1.30) y (1.31) que
b > b b N 00
[ gar =3 atten) = | [ s+ [ gar =3 afe) - 3w
a n=1 a a n=1 n=N+1

o0

b
| [ ran- Y e
b

n=N+1

< | [ sar|+ Y wli)l
a n=N+1
E o



CAPITULO 1. INTEGRACION DE RIEMANN-STIELTJES 22

€ €

> Mo T

€,

con € > ( arbitrario. Por lo tanto, (1.29) se cumple. n

Problemas

1. Demuestre el teorema 1.13.
2. Complete la demostracién del teorema 1.15.

Demuestre la proposicion 1.18.

- W

Demuestre que el reciproco del inciso i) de la proposicién 1.18 no necesariamente es
cierto, es decir, |f| € R[F;a,b] no implica que f € R[F;a,bl.

5. Sean p, g > 0 tales que % + % = 1. Demuestre que

v?

a) Si u,v > 0, entonces uv < % + =

b) Si f,g € R[F;a,bl], entonces

[ saar] < ([ e ([

A esta desigualdad se le conoce como la desigualdad de Holder. Observe que cuando
p = q = 2, se obtiene la desigualdad de Cauchy-Schwarz (teorema 1.16).

6. Sean f : [a,b] - R acotada y F : [a,b] — R no decreciente. Demuestre que

b c b
/ FdF = / de+/ fdF.
8. Dada F': [a,b] — R no decreciente, defina para cada f € R[F;a,b

b 3
111, = ([ 1rar)

a) Si f,g,h € R[F;a,b], demuestre que
1f=hlly < 1f —glly + lg = All,-

b) Si f € R[F;a,b], demuestre que para cada e > 0 fijo, existe una funcién continua g

7. Demuestre el lema 1.20.

en [a,b] tal que ||f — gl < €.
Para una sugerencia véase el ejercicio 6.12 de Rudin [28].
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9. Para f € Cla,b] defina
b
191, = [ 1r@)de.

Demuestre que || - ||; define una norma en Cla, b|.

1.3. Teoremas elementales

El primer resultado de esta seccién nos muestra, que en ciertos casos, una integral de
Riemann-Stieltjes se puede calcular mediante una integral de Riemann ordinaria.

Teorema 1.22 Supongamos que F es una funcion no decreciente y diferenciable en |a, b
tal que F' € Rla,b]. Si f es una funcion acotada en [a,b], entonces f € R[F;a,b] si y sdlo
si fF'" € Rla,b]. En este caso

/a " aF — /  Ha) P (). (1.32)

Demostracion. Probaremos primero que

/a = 7 F(@)F/(2)dz. (1.33)

Sea M = sup,<,<;|f(z)]. Si M = 0, entonces f = 0 y (1.33) es, en este caso, vélido.
Supongamos pues que M > 0y sea ¢ > 0 dado. Como por hipétesis F' € Rla, b], se sigue

del criterio de integrabilidad (teorema 1.6) que existe una particion P = {xg, x1,...,z,} de
[a, b] tal que

U(P,F') — L(P,F') < % (1.34)
Por el teorema del valor medio, para cada ¢ (= 1,...,n), existe t; € [z;_1,x;] tal que

F(z;) — F(z;_
Fl(tl) _ ((L’) (I 1),
Ti — Ti—1

esto es

Usando (1.34) se sigue (véase el problema 6 a) de la seccion 1.1) que si s; € [x;_1, ],

1=1,...,n, entonces
ST IF(s) - F'(t)|Ax; < % (1.36)

=1
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De (1.35) y (1.36) se tiene que

>_J(s:)AF, Zf si) Az

F/(SZ)}AZEZ

< Z [f(si)| [FV(t:) = F'(s;)| Ay (1.37)
< M% =€,
lo cual implica que
ifslAF<Zf (si)Az; +e < U(P,fF') +
i=1 i=1
para cualesquiera s; € [x;_1,2;], i =1,...,n. En consecuencia

U(P, f,F) <UP fF') + ¢
De manera similar, se sigue de la desigualdad (1.37) que
UP, fF) <UL [, F) +e

Por lo tanto
\U(P, f, F) = U(P, fF)| <e (1.38)

Como la desigualdad (1.38) se cumple para cualquier refinamiento de P, se tiene que

f fdF — 7 F(2)F'(2)dw

y debido a que € > 0 es arbitrario se concluye que la igualdad (1.33) es valida. Con un

<e

argumento similar (problema 3) se prueba también que

/Lbde:/ibf(:c)F’(x)d:c. (1.39)

Si f € R[F;a,b|, se sigue de (1.33) y (1.39) que

/abf(x)F’(x)dx:/abde:/Lbf(x)F’(x)dx
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por lo que fF’" € Rla,b] y (1.32) se cumple.
Reciprocamente, si fF’ € R[a,b] se sigue también de (1.33) y (1.39) que

Zde: /  Ha) P ()i = K fdF.

por lo que f € R[F;a,b] y (1.32) se cumple. [

Los teoremas 1.21 y 1.22 ilustran, respectivamente, que si F' es una funciéon de la forma
F(z) = Y a,E(z — ¢,), la integral de Riemann-Stieltjes se reduce a una suma (finita o
infinita) y si F’ tiene derivada Riemann-integrable, la integral de Riemann-Stieltjes se reduce
a una integral de Riemann.

Teorema 1.23 (Teorema de cambio de variable) Sea ¢ : [A, B] — [a,b] suprayectiva, es-
trictamente creciente y continua. Si F' es no decreciente en [a,b] y f € R[F;a,b], entonces

fopeR[Fop;A By

/AB(fogo)d(Fogp) _ /abde. (1.40)

Demostracién. De la hipétesis se sigue que F o ¢ : [A, B] — R es no decreciente en
[A, Bl y que fop : [A, B] - R es acotada. Sea P = {xg, x1, ..., z,} una particién (arbitraria)
de [a,b]. Como ¢ es biyectiva, para cada i (= 0,1,...,n) existe y; € [A, B], tnico, tal que
©(y;) = z;. Ademads, como ¢ es estrictamente creciente, Q@ = {yo,y1,- .., Yn} €8 una particiéon
de [A, B]. De hecho todas las particiones de [A, B] se pueden obtener de esta forma. Ahora,
puesto que para cada i (=1,...,n)

(foo)(yi—,u)) ={f (@) :yima Sy < wi} ={f (2) : 201 S @ <2} = f([wima, 24)),
se sigue que

M;= sup f(z)= sup f(p(y) vy mi= if flz)= 1if f(o(y)).

i1 <x<z; yi—1<y<y; Zi—1<T<T; Yi—1<y<y;
Esto, junto con el hecho de que
(Fop)(y;) =F(x;), i=0,1,...,n,
implican que

U@ fop, Fop)=UP [, F) y LQfop Foyp)=L(Pf F). (1.41)
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Sea € > 0 dado. Como f € RI[F;a,b|, se sigue del criterio de integrabilidad (teorema 1.6)
que existe una particiéon P = {xg, x1,...,2,} de [a,b] tal que

U, f,F)—L(P f,F) <e.

Igual que antes, denotamos por @ = {yo,y1,-..,yn} a la particién de [A, B] tal que p(y;) =
x;, i =0,1,...,n. Entonces por (1.41) se sigue que

U@ fop, Fop)=L(Q,fop, Fop)=U(P,f,F)—L(P,f,F) <e¢

en consecuencia, se sigue una vez méas del criterio de integrabilidad que fop € R[Foyp; A, B].
Ademés

B
/(fogp)d(Fogp): inf U(Q,foyp, Foyp)= mf UP f, F)= /de

A QEP[A,B] PEPla,b]
[

De los teoremas 1.22 y 1.23 se obtiene el teorema de cambio de variable para la integral
ordinaria de Riemann.

Corolario 1.24 Supongamos que ¢ mapea [A, B] en [a,b] y que es estrictamente creciente
y diferenciable en [A, B]. Si ¢' € R[A, B], entonces

/ f(2)de = / o) () dy

Demostracién. Tomemos F(z) = x y apliquemos el teorema 1.22 a la parte izquierda
de (1.40). n

Teorema 1.25 (Teorema de integracion por partes) Supongamos que f y g son funciones
no decrecientes en [a,b]. Entonces f € R[g;a,b] si y sdlo si g € R[f;a,b], en cuyo caso

/ fdg + / gdf = F(b)g(b) — F(@)g(a). (1.42)

Demostracién. Sea P = {x, z1,...,x,} una particién arbitraria de [a,b]. Usando que
f v g son funciones no decrecientes obtenemos

UP, f,9) = L(P. f.g9) = Zf(xi)[g(mz 9(zi-1) Zf Ti-1) — g(@i1)]

- Zg(mi)[f(xl fl@iz1) Zg Ti-1) — f@ia)]

= U(Pg,f)—L(P,g,f)
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De aqui, es evidente por el criterio de integrabilidad (teorema 1.6), que f € Rlg;a,b] si y
sélo si g € R[f;a,b].

Notemos también que

lﬂRﬁm+LGde=:§j g(xi1) +§jg@1 — f(@i)]
f(0)g(b) — f(a)g(a). (1.43)

Ahora, dado € > 0, elijamos una particién P de [a, b] tal que

b
Wﬂﬂm—e</f@§Uﬁﬁy)

b
LPo.f) < [ odf <L(P.g )+
Sumando estas desigualdades y usando (1.43) obtenemos
b b
F0)9(8) = F@lg(@) — e < [ fdg+ [ gaf < F0)g®) - Flalga) + e
Como € > 0 es arbitrario, (1.42) se cumple. |

Teorema 1.26 (Primer teorema del valor medio para integrales de Riemann-Stieltjes) Sea
[ €R[F;a,b]. Sim =nfococp f(x) y M = sup,<,<;, f(x), existe c € [m, M] tal que

b
/ fdF = c[F(b) — F(a)]. (1.44)
En particular, si f es continua en [a,b], entonces ¢ = f(xq) para algin zo € [a,b].

Demostracién. Si F' es constante en [a, b], el teorema es trivialmente vélido, ya que en
este caso, ambos lados de (1.44) son cero. Si F' no es constante en [a, b], entonces, debido a
que F es no decreciente, F'(a) < F(b). Ademés, debido a que para toda particién P de [a, b],

se tiene que

m[F(b) — F(a)] < / fdF < M{F(b) — F(a)]
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o equivalentemente

1 b
" S ), (M

Asi, (1.44) se cumple con ¢ = F(b)iF(a) fab fdF.

Ahora, si f es continua en [a,b], se sigue del teorema del valor intermedio que existe
xo € [a,b] tal que ¢ = f(zo). u

De los teoremas 1.25 y 1.26 se obtiene (véase el problema 1) el segundo teorema del
valor medio para integrales de Riemann-Stieltjes.

Corolario 1.27 (Segundo teorema del valor medio para integrales de Riemann-Stieltjes) Si
F :[a,b] = R es una funcion continua no decreciente y f : [a,b] — R es una funcion no
decreciente, entonces existe xq € [a,b] tal que

/abde: f(a) / dF + f(b) /xde.

Observacion 1.28 Al ser F' continua y f no decreciente en [a,b], se tiene (véase el teorema

1.9) que f € R[F;a,b].

Teorema 1.29 Sea f € R[F;a,b| y definamos a(x) = fax fdF para a < x <b. Entonces

i) o es continua en todo punto donde F' lo es.

i) a es diferenciable en todo punto donde F' es diferenciable y f es continua. En cualesquiera
de estos puntos x, o (x) = f(z)F'(x).

Demostracién. Sea M = sup,.,<, |f(x)|. De las proposiciones 1.18 y 1.19 se sigue que

para cualesquiera ntimeros reales z,y € [a,b] con z < y,

|a(y) — a(z)] =

/ de] < MF(y) - F(z)]

De aqui, la validez del inciso i) es clara.

Finalmente, del primer teorema del valor medio para integrales de Riemann-Stieltjes
(teorema 1.26), se sigue que existe ¢(z,y) = ¢ € [fy<.<y f(2), sUp,<.<, f(2)] tal que

ay) — a(x) = c[F(y) — F(z)]. (1.45)

Notemos que si f es continua en x, entonces

lim c(z,y) = f(x).

y—x
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Luego, dividiendo ambos lados de la igualdad (1.45) por y — = obtenemos

aly) —ale) _ Fly) - Fla)

y—T y—=

f(x)F'(x) cuando y — x,

para cada punto x en el cual f es continua y F' es diferenciable; esto prueba ii) y la demos-
tracion esta finiquitada. [ ]

Tomando F(z) = z, en el teorema 1.29, obtenemos el primer teorema fundamental
del calculo integral.

Corolario 1.30 (Primer teorema fundamental del cdlculo integral) Sea f € Rla,b] y defi-
namos o(x) = [ f(t)dt para a < x < b. Entonces o es continua en [a,b] y si f es continua

en un punto xy € [a,b], entonces « es diferenciable en xo y o/ (zo) = f(xo).

Dejaremos la demostracion del ultimo resultado de esta seccién, segundo teorema
fundamental del calculo integral, como ejercicio al lector.

Teorema 1.31 (Segundo teorema fundamental del cdlculo integral) Si f € Ra,b] y existe
una funcion diferenciable o en [a,b] tal que o = f, entonces

b
/ f(x)dx = a(b) — ala).

Problemas

1. Demuestre el corolario 1.27.
2. Demuestre el teorema 1.31.

3. Sean f una funcién acotada en [a,b] y F' una funcién no decreciente y derivable en
[a, ] tal que F’ € Rla,b], demuestre que

£ fdF = Z (@) F'(z)dx.

4. Sea F(x) = cosx para m < x < 27. Encuentre el valor de fjw xdF.

5. Encuentre el valor de f\\//;rﬂ cos (2%) d (cos (2?)).
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6. Sea f : [a,b] — R diferenciable tal que f, f' € C[a,b], f(a) = f(b) =0y fab f2(x)dx = 1.
Demuestre que

b / 1
[ at@r e ==

([rere) ([ #rwa) =]

7. Demuestre que si fab fdF = 0 para una funcién continua f en [a,b] tal que f(x) # 0

para todo x € [a, b], entonces I es una constante.

y que

8. Demuestre que
Cla,b] = ﬂ {R[F;a,b] : F es no decreciente} .

9. Sean f,g € R[F;a,b] y suponga que g(z) > 0 para todo x € [a,b]. Sim = inf,<,<; f(2)
y M = sup,.,<;, f(x), demuestre que existe ¢ € [m, M] tal que

b b
/fng:c/ gdF.

Note que cuando g = 1, es el primer teorema del valor medio para integrales de
Riemann-Stieltjes.

10. Sean f,g € Cla,b] con g > 0. Si F(z) = [ g(t)dt, demuestre que

[ sar= [ s@gtwac

1.4. Funciones de variacion acotada

Veremos en esta seccion una clase de funciones, llamadas funciones de variacién aco-
tada, que estdn intimamente relacionadas tanto con las curvas de longitud finita (curvas
rectificables, véase la seccién 1.6) como con las funciones monétonas. En la seccién 1.5 ha-
remos uso de esta ultima conexién para extender la clase de integradores en la integral de
Riemann-Stieltjes, pasando de la clase de integradores no decrecientes a la clase, mas amplia,
de integradores de variacién acotada; aprovechando, por supuesto, la teoria ya desarrollada
en las secciones anteriores.
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Definicién 1.32 Sea F': [a,b] — R.
i) Si existe M > 0 tal que para cualquier particion P = {xg, x1,...,2,} de [a,b]
V(P,F)=> |AF| <M,

=1

diremos que F' es de variacion acotada en [a,b].
ii) Si F' es de variacion acotada en [a,b], al nimero

V(F;a,b) = sup V(P,F)
PePla,b]

le llamaremos la variacion total de F en |a,b.

Proposicién 1.33 Si ' es mondtona en [a,b], entonces F' es de variacion acotada en [a, b

)
V(F;a,b) = |F(b) — F(a)|.

Demostracién. Supongamos primero que F' es no decreciente. Entonces para cualquier
particion P = {xg, z1,...,2,} de [a,b], AF; > 0,1 =1,...,n;y asi

V(P,F) =) |AF| =Y AF =Y [F(z;) — F(zi-1)] = F(b) — F(a).
i=1 i=1 i=1
Por lo tanto
V(F;a,b) = F(b) — F(a) si F' es no decreciente en [a, b]. (1.46)
Si F' es no creciente, puede verse facilmente (problema 1) que
V(F;a,b) = F(a) — F(b).

Este hecho junto con (1.46) prueban lo deseado. n

Proposicién 1.34 Si I es continua en [a,b] y F' eziste y es acotada en (a,b), entonces F'
es de variacion acotada en [a,b).

Demostracién. Sea P = {xg, x1,. .., z,} una particién de [a, b]. Por el teorema del valor
medio, para cada i (= 1,...,n), existe t; € (z;_1,x;) tal que
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Considerando M > 0 tal que |F'(z)| < M para = € (a,b), tenemos de (1.47) que

n n

V(P,F) =Y |AF| =Y |F/(t;)|Ax; < Mimi = M(b—a).

=1 =1 =1

Debido a que P es una particién arbitraria de [a, b], la demostracién estd completa. [ ]
Proposicién 1.35 Si F' es de variacion acotada en |a,b], entonces F' es acotada en [a,b].

Demostracién. Sea = € (a,b). Considerando la particién P = {a,x,b} de [a, b] tenemos
|F(z) = F(a)| + |[F(b) — F(z)| <V(F;a,b).
Lo cual implica que
|F(z)] = [F(a)] < [F(z) = F(a)| < V(F;a,b),

y asi
|F ()| < V(F;a,0) + |F(a)].

Como esta desigualdad es valida también para x = a o © = b, F' es acotada en [a, b]. [ ]

El siguiente ejemplo muestra que una funcién continua no es, necesariamente, de variacion
acotada.

Ejemplo 1.36 Definamos F : [0,1] — R por F(z) = xzsen() si x € (0,1] y F(0) = 0.

Notemos que F es continua en [0, 1], sin embargo, considerando la particion

2 2 2 22 2
P = 07 R 7"'7_a_)_71
2n+1"2n 2n—1 543

del intervalo [0, 1] obtenemos

2n+1
2 2 9 9 29 2 2 9
V(P.F) = AF)| = T R e
(P, F) ;‘ = it mri Tt T st Tt
SN O
n 3 5 n+1|’

y asi, debido a que la serie arménica generalizada .o, s—— diverge, es claro que no existe

n=1 2n+1
M > 0 tal que
2n+1

V(P F)= Z |AF;| < M para todo n.

=1

Por lo tanto F no es de variacion acotada en [0, 1].
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Proposicién 1.37 Sean F' y G funciones de variacion acotada en [a,b]. Entonces
i) |F| es de variacion acotada en |a,b] y

V(|Fl|;a,b) < V(F;a,b).
ii) F'+ G es de variacion acotada en [a,b] y
V(F + G;a,b) <V(F;a,b) + V(G;a,b).
iii) F'G es de variacion acotada en [a,b] y
V(FG;a,b) < MgV (F;a,b) + MeV(G; a,b),

donde Mg = sup,<,<;, |G(z)] vy Mp = sup,<,<; | F(x)|.
w) Si 0 < mp = inf,<,<p |F(2)|, entonces + es de variacion acotada en [a,b] y

1 1

F ms

Demostracién. Probaremos unicamente iii) y dejaremos el resto como ejercicio al lector.
Sea P = {x,x1,...,x,} una particién (arbitraria) de [a,b]. Entonces

|A(FG);| |F(2:)G () — F(2i-1)G(2i-1)]
|F(2:)G (i) — F(2i-1)G(3:) + F(2i-1)G (i) — F(2i-1)G(2i-1)]
|G (2)||F(2i) — F(wi-1)| + [F(zi-1)]|G(2:) — G(i-1))|

<
< Mg|AF| + Mp|AG,|,

1=1,...,n. Luego

V(P,FG) =Y |A(FG)| < Mg Y _|AF|+ Mp Y |AG;| = McV(P,F) + MpV(P,G).

i=1 =1 =1

Esto implica que F'G es de variacién acotada en [a,b] y

V(FG;a,b) = sup V(P,FQG)
PePla,b]
< Mg sup V(P,F)+ Mp sup V(P,G)
PePla,b] PePla,b]

= MGV(F, a, b) + MFV(G, a, b)
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Proposicién 1.38 Sean a,b,c € R tales que a < b < c. Entonces F' es de variacion acotada
en [a,c| siy sdlo si F' es de variacion acotada en [a,b] y en [b, c|, en cuyo caso

V(F;a,c) =V (F;a,b) + V(F;b,c). (1.48)

Demostracién. Supongamos primero que F' es de variacién acotada en [a,c|. Sean Py
una particién de [a,b] y P, una particién de [b, ¢|. Entonces P = P; U P, es una particién de
la, ] y claramente

V(P,F)+ V(P F)=V(P,F) <V(F;a,c) < .
Por lo tanto F' es de variacién acotada en [a,b] y en [b, c| y

V(F;a,b) + V(F;b,c) < V(F;a,c). (1.49)

Supongamos ahora que F' es de variacién acotada en [a, b] y en [b, ¢|. Sea P = {xo, z1,...,2,}
una particién de [a, ¢| y consideremos Py = P U {b}.

Si b € (Tm-1,%m) para algin m < n, entonces P, = {zo,21,...,Tm-1,b} v P» =
{b, T, ..., z,} son particiones de [a, b] y [b, ] respectivamente y claramente

V(P,F)< V(P F)=V(P,F)+ V(P F) <V(F;a,b) + V(F;bc) <co.  (1.50)

Como (1.50) es también valido si x,,_1 = b 0 z,,, = b, se sigue que F es de variacién acotada
en [a,c] y que

V(F;a,c) < V(F;a,b)+ V(F;b,c). (1.51)
Finalmente, (1.48) se sigue de (1.49) y (1.51). n

Dada una funcién de variacién acotada F' en [a, b], definamos

ve(z) = 0, si zT=a
Y71 VI(Fja,2), sioa< o <b.

Tenemos los siguientes resultados.

Teorema 1.39 Una funcion es de variacion acotada si y solo si es la diferencia de dos
funciones no decrecientes.

Demostracién. Supongamos que F' es de variacién acotada en [a,b]. Sia < x <y < b,
entonces por (1.48),
ve(y) = ve(e) + V(F;2,y). (1.52)
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Debido a que V(F;z,y) > 0, se sigue de (1.52) que vp(y) — vp(z) > 0, lo cual muestra que
vr es no decreciente en [a, b].

Como F = vp — (vp — F)), la necesidad se seguird si demostramos que H = vp — F' es no
decreciente en [a, b]. Consideremos pues, de nuevo, a < z < y < b. Entonces por (1.52),

H(y) — H(x) = [vp(y) —ve(2)] = [Fy) = F(2)] = V(F;2,y) = [F(y) - F(r)]. (1.53)
Como |F(y) — F(x)| = V(P, F) para la particiéon P = {z,y} de [z, y], se sigue de (1.53) que

H(y) — H(z) > 0, y asi, H es no decreciente en [a, b].

La suficiencia se sigue de la proposicién 1.33 y los incisos ii) y iii) de la proposicién 1.37.

La caracterizacién de una funcién de variacion acotada dada en el teorema 1.39 nos
permitira, en la seccion 1.5, pasar de una manera muy simple de integradores no decrecientes
a integradores de variacién acotada.

Teorema 1.40 Si F' es una funcion de variacion acotada en |a,b] yy € [a,b], entonces I es

continua por la derecha (izquierda) en y si y solo si vp es continua por la derecha (izquierda)
en y.

Demostracién. Supongamos que F' es continua por la derecha en y € [a,b). Entonces
dado € > 0, existe § > 0 tal que 0 < z —y < ¢ implica |F(z) — F(y)| < 5. Para esta misma

€, existe también una particion P = {xg, z1,...,x,} de [y, b] tal que
€ n
V(F;y,b) — = < V(P,F) = AF;|. 1.54
(Fiud) =5 < VIRF) =3 |AR (1.54)

Como V(P,F) < V(P* F) para todo refinamiento P* de P, podemos suponer que 0 <
x1 —y < 9. De lo cual se sigue que

AR| = |F(z) - F(y)| < 5

y asi, de (1.54) obtenemos

€ € €
V(F;y,b) — - < = AF;| < =+ V(F;x1,b),
debido a que {x1,zs,...,2,} es una particién de [z1,b]. En consecuencia

V(F;y,b) — V(F;x1,b) <e. (1.55)
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Ahora, de (1.55) y la proposicién 1.38 se obtiene
0 <wvp(r1) —ve(y) = V(Fy,21) = V(F;y,b) = V(F;21,b) <,

de lo cual se concluye que vr es continua por la derecha en y.

Reciprocamente, si vp es continua por la derecha en y € [a,b), dado € > 0 existe § > 0
tal que
0<vwvp(z)—vpr(y) <e cuando 0 <z —y <d.

De aqui usando el hecho de que
|F(x) = F(y)| < vr(z) —vr(y)

se concluye que F' es continua por la derecha en y.

El caso en que y € (a, b] es un punto de continuidad por la izquierda se trabaja en forma
similar y se dejara como ejercicio al lector. [ ]

Como consecuencia de los teoremas 1.39 y 1.40 tenemos lo siguiente.

Corolario 1.41 Sea F' una funcion continua en [a,b]. Entonces F' es de variacion acotada
en [a,b] siy sdlo si F es la diferencia de dos funciones continuas no decrecientes.

Problemas

1. Demuestre que si F': [a,b] — R es no creciente, entonces F' es de variacién acotada en

[a,0] 'y
V (F;a,b) = F(a) — F(b).

2. Complete la demostracién de la proposicién 1.37.

3. Sea F': [a,b] — R una funcién de Lipschitz, con constante de Lipschitz ¢ > 0. Demues-
tre que F' es de variacién acotada en [a,b] y que

V(F;a,b) <c(b—a).

4. Sean a,b € R con a < b. Dadas una sucesion {¢,} en R y una sucesién {z, } de puntos
distintos en (a, b). Defina

Cn, SI x =z, paraalgin n
F — s ny
(z) { 0, de otra manera.

LEs, en general, I’ de variacién acotada? Argumente su respuesta. ;Bajo qué condicio-
nes es F' de variaciéon acotada?
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/ fdG.

Demuestre que F' es de variacién acotada en [a,b] y que

5. Dada f € R[G;a,b] defina

b
V (F:a,b) :/ e

6. Sea F' una funcién de variacion acotada en [a,b]. Demuestre que F' es continua por la
izquierda en y € (a, b] siy sélo si vp lo es.

1.5. Integradores de variacién acotada

Dada una funcién F' de variacién acotada en [a, b] definamos

1

1
PFI§[I/F+F—F(CL)] y NF:§[VF_F+F(Q)]
Notemos que

A las funciones Pr y Np se les llama, respectivamente, funciéon de variacién positiva
y funcién de variacién negativa de F' (la razén para esta nomenclatura es evidente del
problema 1).

La demostracion del siguiente resultado es sencilla y se dejard como ejercicio al lector.
Proposicién 1.42 Las funciones Pr y Ng son no decrecientes en |a, b.

Se sigue también, del teorema 1.40, que Pr y Ng son continuas por la derecha (izquierda)
en todo punto donde F' lo sea. Ademas (véase el problema 3), las funciones Pr y Np son las
funciones més pequenas que satisfacen (1.56).

Estamos ahora listos para extender la definicién de la integral de Riemann-Stieltjes de
manera que se acepten integradores de variacion acotada.

Definicién 1.43 Sea F' una funcion de variacion acotada en [a,b]. Diremos que una funcion
acotada f en |a,b] es Riemann-Stieltjes integrable con respecto a F en [a,b] si f es
Riemann-Stieltjes integrable con respecto a Pr y Ng en [a,b], en cuyo caso definimos

/abde:/abfde—/abdep.
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Proposicién 1.44 Sea F' una funcion de variacion acotada en |a,b]. St G y H son funciones
no decrecientes en |a,b] tales que F = G — H y f es una funcion acotada que es Riemann-
Stieltjes integrable con respecto a G y H en [a,b], entonces [ es Riemann-Stieltjes integrable

con respecto a F' y
b b b
/de:/ fdG—/ fdH.

Demostracion. Si f es la funcién constante 0, el resultado es trivial. Supongamos pues
que f no es la funcién constante 0, entonces M = sup,,<; | f(z)| > 0. Probaremos primero

que f es Riemann-Stieltjes integrable con respecto a vp.

Dado € > 0, elijamos una particiéon P = {zg,z1,...,x,} de [a,b] tal que
U(P.f.G) = L(P.J,G)< 5, U(P.f.H)~L(P,f,H) <7 (L57)
y
€ €

Como |F(y) — F(x)| < [G(y) — G(z)]+[H(y) — H(x)] para z,y € [a,b] con 2 < y, obtenemos
de (1.57) que

n

€
> (M= my) |F (@) = F (2i)] < 5, (1.59)
i=1
donde M; = sup,, ,<,<,, f(x) y m; = infy,_ <o<s, f(x), 9 =1,...,n. También de (1.58) se

sigue que

n

0 < Z (M; —m;) (e (zi) — ve (i) = [F (zi) = F (2i-1)])

=1

QMZ ([vp (z;) — vp (xim1)] = |F (2) — F (221)])

=1

IN

= 2M [vp(b) — V(P,F)] < % (1.60)

De (1.59) y (1.60) obtenemos que

n

U(P, f,vp)— L (P, f,vp) = Z (M; —my) [vr () — ve (2i-1)] <€,

7

de manera que f € Rlvr;a,b).
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Como por la proposicién 1.42, Pr = 5 [vp + G — H — F(a)ly Np = 5 [vp — G+ H + F(a)]
son funciones no decrecientes en [a, b], se sigue del teorema 1.13 que f es Riemann-Stieltjes
integrable con respecto a Pp y Np. Por lo tanto f € R[F;a,b].

Ahora, de (1.56) y nuestra hipdtesis, tenemos que
PF—NF:F—F<(Z):G—H—F<(Z),

es decir
Pr+ H = Np+G — F(a).

Luego, notando que

[ sae-ray= [ ac,
)

obtenemos (véase el teorema 1.13

/abfdPF+/:de=/abdeF+/:fdG,
/abde:/abfdG—/abde.

La mayoria de las propiedades sobre la integral de Riemann-Stieltjes con respecto a
integradores no decrecientes son facilmente extendidas a integradores de variacion acotada.
Asi, por ejemplo, el analogo a los teoremas 1.12 y 1.13 queda como sigue.

de lo cual se sigue que

e Para cualquier constante c,

/ab(cf—l—g)dF:c/abde—ir/abng

/abfd(cFJrG):c/abdeJr/abfdG,

donde en cada caso, la existencia de las integrales de la derecha implica la existencia de la
integral de la izquierda. Notemos que ahora, en la segunda igualdad, no se requiere suponer
que ¢ > 0, ya que los integradores no son necesariamente no decrecientes. Sin embargo, el
analogo a la proposicion 1.18 si sufre cambios en su apariencia.

Proposicién 1.45 Sean F' una funcion de variacion acotada en |a,b] y f € R[F;a,b].
i) |f1 € Rlvesabl y | [ fdF| < [} |fldvr.

ii) Si |f(z)| < M para todo x € [a,b], entonces ’fab de) < MV(F;a,b).
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Demostracidn. i) Se sigue de la definicién 1.43 que f es Riemann-Stieltjes integrable con

respecto a Pry Np en [a,b]. Luego, debido a que vp = Pr + Np, se tiene por la proposicion
1.13 que f € R|vr;a,b]. Como vg es no decreciente en [a, b], la proposicién 1.18 i) indica

que | f| € R[vg;a,b]. Ademas,
b b
| gare|+| [ ran

/abde' <

b b
< [1s1dpe+ [ 151an

_|_

b b
- / (P + Ny) = / Fldv.

ii) Si |f(z)| < M para todo x € [a, b], se sigue de i) y la proposicién 1.18 ii) que

/ab de' < /ab |fldve < M [vp(b) — ve(a)] = MV (F;a,b).

Dejaremos la demostracion de las versiones de los teoremas de cambio de variable y de
integracion por partes para integradores de variacion acotada, teoremas 1.46 y 1.47 dados
abajo, como ejercicio al lector.

Teorema 1.46 (Teorema de cambio de variable) Sea F' una funcion de variacion acotada

en [a,b] y f € R[F;a,b]. Si ¢ es una funcion continua y estrictamente mondtona tal que
o(A)=aye(B)=>5b, A,B € R, entonces fop € R[Fop,A By

/B(fw)d(Foso) — /abde.

A

Notemos que a diferencia del teorema de cambio de variable para integradores no decre-
cientes (teorema 1.23), en el cual se pide que la funcién ¢ sea estrictamente creciente, en la
versién para integradores de variacion acotada (teorema 1.46), se pide que ¢ sea estricta-
mente mondtona, es decir, estrictamente creciente ¢ estrictamente decreciente.

Teorema 1.47 (Teorema de integracion por partes) Supongamos que f y g son funciones
de variacion acotada en [a,b]. Entonces f € R[g;a,b] si y sdlo si g € R[f;a,b], en cuyo caso

/ fdg + / gdf = F(b)g(b) — F(@)g(a).
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Problemas
1. Sea F'una funcién de variacién acotada en [a, b]. Dada una particién P = {zg, z1,...,2,}
de [a, b], defina
PPF) = 53 (F @) = F (i) + F () = Faio1)),
n(PF) = %Z(lF(%) = F(zia)| = [F(2:) = F(zi1)]) -

=1

Note que p(P, F) es la suma de los términos |F (z;) — F (z;_1)| para los cuales F (x;) —
F(z;—1) >0y n(P,F) delos que F (z;) — F (z;1) <0. Si

pr(b) = sup p(P,F) y np(b)= sup n(P,F),
PEePlab] PEP|a,b]

demuestre que
pr(b) +np() =V (F;ia,b) vy pr(b) —nr(b) = F(b) — F(a)
y deduzca que para a < xz < b,
pr(z) = Pr(z) vy np(x) = Np(z).
2. Demuestre la proposicién 1.42.

3. Sea F'una funcién de variacién acotada en [a, b]. Si Gy H son funciones no decrecientes
en [a, b] tales que

Gla)=H(a)=0 y G—H=F—F(a),

demuestre que
G(z) = Pp(a) v H(x) = Np(a)

para todo z € [a, b].

4. Sean f continua en [a,b] y F' de variacién acotada en [a,b]. Denotando por P =
{zo,x1,...,2,} a una particién (arbitraria) de [a,b] y por ¢; a cualquier punto en
[;_1,2;],i=1,...,n demuestre que

S (1) AR /bde
i=1 a

cuando ||P|| — 0 (véase el problema 6 b) de la seccién 1.1).
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Demuestre el teorema 1.46.
Demuestre el teorema 1.47.

Demuestre que el teorema 1.26 no se cumple para integradores de variaciéon acotada.

S

Resuelva las siguientes integrales de Riemann-Stieltjes
a) f_llxdF, donde F(x)=¢el, —1<2<1.
b) [?, (2 —1)dG, donde G(z)= |z, —1<z<2.

1.6. Integracién de funciones vectoriales y curvas rec-
tificables

Consideremos las proyecciones 7; : R" — R dadas por m; (z1,...,2,) =z, i=1,...,n.

Definicién 1.48 Sea F' : [a,b] — R una funcién de variacion acotada. Diremos que una
funcion f : [a,b] — R™ es Riemann-Stieltjes integrable con respecto a F en [a,b] sim; o f :
la,b] — R lo es, para cada i =1,...,n. En cuyo caso definimos

/abde: (/ab(mof)dF,...,/ab(wnof)dF),

Notemos que fab fdF es el vector en R™ cuya i-ésima coordenada es fab (m; 0 f)dF. De esto,

es claro que las propiedades de linealidad en el integrando y en el integrador son validas
para este tipo de integrales vectoriales, solo se deben aplicar los resultados a cada funcién
coordenada 7; o f. La proposicién 1.19 y los teoremas 1.22 y 1.31 también son validos en
este contexto; el teorema 1.29 resulta también vélido, pero F' debe seguirse considerando no
decreciente. A manera de ilustracion, damos enseguida el andlogo al teorema 1.29.

Teorema 1.49 Sea F : [a,b] — R una funcion no decreciente. Si f : [a,b] — R" es una
funcién Riemann-Stieltjes integrable con respecto a F en [a,b] y definimos « : [a,b] — R™
por a(z) = [7 fdF, entonces

i) o es continua en todo punto donde F' lo es.

ii) « es diferenciable en todo punto donde F' es diferenciable y f es continua. En cualesquiera
de estos puntos x, o/ (z) = f(x)F'(x).

Demostracién. Sea M; = sup,,<; |(m;0 f)(z)|. De las proposiciones 1.18 y 1.19 se sigue

que para cualesquiera nimeros reales x,y € [a,b] con = < y,

(i 0 a)(y) — (mi0)(x)| =

[ f)dF’ < MifF(y) - F(x)].
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De aqui, es claro que m; o & es continua en todo punto donde F' lo es. Como esto es valido
para todo i = 1,...,n, la demostracién de i) estd finalizada (véase la proposicién 5.13 en
Pérez et al. [25]).

Finalmente, del primer teorema del valor medio para integrales de Riemann-Stieltjes
(teorema 1.26), se sigue que existe ¢;(x,y) = ¢; € [fpc.cy(mi 0 f)(2),5Up,c.<, (M 0 f)(2)]
tal que

(mi 0 @) (y) — (m 0 ) (z) = ci[F(y) — F(x)]. (1.61)

Si f es continua en x, entonces m; o f también es continua en x y en consecuencia

lim ¢;(x,y) = (m; 0 f)(x).

Yy—x

Luego, dividiendo ambos lados de (1.61) por y — = obtenemos

_C’L

(mioa)(y) — (mioa)(z) _ ,F(y)—F(w)%<
y—2x y—2x

mio f)(x)F'(x) cuando y — z,

para cada punto z en el cual f es continua y F' es diferenciable. Esto prueba que para cada
i(=1,...,n)
(mi 0 @) (x) = (m; o f)(2)F"(2),

y por lo tanto

o(r) = ((moa)(z),. .. (mnoa)(z))
= ((m o f)(@)F'(z),..., (m o f)(x)F(z))
= ((mof)@),....(mno f)(x)) F'(z) = f(x)F(x).

Esto prueba ii) y la demostracién estd finalizada. |

El andlogo al teorema 1.16 (desigualdad de Cauchy-Schwarz para integrales) es como
sigue.

Teorema 1.50 Sea F : [a,b] — R una funcion no decreciente. Si f,g : [a,b] — R"™ son
Riemann-Stieltjes integrables con respecto a F' en [a,b], entonces

/ab (Zn:(wi o f)(mio g)) dF /ab (Z":(m 0 f)Q) dF /ab (z":(m 0 g)2> dF

=1 =1 =1

1
2 2

<

Demostracién. Aplicando primero la proposicién 1.18 i), luego la desigualdad de Cauchy-
Schwarz para sumas (véase el lema 3.1 en Pérez et al. [25]) y por dltimo el teorema 1.16
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obtenemos
/ < (71'1' Of)(m OQ)) dF| < / Z(m o f)(m Og) dF
b/ n L. 1
< / ( (Wiof)Q) (Z(mogf) dF
b n % 2 % b n % 2 %
< / ( (7 Of)2> dF / <Z(7T2 og)z> IF

1
2 2

_ llb(é;ﬁgoff)dF

La existencia de las integrales anteriores se sigue de la definicion 1.48, los teoremas 1.12,
1.15, 1.17 y la proposicion 1.18. [ ]

Dado = = (x1,...,2,) € R", definamos ||z|| = /2% + ...+ 22. El andlogo a la proposi-

cién 1.18, el cual dejamos como ejercicio al lector, es como sigue.

[ (g : g>z) aF

i=1

Proposicién 1.51 Sea F': [a,b] — R una funcion no decreciente y sea f : [a,b] — R"™ una
funcion Riemann-Stieltjes integrable con respecto a F' en |a,b].

i) IfI € RIFsab] y | [ faF|| < 711 llar.

iU&W@WSMwmwwmem%mmeW”MﬂgMW@—F@]

Finalizaremos este primer capitulo con un tema geométrico intimamente relacionado
(véase el teorema 1.55) con las funciones de variacién acotada.

Definicién 1.52 Una curva en R"™ es una funcion continua v : [a,b] — R".

Es importante notar que se ha definido una curva como una funcién, no como un conjunto
de puntos, sin embargo, cada curva tiene asociado un conjunto de puntos en R", a saber, la
imagen (o rango) v ([a, b]).

Ejemplo 1.53 Las funciones 71,7 : [0,27] — R? dadas por v1(t) = (cost,sent) y vo(t) =
(cos2t,sen 2t), son, claramente, funciones continuas y definen por lo tanto, curvas en RZ.
En este caso, ambas curvas tienen la misma imagen, a saber, la circunferencia unitaria con
centro en el origen. De esta manera, tenemos mostrado aqui, que diferentes curvas pueden
tener la misma imagen.
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En esta seccion estamos interesados en determinar la longitud de una curva. La idea para
lograrlo es mediante la legendaria técnica de aproximar al rango de la curva por poligonos
inscritos, pues debido a que la distancia mas corta entre dos puntos es la longitud del
segmento de recta que los une, intuitivamente, la longitud de todo poligono inscrito no
excede a la longitud de la curva. De esta manera, parece natural definir la longitud de la
curva como el supremo de las longitudes de todos los poligonos inscritos. Sin embargo, como
veremos (ejemplo 1.56), existen curvas para las cuales tal supremo es igual a +oo. Pasamos
pues, a la formalizacion de ideas.

Sea v : [a,b] — R™ una curva. Para cada particion P = {to,t1,...,t,} de [a,b],
los puntos y(to),¥(t1),...,¥(tm) son los vértices de un poligono inscrito. De esta mane-
ra, ||v(¢;) — y(t;—1)]|| es la longitud del segmento de recta que une a los puntos v(t;_1) y (t;)
y asi

A(P,v) = Z [v(t:) = v (ti)]
i=1
es la longitud del poligono inscrito determinado por la particién P.
Definicién 1.54 Sea v : [a,b] — R" una curva.
i) Se dice que 7 es rectificable si el conjunto {A(P,7): P € Pla,bl} es acotado.
i) Si vy es rectificable, al niimero A(7;a,b) = suppepyq AP, 7) se le llama la longitud de

la curva .

Teorema 1.55 Sea 7 : [a,b] — R™ una curva. La curva vy es rectificable si y sdlo si para
cada k (=1,...,n), m, o es de variacion acotada en [a,b]. En cuyo caso,

V(mk ovy;a,b) < A(y;a,b) < V(mov;a,b)+ -+ V(m,0v;a,b), k=1,...,n.

Demostracién. Sea P = {to,t1,...,t,} una particién de [a, b]. Usando las desigualdades

1
n 2 n
) 2
max{ry, T, ..., Tp} < (E xj> < E x;,
Jj=1 Jj=1

vélidas para todo z,x9,...,2, > 0, obtenemos que para cada k (= 1,...,n) y cada i
(=1,...,m),

(m o) (8) =m0 ) (ti-)] < I9(t) = 1(t1)l € D I(my 0 9)(8) = (5 0 7) ti-0)]
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Sumando sobre 7 obtenemos que para cada k =1,...,n,

D (mk o) (t:) — (me o) (tin)] < APY) <D0 (w5 09)(t) — (5 09) (i)

i=1 =1 j=1

de lo cual se observa la validez de todas las afirmaciones del teorema. ]

Ejemplo 1.56 Se vié ya (ejemplo 1.36) que la funcion continua F(r) = rsen(T) si z # 0
y F(0) = 0 no es de variacion acotada en [0,1]. Luego, del teorema 1.55 se sigue que
v :10,1] = R? dada por v(x) = (z, F(z)) (grdfica de F en [0,1]) no es una curva rectificable.

El siguiente teorema nos da una condicién suficiente para que una curva v : [a,b] — R"
sea rectificable y muestra que bajo dicha condicion, la longitud de la curva esta dada por

una integral de Riemann.

Teorema 1.57 Sea v una curva con valores en R™ diferenciable en |a,b]. Si~' es continua
en [a,b], entonces v es rectificable y

At = [ IV @l

Demostracién. Notemos primero que como ||7/(+)|| es continua, del teorema 1.8 se sigue
que es Riemann integrable en [a,b]. Sea P = {t¢,t1,...,t,} una particién de [a, b]. Usando
el segundo teorema fundamental del calculo integral para funciones con valores vectoriales y

la proposicién 1.51, obtenemos
ti t;
[ v < [ o i1
ti_1 ti—1

De esto, junto con la proposiciéon 1.19, se sigue que

m m t; b
=Sttt =l <3 [ ol = [ e

para toda particién P de [a, b]. Por lo tanto

[v(t:) — v(ticr) | =

A(v:ab) = sup A(P /||7 Ji|dt < oo. (1.62)

PePla,b]

Esto prueba la primera afirmacién y para la segunda, falta solamente demostrar la desigual-
dad reciproca. Consideremos ¢ > 0 dado. Como +’ es continua en [a, b] y [a, b] es compacto,
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7' es uniformemente continua en [a, b]; por consiguiente, existe § > 0 tal que si s,t € [a,b] y

|s — t] <, entonces
€

17'(s) = ' (DI < 0—a) (1.63)

Sea P = {tg,t1,...,t,} una particién de [a,b] con malla ||P|| < §. Entonces, si t € [t;_1, ;]
de (1.63) y la desigualdad del tridngulo se obtiene que

< V@) +

I/ O < I @1+ I (8) = (8) G

Integrando el primero y el ultimo miembro de la desigualdad anterior y usando una vez
mas el segundo teorema fundamental del calculo integral y la proposicion 1.51, asi como la
linealidad de la integral y la desigualdad del triangulo se sigue que

[ e < [ el ] @

At;

€
(G rr——
IVt A+ 50—

t; €
— /(4. At
/tif(mdtH b oA
€

| [ o - vonar] + s

[ b= + o

ti—1

t;
< /7’(t)dtH+
tzl

< ) =t + [ ) =7 Ol g

i—1

At;

€ €
< L) — . —A )
< (@) =yt + 2(b — a) fit 2(b—a)
€
_ N At —At,.
I (ts) = 1t + A
Asi que

m t; m c m
SN RNCTOIITED S RAERI ER ) pova
i=1 ot i=1 i=1

de donde, por la proposicién 1.19, se obtiene que

[ <A +e
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Por lo tanto
b
| Il < ata b+

Como € > 0 es arbitrario, se sigue que

b
| v @l < atsab)
Esto, junto con (1.62), finalizan la demostracion. n

Ejemplo 1.58 La elipse con semiejes en a y b con a > b > 0 se puede parametrizar como
v(t) = (acost,bsent), t e [0,2n].

Como ~'(t) = (—asent,bcost) es continua en [0,27], tenemos por el teorema 1.57 que la
longitud de esta elipse estd dada por la integral eliptica

27 27
A(y;0,27) = / 17/ ()] dt = / Va2 sen?t + b2 cos? tdt
0 0

2m
= / Vb2 4 (a2 — b?) sen? tdt. (1.64)
0

La integral eliptica (1.64) no se puede evaluar con métodos elementales de integracion, una
alternativa para evaluarla es usando métodos numéricos.

Ejemplo 1.59 Consideremos la funcion v : [0,2r7] — C, donde C es el conjunto de los

nimeros complejos, dada por y(t) = e2mitsen({) para t € (0,27] y v(0) = 1. Claramente 7y es

continua en (0,27] y debido a que

lim eZWitsen(%) — 60 -1

)
t—0t

(t — 0% significat >0 yt — 0) se sigue que v es continua en [0,27]. Por lo tanto vy es una

curva en [0,2r]|. Ahora, como et tiene periodo 2w y su rango es la circunferencia unitaria
centrada en el origen, para demostrar que el rango de v es también esta circunferencia, es

suficiente probar que el rango de la funcion t — 27t sen (%), 0 <t < 27 contiene un intervalo
de longitud 2w, o equivalentemente, que el rango de f(t) = tsen (%), 0 <t < 27 contiene
un intervalo de longitud 1. Naturalmente que, estamos suponiendo aqui que f(0) = 0. Como
f es continua en [0,2x] y [0,27] es conexo, el rango de f, f([0,27]), es conexo(véase el
teorema 5.21 en Pérez et al. [25]); y asi, es suficiente encontrar dos puntos a,b € f ([0, 27])
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con a —b > 1. Eligiendo a = 2 (la imagen de t = ) y b = =& (la imagen de t = =
obtenemos a — b = % > 1.

Demostraremos ahora que v no es rectificable. Para ello consideremos

2
P, ={tn,tn1,...,t1,to =27}, donde t,=—, n €N,
nm

Es claro que 0 < t, <t, 1 <---<t; <ty=2m y quet, — 0 cuando n — co. Ademds,

’7(t0) _ 647r21'sen(%)’ /Y(tl) _ 64i

Y

1, St n es par

4 nm .
y(tn) = enisen() — e%’, si n=4m+1, m=0,1,2,...

e_%i, st n=4m+3, m=0,1,2,....
Asi que
A(v;0,2m) > lim A(Py,7)

n—oo

= [lv(to) = @I + [l () = @) + [I7(t2) = ()] + -

_4_ i
— |y(to) = At H+Z |1 - e | (1.65)

= [lv(to) =)l + Z \/2 - 2cos <4m4+ 1) i \/2 s (4m4+ 3)
= |y(te) = y(t)[l + \/Eg:o [\/1 — cos (4m4+ 1) + \/1 T (4m4+ 3)

Usando ahora que para 0 < x < 1,

4
+ Hl — e 4m+3

6 28 2 ot
VI—cosz =4/ — = 4 — — — o sz
cost = \/ + o s 2 21

se sique que para m > 1,

i [\/1 o8 <4m4—|— 1> * \/1 oo (4m4+ 3)

m=1

i 2 2
= Z[4m+1+4m+31
> i%:(}oa

lo cual muestra (véase (1.65)) que la curva v no es rectificable.
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Problemas

1. Demuestre la proposicién 1.51.

2. Sea 7 : [a,b] — R™ una curva. Si ¢ € (a,b), demuestre que

A(v;a,0) = A(v;a,¢) + Ay; e, b).

3. Sean 71 y 7o dos curvas en el plano complejo definidas en [0, 27| por

it

n(t)=e y o ) ="

Demuestre que las dos curvas tienen el mismo rango, que ambas son rectificables y que
la longitud de v, es 27 y la de 7, es 4w. Compare con el ejemplo 1.59.

4. Demuestre que la curva v : [0, 1] — R? definida por v(t) = (¢,¢cos (Z)) para t € (0, 1]
v 7(0) = (0,0) no es rectificable.

5. Sean 71 : [a,b] — R™ una curvay g : [¢,d] — [a,b] una funcién biyectiva y continua tal
que S(c) = a. Si 75 = 71 0 5, demuestre que v, es rectificable si y sélo si v, lo es, en
cuyo caso

A(v15a,b) = A(ye;c,d).



Capitulo 2

Sucesiones y series de funciones

2.1. Convergencia puntual

Sean X un conjunto no vacio y (Y, d) un espacio métrico.

Definicién 2.1 Una sucesion de funciones f, : X — Y, n=1,2,..., converge puntual-
mente en X a una funcion f : X — 'Y si para cada x € X,

Jim f,(2) = f().
A la funcion f se le llama el limite puntual de la sucesion {f,}.

Observaciéon 2.2 La definicion 2.1 es equivalente a que para cada x € X y cada € > 0,
ezista N(e,x) € N tal que

d(fu(x), f(z)) <€ para todo n> N(e x).

Tal y como se expresa, N, en este caso, puede depender tanto de ¢ como de x.

Si tanto X como Y son espacios métricos, una primera cuestién de interés, es determinar si
cuando las funciones f,,, n = 1,2, ... son todas continuas en un punto x € X, el limite puntual
f es también continuo en z. El siguiente ejemplo muestra que este no es necesariamente el
caso.

Ejemplo 2.3 Para cada n € N definamos f, : [1,00) — R por f,(x) = min Claramente, st
1 <2z < o0, entonces {IL”} converge a 0; y st x = 1, entonces {IL”} converge a 1. Tenemos

ast que la sucesion {f,} converge puntualmente en [1,00) a la funcion f definida por

1, st z=1

f(x):{(), st x> 1.

51
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En este ejemplo, cada una de las funciones f, es continua, sin embargo, el limite puntual f
es una funcion discontinua en el punto x = 1.

Supongamos ahora que X = [a,b], a,b € Ry que Y = R. Una segunda cuestion de interés,
es determinar si cuando las funciones f,, son Riemann-Stieltjes integrables con respecto a

una funcién de variacién acotada F' : [a,b] — R, el limite puntual f lo es. Este, como lo
muestra el siguiente ejemplo, tampoco es siempre el caso.

Ejemplo 2.4 Definamos, para cada n € N a la funcion f, : [—1,1] = R por
0, st x € [—1,—%} U [%,1}
falx) =< 1+nx, si —%<m§0
1 —nz, 3i0<:1:<%.

Definamos también a F : [—1,1] — R por

0, s —1<2<0
F(x)_{l, si 0<x<l.

Como cada f, es continua y F' es no decreciente, se sigue del teorema 1.8 que f, € R[F; —1,1].

Ahora, claramente {f,} converge puntualmente a la funcion f:[—1,1] = R dada por
] 0, si x#0
f(:):)—{ 1, si x=0,

la cual, véase el ejemplo 1.11, no es Riemann-Stieltjes integrable con respecto a F' en [—1,1].

Veremos ahora, en el siguiente ejemplo, que ain cuando el limite puntual f de una
sucesion de funciones Riemann-Stieltjes integrables con respecto a una funcién de variacién

acotada F sobre [a, b] pertenezca a R[F’; a, b, puede suceder que lim,,_,, f: fudF # ff fdF,

es decir, la convergencia puntual no garantiza que se puedan permutar el limite y la integral.

Ejemplo 2.5 Para cada n € N definamos f, : [0,1] — R por

[0, si ze{0}U [ 1]
f"(m)_{ n, si 0<z<4i

Notemos que la sucesion { f,} converge puntualmente a la funcién constante f = 0. Es claro
que tanto f como cada f, son Riemann integrables sobre [0, 1], pero

n—0o0

lfm fn< ) x—1¢0—/ I
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El ejemplo 2.3 muestra también que el limite puntual f de una sucesion { f,,} de funciones
diferenciables no es necesariamente una funcién diferenciable. Veremos ahora en el siguiente
ejemplo que atin cuando el limite puntual sea diferenciable en un punto x, no necesariamente

se cumple que lim,_,, f,(z) = f'(z).

Ejemplo 2.6 Para cada n € N definamos f, : [0,1] — R por f,(z) = thl Claramente,

cada f, es diferenciable, con f!(x) = x™ para todo 0 < x < 1 y la sucesion {f,} converge

puntualmente a la funcion constante f =0, la cual es diferenciable en [0, 1], pero

lim f(1) =140 = /(1)

De manera similar a la definicién de convergencia puntual de sucesiones de funciones, se
tiene lo siguiente.

Definicién 2.7 Una serie Y -, fn de funciones definidas de un conjunto X a un espacio
normado Y converge puntualmente en X a una funcion f: X — Y si para cada x € X,

D fale) = lim Y fi(e) =
n=1 k=1
A la funcion f se le llama el limite puntual o suma de la serie Y | f,.

Como por definicién, la suma de una serie de funciones es el limite de una sucesién
de funciones (el limite de sus sumas parciales), las cuestiones ilustradas en los ejemplos
anteriores son validas también en el caso de series (véase los problemas 3 y 4). Sin embargo,
debido a que pudiera no ser posible hallar una representacién adecuada para la sucesién de
sumas parciales, puede ser mas dificil encontrar el limite de una serie de funciones que el
limite de una sucesién de funciones.

(2z—1)"*+!

Ejemplo 2.8 Consideremos la serie y .~ , 5 Lista serie puede ser representada co-

n+1
mo Y "\ fn, donde para cada n, f,(x) = % En lugar de tratar de encontrar las
(2z—1)"*?
3’)1

0 2z—1\" : o0 2z—1\" : St
D> (% )" y notar que la serie > oo, ( )" es una serie geométrica con y =

cual converge si y solo si ‘25'33—_1‘ < 1, es decir, si y solo si —1 < x < 2. Tenemos asi que para

—1l<ax<2:
fe'e) n+1 x—
Z _1)+ = (22 — 1) L :M
1 — 2z=1 4 —2x

n=1 3

sumas parciales, en este caso podemos reescribir la serie Y en la forma (23: —

2m

, la

Por lo tanto la serie Y, [, converge puntualmente en (—1,2) a la funcion f definida por

f(z) = (243121:2 :
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Problemas

1. Demuestre que las siguientes sucesiones de funciones son puntualmente convergentes y
encuentre sus funciones limite.
a) fn:[0,00) = R definida por
nw

ful®) = 14+ nx

b) g : [0,00) — R definida por

n* st 0<zx< 1
gn(l’): "

er, si x>t
n
2. De un ejemplo de una sucesion de funciones acotadas que converjan puntualmente a
una funciéon no acotada.

3. De un ejemplo de una serie de funciones continuas que converja puntualmente a una
funcién discontinua.

o0

1 fn de funciones Riemann integrables sobre un inter-

4. De un ejemplo de una serie »

valo [a, b] que converja puntualmente a una funcién f en [a, b], pero que

S [t [ s

5. Demuestre que la serie Y -  cos®" x converge puntualmente en el intervalo (0,7) y
encuentre su suma.

2.2. Convergencia uniforme

En la seccién anterior vimos que la convergencia puntual no garantiza que la funcion
limite tenga las mismas propiedades que las funciones en la sucesién. Veremos ahora un tipo
de convergencia mas fuerte, que en la mayoria de los casos, garantiza que la funcién limite
herede las propiedades de las funciones de la sucesion. A este tipo de convergencia se le
conoce como la convergencia uniforme, cuya definicién damos a continuacién.

Definicién 2.9 Dado un conjunto X y un espacio métrico (Y, d), una sucesion de funciones
fn: X =Y, n=12 ... converge uniformemente en X a una funcion f: X —Y si,
dado € > 0, eziste N(€) € N tal que para todo x € X,

d(fn(x), f(x)) <€ para todo n > N(e).

A la funcion [ se le llama el limite uniforme de la sucesion {f,}.
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Observacién 2.10 Notemos que este concepto es mas fuerte que el de convergencia puntual,
pues en este caso, N puede depender de €, pero no de x, como es el caso de la convergencia
puntual (véase la observacion 2.2). De esta manera, si una sucesion {f,} converge unifor-
memente a f en X, entonces también lo hace puntualmente.

Mostraremos ahora mediante un ejemplo que la convergencia puntual no implica, en
general, la convergencia uniforme.

Ejemplo 2.11 Vimos ya en el ejemplo 2.3, que la sucesion de funciones f, : [1,00) = R

definidas por f,(x) = 2% converge puntualmente a la funcion

n

1, si x=1

f(m):{(), st x> 1.

. . . 1 ..,
Si{fn} convergiera a f uniformemente, entonces, dado € = 3, evistiria N € N tal que
1
|fn(z)| < 3 bora todo x> 1. (2.1)

Pero tomando © = 27 > 1, tenemos que

) 1 1
2% ‘ — - 2.2
eh)| =5 >3 (2:2)
FEsto prueba que la convergencia de {f,} a f no es uniforme.
Daremos ahora un ejemplo de una sucesion que si converge uniformemente.
Ejemplo 2.12 Consideremos la sucesion de funciones f, : R — R definidas por
cos(nx
fulz) = ( ), n=12....
n
Esta sucesion converge uniformemente en R a la funcion constante f = 0. Para verlo,

consideremos € > 0 y elijamos un nimero natural N tal que N > % Entonces para todo

n >N ytodo x € R,

_leos(nz)] 1 1
[fal2) = fla)| = ——= < — < & <e

n

Como en este caso, N depende sélo de € y nd de x, se concluye que {f,} converge unifor-
memente a f =0 en R.
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El hecho de que en la convergencia uniforme, N depende de € y n6 depende de x, se puede
interpretar de la manera siguiente: supongamos, por cuestiones de claridad en la ilustracién,
que {f,} es una sucesién de funciones definidas de un intervalo [a,b] a R que converge
uniformemente en [a, b] a la funcién f cuya grafica aparece en la figura 2.1. Entonces dado
e > 0, existe N(e) € N tal que las gréficas de f, para todo n > N, caen dentro de la banda
determinada por las lineas punteadas de la figura 2.1.

v

a b x
Figura 2.1: Tlustracion de la convergencia uniforme.

La demostracion del siguiente resultado es sencilla y se deja como ejercicio al lector.

Proposicién 2.13 Supongamos que la sucesion { f,} converge puntualmente a f en X y sea

My = supd (fo(2), f(z)), n=12,....

zeX

Entonces {f.} converge uniformemente a f en X si y sélo si {M,} converge a 0.

Ejemplo 2.14 Consideremos de nuevo la sucesion {f,} del ejemplo 2.11. Mostraremos de
nuevo, usando ahora la proposicion 2.18 que la convergencia de {f,} a f en [1,00) no es
uniforme.

Notemos que |fo(1) — f(1)] = | & — 1| = 0. Luego,

1
M, = sup | (@) — F@)] = sup (@) — F(@)] = sup — = 1. (23)

>1 >1 z>1 T
Por lo tanto lim,, ..o M, = 1 # 0 y ast, por la proposicion 2.13, se concluye que la conver-
gencia no es uniforme. De (2.3) se observa también que la convergencia puntual de {f,} a

la funcion constante 0 en (1,00) tampoco es uniforme; lo cual es también evidente de (2.1)
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Definicién 2.15 Una sucesion de funciones f, : X —Y, n=1,2,..., es uniformemente
de Cauchy en X si, para cada € > 0, existe N € N tal que para todo x € X,

d(fn(x), fm(z)) <€ para todo m,n > N.

Bajo el supuesto de que Y sea un espacio métrico completo, el siguiente teorema nos
da una condicion necesaria y suficiente para la convergencia uniforme de una sucesion de
funciones.

Teorema 2.16 (Criterio de Cauchy para la convergencia uniforme) Sea’Y un espacio métri-
co completo. Una sucesion de funciones f, : X — Y, n=1,2,..., converge uniformemente
en X siy solo si {f,} es uniformemente de Cauchy en X.

Demostracién. Supongamos que {f,} converge uniformemente en X a una funcién
f: X — Y. Entonces, dado € > 0, existe N € N tal que para todo = € X,

d(fu(z), f(z)) < % para todo n > N,
y por la desigualdad del triangulo, para todo = € X,

d(fu(@), fn(2)) < d (ful2), [(2)) + d (fm(x), f(2)) < g + % =e¢ paratodo m,n > N.

Reciprocamente, si { f,} es uniformemente de Cauchy en X, entonces para cada z € X,
la sucesién {f,(x)} es de Cauchy en Y, y debido a que Y es completo, {f.(z)} converge
a un punto y € Y. Definamos f : X — Y por f(z) = y. Probaremos que {f,} converge
uniformemente a f en X.

Sea ¢ > 0. Como {f,} es uniformemente de Cauchy en X, existe N € N tal que para
todo x € X,

d(fn(z), fmn(z)) < g para todo m,n > N. (2.4)

Usando ahora el hecho de que para cada x € X, {f,(z)} converge a f(x), se tiene que existe
No(z) (Ny depende de x) tal que

d(fm(z), f(z)) < % para todo m > Ny(z). (2.5)

Tomando ahora m = max { N, Ny(z)}, se sigue de (2.4) y (2.5) que
d(fo(x), f(z)) < d(fu(z), fm(x)) +d(fim(x), f(z)) < € paratodon > N y todoz € X.

Por lo tanto {f,} converge uniformemente a f en X. |
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Observaciéon 2.17 Notemos de la demostracion de la suficiencia del teorema 2.16 que toda
sucesion uniformemente convergente es uniformemente de Cauchy, sea Y completo o nd; la

completez de 'Y se usa en la demostracion de la necesidad.

Definicién 2.18 Una serie >~ | f, de funciones definidas de un conjunto X a un espacio

normado (Y, || - ||) converge uniformemente en X a una funcion f : X —'Y sila sucesion
de sumas parciales {s,}, definidas por s, = ,_, fr, n=1,2,..., converge uniformemente
afenX.

Daremos ahora un criterio muy ttil para determinar la convergencia uniforme de series,
llamado el criterio M de Weierstrass.

Teorema 2.19 (Criterio M de Weierstrass) Sea Y -, fn una serie de funciones definidas
de un conjunto X a un espacio de Banach Y . Si existe una sucesion de niumeros reales no
negativos { M, } tal que para todo x € X,

[fu(2)]| < M, para todo n=1,2,...,
y > o2 M, converge, entonces la serie Y| f, converge uniformemente en X.
Demostracién. Sea ¢ > 0 dado. Como >, M, converge, tenemos por el criterio de
Cauchy para series de nimeros reales (véase la proposicién 2.70 en Pérez et al. [25]) que

existe N € N tal que ZZ:mH M;. < e para todo n > m > N. Se sigue entonces que para
todo z € X,

n n
> Z | fr(2)]] < Z M, < e para todon >m > N.
k=m+1 k=m+1

ka

k=m+1

[$n(2) — sm(2)|| =

Esto prueba que la sucesién de sumas parciales {s, } es uniformemente de Cauchy en X y el
resultado se sigue del teorema 2.16. [ ]

Ejemplo 2.20 Supongamos que X es un espacio vectorial real y que Y es un espacio de
Banach. Sean p > 1 y f : X — Y wuna funcion acotada, es decir, existe M > 0 tal que
| f(x)]] < M para todo z € X. Entonces
M
Hf(n:v) < — para todo n=1,2,....
n

Como, por el criterio de las p-series (véase el ejemplo 2.7/ en Pérez et al. [25]), > o0 M4
o S

converge, se sigue del criterio M de Weierstrass (teorema 2.19) que la serie Y >~ =3

es

uniformemente convergente en X.
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Finalizaremos esta seccién con otro criterio para determinar la convergencia uniforme de
una serie de funciones, el cual es debido a Niels Abel (1802-1829).

Teorema 2.21 (Criterio de Abel) Sean {f,} v {gn} dos sucesiones de funciones con valores
reales definidas sobre un conjunto X que satisfacen las siguientes propiedades:

i) "7 fa converge uniformemente en X.

ii) {gn} es una sucesion no creciente de funciones (para cada n, g,(r) > gni1(x) para
todo x € X) y existe una constante M > 0 tal que |g,(z)| < M para todo x € X y todo
n=12 ...

Entonces Y " | fngn converge uniformemente en X.

Demostracion. Consideremos las sumas parciales

sn:ka y tn:kagk, n=12,....
k=1 k=1

Como fr = sp — Sp_1, k=1,2,..., donde sy = 0, tenemos
tn =Y figk =D (56— k1) Gk = D Sk0k — D _ Sk-10k- (2.6)
k=1 k=1 k=1 k=1
Notando que
Z Sk—19k = Z Sk9k+1 — Snfn+1,
k=1 k=1

se sigue de (2.6) que

tn = Sngn+1 — Z Sk (gk+1 - gk)
k=1

y escribiendo gn+1 =Y p_; (k41 — gr) + g1 obtenemos

tn:sngl—I—Z(sn—sk)(gk+1—gk), n=12,....
k=1

De esta igualdad, para n > m se obtiene

n

ta(@) = (@) = (80(2) = 5(2)) g1(2) + D (sa(2) = si(2)) (g1 (2) — gu(@)),

k=m+1
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para todo x € X, y asi,

[n(2) = ()|

n

< su(@) = sw(@) g1 (@) + Y Isu(@) = su(@)] |grii(2) — gu(2)]

n

= Jsu(@) = sw(@)|lg1(@)] + D Isu(@) = su(2)] (9(2) = gria(2)) (2.7)

k=m+1

para todo x € X. La tltima igualdad en (2.7) se debe al hecho de que gx41(x) < gi(z).

Ahora, dado ¢ > 0, debido a la convergencia uniforme de Y >°, f, en X, se sigue del
criterio de Cauchy para la convergencia uniforme (teorema 2.16) que existe N € N tal que
para todo z € X,

lsn(x) — sm(z)| < 3LM para todo n,m > N.

Obtenemos asi de (2.7) que para todo = € X,

(o) = tu(@)] < 5+ (557

) k=m+1

€ €

= 2+ (557) Gn1(@) = guna (@)
€ €

< S+ (557) (9mn @] + lgas (@)
€ € €
— 44— = > N.

< 3+3+3 € para todo n,m > N

Por lo tanto, el resultado se sigue del teorema 2.16. [ ]

Problemas

1. Demuestre la proposicion 2.13.

2. Considere la sucesién de funciones f;, : [0, 1] — R definidas por f,(z) = 2", n =1,2,....
a) Demuestre que {f,} converge puntualmente pero né uniformemente en [0, 1].
b) Demuestre que { f,,} converge uniformemente en cualquier subintervalo [a, b] C [0, 1).

3. Demuestre que la sucesiéon de funciones definidas en el problema 1 a) de la seccién 2.1
no converge uniformemente en [0, 00), pero que si converge uniformemente en [a, o0)
para todo a > 0.
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4.

10.

11.

Sean X un conjunto y Y un espacio normado. Demuestre que si f, : X — Y, n =
1,2, ... es una sucesién uniformemente convergente de funciones acotadas, entonces la
sucesion {f,} es uniformemente acotada, es decir, existe M > 0 tal que

| fu(x)|| < M paratodo n=1,2,... ytodo z € X.

Sean {f,} v {gn} sucesiones de funciones de un conjunto X a un espacio normado Y.
Demuestre que si { f,,} v {gn} convergen uniformemente en X, a f y g, respectivamente,
entonces {f, + gn} converge uniformemente a f + g.

Si en el problema 5, Y = R y las funciones f,, g,, n = 1,2, ... son acotadas, demuestre
que {fngn} converge uniformemente a fg.

De un ejemplo de sucesiones con valores reales {f,} v {g,} que converjan uniforme-
mente sobre un conjunto X, pero que {f,g,} no converja uniformemente en X.

Demuestre que la serie F'(z) = > 7 a, B (x — ¢,) dada en el teorema 1.21 converge
uniformemente, y que F' es continua en todo x # c¢,.

Sea {a,} una sucesién de nimeros reales. Demuestre que si la serie (de potencias)
>, anx™ converge para algi # 0, ent ift t bsoluta-
oo Un ge para algin xy # 0, entonces converge uniformemente y absoluta

mente en cualquier intervalo [—R, R], donde 0 < R < |zo].

Demuestre que la serie

o9 +TL2
-1 n+1x—
20

converge uniformemente en todo intervalo de la forma [0,a] con a > 0, pero que no
converge absolutamente para ningin valor de .

Criterio de convergencia uniforme de series debido a J. Dirichlet (1805-1859). Sean
{fn} v {9} dos sucesiones de funciones con valores reales definidas sobre un conjunto
X que satisfacen las siguientes propiedades:

a) Existe M > 0 tal que

> ful@)

<M paratodo n=1,2,... ytodo z € X.

b) {gn} es una sucesién no creciente de funciones que converge uniformemente a la
funcion constante 0.
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Demuestre que la serie >~ | f,g, converge uniformemente en X.

Sugerencia: Considere las sumas parciales s, =Y o, fx V tn = > oy frgr ¥ escriba

Zfn = Z Sk [gk - ngrl] + Gn+15n-
k=1

12. Demuestre que la serie Y (—1)"z"(1 — x) es uniformemente convergente en [0, 1].

2.3. Convergencia uniforme y continuidad

Como ya se vié en el ejemplo 2.3, la sola convergencia puntual no es suficiente para
garantizar que el limite de una sucesién de funciones continuas sea una funcién continua.
Veremos en esta seccién que si la convergencia es uniforme, entonces la funcién limite si es
continua. De esta manera, si el limite puntual de una sucesién de funciones continuas es una
funcién discontinua, en al menos un punto, la convergencia no es uniforme.

Teorema 2.22 Sean (X, d) y (Y, p) espacios métricos. Si f, : X — Y es continua en z € X

para todon = 1,2,... y {f.} converge uniformemente a f en X, entonces f : X — Y es
continua en z.

Demostracién. Sea € > 0. Como f,, — f uniformemente, existe N € N tal que para
todo x € X,

p (fnl@), [(2)) <

Ahora, como fy es continua en z, existe § > 0 tal que

para todo n > N. (2.8)

Wl o

p(fn(x), fr(2)) < cuando d(z,z) < 6. (2.9)

Wl m

Asi de (2.8) y (2.9) se sigue por la desigualdad del tridngulo que

p(f(x), f(2) < p(f(x), fn(@)) + p (fn(2), fn(2) + o (fn(2), F(2))

< € cuando d(z,z) < ¢.

Esto prueba que f es continua en z. [ ]

Como una serie de funciones es en realidad una sucesién de funciones (la sucesién de
sus sumas parciales), la demostracién del siguiente resultado es inmediata y se deja como
ejercicio al lector.
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Corolario 2.23 Sean (X,d) un espacio métrico y (Y,| - ||) un espacio normado. Si f, :
X =Y es continua en z € X para todon = 1,2,...y Y > f, converge uniformemente a
f en X, entonces f : X — 'Y es continua en z.

Usaremos el corolario 2.23 para dar una elegante demostracién de un resultado que nos
da una condicién suficiente para intercambiar el orden en las sumas de una serie doble.

Proposicién 2.24 Sea a,,,, m,n =1,2,... una sucesion doble de niumeros reales. Si
> mnl = b, m=1,2,... (2.10)
n=1

Yy by < 00, entonces

m=1 n=1 n=1 m=1

Demostracidn. Sea {z, } una sucesién convergente de niimeros reales, digamos lim,, o, z, =
xo; y consideremos el conjunto F = {xg, z1, T2, ...}

Como toda serie absolutamente convergente es convergente (véase la proposicién 2.78 en
Pérez et al. [25]) se sigue de (2.10) que Y 7 | Gy, cODVerge.

Definamos para cada m (=1,2,...), f, : E — R por
> O, SI T =1
fm(x) = { En_l ’

- ) .
Yot Umn, SI T = Ty

Es claro que cada f,, (m =1,2,...) es continua en xg, esto es, limy_, fin (zr) = fin (20)-

Ahora, como |f,,(z)| < b, para todo x € E se tiene por el criterio M de Weierstrass
(teorema 2.19) que Y °_, f, es uniformemente convergente en E y asi, por el corolario 2.23,
la funcién definida en E por g(x) = >, fm(z) es continua en zy. Luego

SN = Zlfm (z0) = g (w0) = lim g (zy) = lim Z:lfm (1)

ook k oo o >
= lim E 5 A, = 1IM E E A, = 5 E Arm-
k—o0 k—o0

m=1 n=1 n=1 m=1 n=1 m=1
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Observaciéon 2.25 FEn el teorema 2.22, la continuidad de la funcion limite f en z € X,
significa que

lim f(x) = f(2). (2.11)

T—z

Por la convergencia (uniforme) de {f.} a f en X, el lado izquierdo de (2.11) es igual al
lim,_,, lim,, . fu(z) y el lado derecho es igual al lim,,_, lim,_,, f,(x). De esta manera, la
conclusion del teorema 2.22 es equivalente a que

lim lim f,(z) = lim lim f,(z).

T—rzZ N—r00 n—oo r—z
En particular, si x, — z cuando n — co, tenemos que

lim lim f,(zp,) = lim lim f,(x,).
m—0o00 N—r00 n—o0 m—r0o0

Del teorema 2.22 se sigue inmediatamente que si {f,} es una sucesién de funciones
continuas en X que converge uniformemente a f en X, entonces f es continua en X. Es
importante también, senalar aqui, que la convergencia uniforme de una sucesion de funciones
continuas es una condicion suficiente pero no necesaria para que la funcién limite sea una
funcién continua, véase el problema 2. Sin embargo, si Y = R y X es un espacio métrico
compacto, existe un reciproco parcial debido a Ulisse Dini (1845-1918).

Teorema 2.26 (Teorema de Dini) Sean X wun espacio métrico compacto y f, : X — R,
n = 1,2,... una sucesion mondtona de funciones continuas que converge puntualmente a
una funcion f: X — R. Si f es continua en X, entonces f, — f uniformemente en X.

Demostracién. Supongamos que {f,} es una sucesién no creciente de funciones, es
decir, f,(z) > foi1(x) para todo x € X y todo n =1,2,...; entonces f,(z) — f(x) > 0 para
todoxr € X ytodon=1,2,....

Sea € > 0. Definamos, para cada n (= 1,2,...), el conjunto
Xy ={r € X fula) - f2) > ¢}

Como f,, — f es una funcién continua, el conjunto X,, es cerrado (véase el teorema 5.4 en
Pérez et al. [25]). Como X es compacto y X,, C X, es cerrado, se sigue (véase la proposicion
4.16 en Pérez et al. [25]) que X,, es compacto.

Consideremos ahora x € X. Como f,(x) — f(x) — 0 cuando n — oo, para m € N
suficientemente grande f,,(z) — f(z) < €; esto es, © ¢ X,,, y, en consecuencia, x ¢ (), —, X.

Como z € X es arbitrario, [ —; X, = 0; y del hecho de que X es compacto, se sigue (véase

el teorema 4.6 en Pérez et al. [25]) que existe N € N tal que ()\_, X,, = 0. Pero debido a
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que fn(x) - f(l') 2 fn-‘rl(x) - f(I), n = 1727 <.y S€ tiene que Xn D) Xn+17 n = ]-727' - Y
asf ﬂgil X, = Xy. Por lo tanto X = 0, y, en consecuencia, X,, = () para todo n > N, esto
es,

fulz) — f(z) <€ paratodo n> N ytodo =€ X,

concluyéndose asi que f,, — f uniformemente en X. Para el caso en que {f,} es una sucesion
no decreciente de funciones, basta aplicar lo anterior a la sucesién no creciente {—f,,} y usar
el problema 6 de la seccién 2.2. [ ]

Definicién 2.27 Sean X un conjunto no vacio y (Y,d) un espacio métrico. Una funcion
f: X =Y esacotada si su imagen f(X) es un subconjunto acotado de Y, es decir, existe
M > 0 tal que

d(f(z), f(2)) <M para todo z,z € X.

Denotemos por B(X,Y') al espacio de todas las funciones acotadas de X en Y'; y definamos
para cada par de funciones f,g € B(X,Y),

doo (f,9) = supd (f(z),g(z)).

zeX

Es facil ver (problema 5) que dy, es una métrica en B(X,Y).

Veremos a continuacion que para funciones acotadas la convergencia uniforme es equi-
valente a la convergencia en el espacio métrico (B(X,Y),d), el cual, debido al criterio de
Cauchy para la convergencia uniforme (teorema 2.16) y la proposicién 2.28 de abajo, resul-
ta ser un espacio métrico completo cuando Y es completo. De la completez de B(X,Y") se
seguird facilmente que el subespacio Cy(X,Y") de todas las funciones continuas de B(X,Y)
es también completo, con la métrica d..

Proposicién 2.28 Si {f,} es una sucesion de funciones en B(X,Y) que converge unifor-
memente a f: X — Y, entonces f € B(X,Y).

Demostracién. Sea € > 0 dado. Como {f,} converge uniformemente a f en X, existe
N € N tal que
d(fn(x), f(z)) <e  paratodo z e X. (2.12)

Usando ahora que fy es acotada, existe M > 0 tal que
d(fn(z), fn(2) <M para todo =,z € X. (2.13)

De (2.12) y (2.13) se sigue por la desigualdad del triangulo que
d(f(x), [(2)) < d(fn(@), [(x)) +d(fn(2), [n(2)) + d(fn(2), f(2))

<
< M+ 2 para todo z,z € X.
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Lo cual prueba que f € B(X,Y). [

De las proposiciones 2.13 y 2.28 la equivalencia de la convergencia uniforme y la conver-
gencia con respecto a la métrica d.,, es inmediata. Dejaremos los detalles como ejercicio al
lector.

Proposicién 2.29 Una sucesion {f,} en B(X,Y) converge uniformemente a f : X — 'Y
si y solo si {fn} converge a f en el espacio métrico (B(X,Y),dw).

Debido a la proposicién 2.29, a la métrica d., se le suele llamar la métrica uniforme.

El siguiente resultado puede ser facilmente demostrado mediante la proposiciéon 2.28 y el
teorema 2.16. Dejeremos los detalles de su demostracion al lector.

Proposicién 2.30 St X es un conjunto no vacio y Y es un espacio métrico completo, el
espacio métrico (B(X,Y),dx) es completo.

Para finalizar la seccién, consideremos el subespacio de B(X,Y") definido por

Co(X,Y)={f € B(X,Y): f es continua} .
Proposicién 2.31 FEl espacio métrico (Cy(X,Y),ds) es completo.

Demostracién. Por la proposicién 3.83 en Pérez et al. [25], basta ver que Cy(X,Y) es

un subconjunto cerrado de B(X,Y'). Consideremos pues f € Cp(X,Y). Por el teorema 3.62
en Pérez et al. [25], existe una sucesién {f,} en Cp(X,Y) tal que f,, — f en B(X,Y). De
aqui el resultado se sigue del teorema 2.22. [ ]

Problemas

1. Demuestre el corolario 2.23.

2. De un ejemplo de una sucesién de funciones continuas que converja puntualmente pero
no uniformemente a una funcién continua.

3. Demuestre que

a) La sucesion {f,}, donde f,(x) = %, no converge uniformemente en R.
b) La serie >~ | gn, donde g,(z) = z"(1 — x), no converge uniformemente en [0, 1].

Compare con el problema 12 de la seccion 2.2.
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4. Demuestre que
oo o0 o0 oo
2D Amn =) ) amn
m=1 n=1 n=1 m=1
Si Gmp > 0 para todo m,n =1,2,....

5. Sean X un conjunto no vacio y (Y, d) un espacio métrico. Si B(X,Y) es el espacio de
todas las funciones acotadas de X en Y, demuestre que

do (f,9) =supd(f(z),9(x)), f,9€ B(X,Y)

zeX
define una métrica en B(X,Y).
6. Demuestre la proposicién 2.29.
7. Demuestre la proposicion 2.30.

8. Sea (X, d) un espacio métrico. Fije p € X, y para cada z € X defina la funcién

Note que cada G(z) es una funcién de X en R. Demuestre que G(X) es un subespacio
métrico completo de Cp(X, R).

9. Sean X y Y espacios métricos. Si f, : X — Y n =1,2,... es una sucesion de funciones
continuas que converge uniformemente a f : X — Y demuestre que para cualquier
sucesién {z,} en X tal que z, — x € X, lim,, o fn (z,) = f(2).

2.4. Convergencia uniforme e integracion

Vimos ya (véase el ejemplo 2.4) que si una sucesion de funciones f, : [a,0] — R, n =
1,2,... converge puntualmente a una funcién f : [a,b] — R y cada f, es Riemann-Stieltjes
integrable sobre [a,b] con respecto a una funcién de variacién acotada F' : [a,b] — R
entonces f no es necesariamente Riemann-Stieltjes integrable con respecto a F' sobre [a, b];
y aun cuando f € RI[F;a,b], puede suceder (véase el ejemplo 2.5) que la igualdad

n—oo

lim fndF / fdF (2.14)

no se cumpla. Sin embargo, veremos en el siguiente teorema que si {f,} converge a f uni-
formemente, entonces f € R[F;a,b] y (2.14) se cumple.
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Teorema 2.32 Sea F : [a,b] — R de variacion acotada. Si la sucesion f, : [a,b] — R,
n = 1,2,... converge uniformemente a la funcion f : [a,b] — R y cada f, € R[F;a,b,
entonces f € R[F;a,b] y

n—o0

lim fndF / fdF.

Demostracion. De la definicion 1.43 y la proposicion 1.42 se observa que es suficiente
realizar la demostracién suponiendo que F' es no decreciente en [a, b].

Consideremos pues € > (. De la proposicién 2.13 se sigue que existe N € N tal que

sup |fu(z) — f(2)] <€ para todo n > N. (2.15)

a<z<b

Tenemos asi
fn(x) —e< f(x) < fy(z)+€  paratodo a <z <b.

De manera que para cualquier particién P de [, b],
L(P, fx,F) —e(F(b) — F(a)) < L(P,f,F) < U(P, f,F) U (P, fx,F) + ¢ (F(b) — F(a)).
Luego

U(P,f,F) = L(P,f,F) <U (P, fx,F) = L(P, fx,F) + 2¢ (F(b) — F(a)). (2.16)

Del hecho de que fy € R[F;a,b], se tiene (teorema 1.6) que existe una particién P de |a, b]
tal que

U (P, fx,F) — L(P, f,F) < c.
Asi, para esta particién P, se sigue de (2.16) que

Como € es arbitrario, el criterio de integrabilidad (teorema 1.6) implica que f € R[F;a,].

Ahora, de (2.15) y debido a que f, — f € R[F;a,b], se tiene por la linealidad en el
integrando y la proposicién 1.18 ii) que

dF—/abde':

con lo cual se finaliza la demostracion. ]

/(fn—f)dF‘Se(F(b)—F(a)) para todo n > N,

La demostracion del siguiente resultado es sencilla y se deja como ejercicio al lector.
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Corolario 2.33 Sea F : [a,b] — R de variacion acotada. Si la serie y ., f, de funciones
fn i [a,b] = R Riemann-Stieltjes integrables con respecto a F' sobre [a,b] converge uniforme-
mente a la funcion f : |a,b] — R, entonces f € R[F;a,b] y

i/abfndF:/abde.

Problemas

1. Demuestre el corolario 2.33.

2. Demuestre que para todo —1 <z < 1,

00
x"

In 1—95 —
n’

3. Considere F': [a,b] — R de variacién acotada y suponga que la sucesién f, : [a,b] — R,
n = 1,2,... converge uniformemente a la funcién f : [a,b] — R y que cada f, €
R[F;a,b]. Definiendo a,,(x) = fam fndF, x € [a,b],n=1,2,..., demuestre que a,, = «

uniformemente en [a,b], donde a(z) = [ fdF.

4. Demuestre que la sucesién {f,}, donde f,(x) = n?z"(1 — x) converge puntualmente
a la funcién constante cero en [0, 1], y, mediante el teorema 2.32, demuestre que la
convergencia a 0 no es uniforme.

5. Sea f, : [0,1] - R, n = 1,2,... una sucesién de funciones integrables que es unifor-
memente acotada (existe M > 0 tal que |f,(z)] < M para todo n = 1,2,... y todo
x € X) tal que {f,} converge puntualmente a una funcién f : [0,1] — R integrable y

acotada. Demuestre que si para cualquier 0 < a < 1, f,, — f uniformemente en [a,1],
entonces

lim fn dx—/f

6. De un ejemplo para demostrar que el teorema 2.32 no es, en general, valido para
integrales impropias de la forma faoo fdF (se supone aqui que f € RI[F;a,b] para
todo b > a y que limy_,, fab fdF existe, en cuyo caso, faoo fdF = 1limy_,o ff fdF) sin

suposiciones adicionales (véase el problema 7).
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7. Considere funciones g, f, f,, : [a,00) = R, n =1,2,..., y suponga que para todo b > a,
gy fa,n = 1,2,... son funciones Riemann integrables sobre [a,b] con |f,| < g ¥
fn — f uniformemente sobre [a,b]. Demuestre que si [~ g(z)dz < oo, entonces

o0

lim folz)dr = / h f(x)dz.

n—oQ a

2.5. Convergencia uniforme y diferenciacion

Vimos ya (véase el ejemplo 2.3) que el limite puntual f de una sucesion {f,,} de funciones
diferenciables no es necesariamente una funcién diferenciable; y ain cuando lo sea (véase el
ejemplo 2.6), no necesariamente se cumple que la sucesién { f/} converja puntualmente a f’.
El ejemplo que veremos a continuacién muestra que atin cuando la convergencia de {f,} a f
sea uniforme, no puede garantizarse ni siquiera que {f/} sea puntualmente convergente. De
manera que se requieren condiciones mas fuertes para asegurar que f, — f’ cuando f,, — f.

Ejemplo 2.34 Consideremos la sucesion de funciones f, : [O, %} — R definidas por

flmy =00y

n

Se vid ya (ejemplo 2.12) que esta sucesion converge uniformemente (incluso en R) a la
funcion constante f = 0. Sin embargo, la sucesion {f'} no es ni siquiera puntualmente

convergente en (O, g], ya que f!(x) = —sen(nx).

Teorema 2.35 Sea f, : [a,b] = R, n=1,2,... una sucesion de funciones diferenciables tal
que {f(p)} converge para algin punto p € [a,b]. Si {f]} converge uniformemente en [a,b],
entonces {f,} converge uniformemente en [a,b] a una funcién diferenciable f : [a,b] - R y
ademads

lim f(z) = f'(x), @ €la,b].
n—oo
Demostracién. Sea p € [a,b] tal que {f,(p)} converge. Entonces dado ¢ > 0, existe
Ny € N tal que

Falp) = FP)] < 57— para todo n,m > Np. (2.17)

(b—a+1)
Denotando por ¢ al limite uniforme de {f/} en [a,b], tenemos por la proposicién 2.13 que
existe V; € N tal que

sup |f1(z) —g(x)| < ‘ para todo n > Nj. (2.18)

a<z<b 4(b —a-+ 1)
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Luego por la desigualdad del triangulo

‘ para todo n,m > Nj. (2.19)

sup |fi(x) — [l (2)| < ——
s 173() = ful@)] < 5=
Ahora, dados cualesquiera dos puntos distintos x1, 22 € [a,b], tenemos por el teorema del

valor medio aplicado a f, — f,, que existe un punto z entre z; y o tal que

[ (22) = fin (22)] = [fa (1) = fon (@1)] = (22 — 21) [f, (2) — [ (2)] -
Tenemos asi, de (2.19), que

|zo — 21| €

S0—a+l) para todo n,m > Nj. (2.20)

([ (w2) = fon (2)] = [fo (21) = fin (21)]] <
Consideremos ahora un punto = € [a, b]\{p} y N = max {Ny, N; }. Entonces tomando 1 = p
y T2 = x obtenemos de (2.20) que

[fu(@) = fm(@)] = | fu(p) = fn(P)] < |[fu(@) = fu(@)] = [fa(p) = fm(P)]]

< % para todo n,m > N.

Luego de (2.17),

(Lt ]z —ple

2b—at1) < € paratodo z € [a,b] (incluyendo = = p).

(@) = fm(2)| <

€
< =
-2

Se sigue asi, del criterio de Cauchy para la convergencia uniforme (teorema 2.16), que { f,}
converge uniformemente en [a, b].

Consideremos ahora = € (a,b) y tomemos h # 0 de manera que x + h € [a, b]. Entonces
por (2.20) con xy = x y x9 = = + h tenemos

fo@+h) — fulz)  fm(z+h) — fm(2)

€

tod > N. (221
Y Y <2(b—a+1) para todo n,m > (2.21)
Sea f el limite uniforme de {f,} en [a,b]. Entonces haciendo m — oo en (2.21) obtenemos
(recordando que | - | es una funcién continua) que
h) — h) —
h h 2b—a+1)

Por la definicién de la derivada fj (z), existe § > 0 tal que

fn(x+h) = fy(z)
h

€

Y BE— . 2.2
<4(b—a+1) cuando 0 < |h| <6 (2.23)

— fn(@)
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Entonces, mediante el uso de la desigualdad del tridngulo, se sigue de (2.22), (2.23) y (2.18)
que

flz+h) - f(x)

fle+h)—flz)  fn(z+h)— fn(2)

3 —g(@)] < h h
N fn(z+ h})L — fn(o) — (@) + |fa(@) — g(@)]
— <e cuando 0 < |h| <.

Tenemos asi que f'(x) existe y que es igual a g(x). El argumento anterior es también vélido
cuando x = a y cuando x = b, tomando respectivamente, h > 0y h < 0. [ ]

La demostracion de la formulacién del teorema 2.35 para series es sencilla y se deja como
ejercicio al lector.

Corolario 2.36 Sea f, : [a,b] = R, n = 1,2,... una sucesion de funciones diferenciables
tal que "~ | fu(p) converge para algin punto p € [a,b]. Si Y7, fI converge uniformemente
en [a,b], entonces Y 2, fn converge uniformemente en [a,b] a una funcion diferenciable
f:la,b] = R y ademds

S A = f@), @ €lab]

Problemas
1. Demuestre el corolario 2.36.
2. Encuentre el limite f de la sucesién de funciones f, : [0,1] = R, n = 1,2,..., dadas
por
3
nw
o) =

Demuestre que {f/} no converge uniformemente, pero que

lim f/(z) = f'(z) para todo z € [0, 1]. (2.24)

n—o0

Este problema muestra que la convergencia uniforme de {f/} no es una condicién
necesaria para que se cumpla (2.24) (véase el teorema 2.35).
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3. Considere la sucesién de funciones f, : [-1,1] — R definidas por

1
n = o o\ = 1, 2, ce
fal@) nexp(n2x?) "

Demuestre que f,, — 0 uniformemente y que f/ — 0 puntualmente, pero né uniforme-
mente.

4. Sea f, : (a,b) — R, n =1,2,...unasucesién de funciones diferenciables tal que { f,,(p) }
converge para algin punto p € (a,b). Demuestre que si {f/,} converge uniformemente
sobre cualquier subintervalo cerrado de (a,b), entonces {f,} converge uniformemente
sobre cualquier subintervalo cerrado de (a,b), f = lim,,_,» f, es diferenciable en (a,b)

y
lim f!(z) = f'(z) para todo z € (a,b).
n—oo
5. Demuestre que la funcién zeta de Riemann ((z) = Y »° | - esta definida para todo
x > 1, es diferenciable en (1,00) y {'(z) = —=> 77, hif—f)
6. Demuestre que para todo —1 < x < 1,
A S RS S SR S
; ntl -z Fin(l—2) -1

2.6. Series de potencias

Un tipo particularmente sencillo y 1til de series de funciones (con valores reales) estd dado
por las llamadas series de potencias, las cuales definimos a continuacion.

oo
n=0’

a la expresion y .~ c,(x — a)™ se le llama una serie de potencias centrada en a. A los

Definicién 2.37 Dadas una constante a € R y una sucesion de nimeros reales {c,}

numeros c,, n = 0,1,2,... se les llama coefictentes de la serie de potencias y al nimero a
el centro.

Notemos que cuando z = a, el primer término de la serie de potencias es ¢,0°, por lo que
por conveniencia de notacién, definiremos 0° = 1.

Obviamente, dada una serie de potencias, lo primero que debemos hacer es determinar
los valores de x para los cuales la serie converge. Por conveniencia, a menudo tomaremos

a=0.
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Teorema 2.38 Sea Y - ¢,z una serie de potencias.

n

1
i) St limsup |¢,|™ = 0, entonces Y -, c,x™ es absolutamente convergente para todo x € R.

1 , 1\ L
i) Si 0 < limsup |c,|" <oo y R = (hm sup | ¢y, "> . entonces Yy~ c,x"™ es absolutamente

convergente para todo |x| < R y diverge para todo |x| > R.

1 L,
i) Si limsup |, |7 = oo, entonces Y - ¢,z converge unicamente en x = 0.

Demostracion. Notemos que para cualquier z € R,

lim sup ]cna:”ﬁ = |z| lim sup \cn]%. (2.25)

1
Luego si i) limsup |¢,|™ = 0, entonces

lim sup |cnx”|% =0<1 para todo z € R.

Asi, por el criterio de las raiz para la convergencia de series de nimeros reales (véase la
e , 0o n

proposicién 2.83 en Pérez et al. [25]), > c,2™ es absolutamente convergente para todo

r e R

Ahora si ii) 0 < lfimsup |cn|% < 00, se sigue de (2.25) que

1{m sup ]cnx"ﬁ <1 siysolosi |z| <R

lim sup |cnx"|% > 1 siy sélosi |z| > R.

De esto, el resultado deseado se sigue nuevamente del criterio de la raiz para la convergencia
de series de nimeros reales.

Finalmente, si iii) lim sup |cn|% = 00, se sigue de (2.25) que

1
n=00>1 para todo x # 0.

lim sup |c,z"

Luego, del criterio de la raiz, Y > c,a™ diverge para todo x # 0. Como obviamente,

Yo g™ = ¢y para x = 0, la demostracién estd completa. n

Al nimero R, donde R = oo en el caso i) y 0 en el caso iii) se le llama el radio de
convergencia de la serie > 7 ¢,2". La proposicién siguiente nos da otra alternativa para

Cn
Cn+1

calcular el radio de convergencia cuando 1M, . € [0, o0]. La demostracién es similar

a la del teorema 2.38 usando el criterio de la razon para la convergencia de series de niimeros
reales (proposicién 2.79 en Pérez et al. [25]) en lugar del criterio de la raiz y se deja como
ejercicio al lector.
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Cn
Cn+1

=Re

Proposicién 2.39 Sea ZZO:O c, ™ una serie de potencias para la cual lim,,_, .

[0, o0].

i) St R = o0, entonces Y~ c,x" es absolutamente convergente para todo x € R.

i) Si0 < R < oo, entonces Y - c,x™ es absolutamente convergente para todo |x| < Ry
diverge para todo |x| > R.

i) Si R =0, entonces Yy~ ¢,x" converge unicamente en x = 0.

Demostraremos ahora que una funcion dada en términos de una serie de potencias es
diferenciable en su intervalo de convergencia y que tanto su derivada en un punto x € R
como su integral de Riemann sobre [0,z] se pueden obtener diferenciando e integrando,
respectivamente, término por término su serie de potencias.

Teorema 2.40 Sea 0 < R < oo el radio de convergencia de la serie de potenciasy . ¢,x"

y definamos

f(x):chx”, —R<2x<R.

n=0
Entonces
i) f es diferenciable en (—R, R) y

o

f(z) = Z ne,z (2.26)

n=1

ii) Para x € (—R, R),

> C
dz = g,
| T =Y

Demostracién. Demostraremos primero que » ¢,z es uniformemente convergente

en [—r,r] para cualquier 0 < r < R. En efecto, para cualquier x € [—r, ],
lena™| < len|r™, n=0,1,2 ...,

y como ZZOIO c,r" es convergente, se sigue del criterio M de Weierstrass (teorema 2.19) que

2 om0 " if ¢ te en [—r,7]
n—0 CnT~ €5 Unliormemente convergente €1 r,r.

Definiendo
an, = (n+1)cpya, n=20,1,2,...,

tenemos que

o0 o0
E ne ™t = E anx™.
n=1 n=0
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Luego, como n= — 1 cuando n — 00, entonces
1 1 1
limsup |a,|™ = limsup (n|c,|)» = limsup |¢,|"

y asi, la serie de potencias > | ne,a™ ! tlene el mismo radio de convergencia R que la serie

> o cnx™; y por lo anterior Y2 ne,z" ! es uniformemente convergente en [—r, r]. Luego
por el corolario 2.36 tenemos que

C d
f(z) = Z d_ chn para todo —r <x <. (2.27)
n=0

Pero, debido a que para cualquier z € (—R, R) podemos tomar 0 < r < Rtal que xz € (—r,r),
tenemos que f es diferenciable para todo z € (=R, R) y (2.26) se cumple.

Para la demostracién de ii), notemos que si 0 < z < R entonces igual que en la demos-
tracién de la parte 1) se tiene que Y~ ¢,2" es uniformemente convergente en [—z, z]. Luego

por el corolario 2.33, f es Riemann integrable en [—z, x|,

T [o.o]

_ Cn n+1
1) Z—gnﬂx
y
0 - o c o
- dz = dz = “ (=)™t
[Laeae= [ s =30 e
lo cual finaliza la prueba de ii). n

Aplicando sucesivamente (2.26) a f, f', f”,... se obtiene lo siguiente.

Corolario 2.41 Sea 0 < R < oo el radio de convergencia de la serie de potencias )~ c,z"
y definamos

o0
:cha:”, —R <z <R.

Entonces f es infinitamente diferenciable en (—R, R) y
8 (z Znn—l “(n—k+1)c,z™ (2.28)
n=~k

donde f*)(z) denota a la k-ésima derivada de f en x, k=1,2,....
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Observacién 2.42 Definiendo f©) = f obtenemos de (2.28) con x =0 que
f®0) =klep,  k=0,1,2,.... (2.29)

A las funciones que pueden ser expresadas como una serie de potencias sobre algun
intervalo (—R, R) se les llama funciones analiticas. El corolario 2.41 muestra que toda
funcién analitica f(z) = Y~ c,2"™ es infinitamente diferenciable en (=R, R), es decir, f
tiene derivadas de todos los ordenes en (—R, R); y ademés

. n=0,1,2,....

A la serie

— /™0 ,
Zo n! v

se le llama serie de Maclaurin (Colin Maclaurin, 1698-1746). De esta manera, una funcién

4y . . . . m)(o
[ es analitica sobre un intervalo (=R, R) si su serie de Maclaurin >~ L0 g converge a

n!
f(x) para todo = € (—R, R).

Ejemplo 2.43 Uno de los ejemplos mds importantes de funciones analiticas en R es la
funcion exponencial definida por

o0 In
Tz — JE—
e’ = Z e x e R.
n=0
Por el teorema 2.40 tenemos que para todo v € R,
d > d [z" = gt
Lo S A (5)-S e
dx dx \ n! (n—1)!
n=0 n=1

y también

T . B o T .n B & T __ T e
/ﬁ e*dz ——géguzz ZIdZ«—-gégz;;;—Iﬁ'—-gég'gj l=e 1.

El siguiente ejemplo muestra que no toda funcién infinitamente diferenciable es una
funcién analitica.
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Ejemplo 2.44 Consideremos f : R — R definida por
. e*z%, si x #0
f(x)—{ 0, st x=0.
Notemos que para todo k =0,1,2, ...,

lfim 2¥es? = oo. (2.30)

x—0

En efecto, (2.30) es claramente vdlido para k = 0; y por la definicion de la funcion exponen-

cial, para k =1,2,... tenemos que
3 =2k
e = —
Luego
lim mkem% > lim —27% = 0o,
x—0 x—0 k"
Tenemos asi que
lima ke 22 =0 para k=0,1,2,.... (2.31)

z—0

Probaremos ahora por induccion que existe un polinomio p,, tal que

1
f™(z) = p, (—) e para x # 0. (2.32)
x
Para n =1, tenemos que
/ 1 ’ L
fllxy=2(—-) e =2 para x # 0,
x

de manera que la afirmacion es cierta para n = 1 con p; (%) =2 (%)3 Diferenciando la

expresion (2.32) obtenemos

e [ (2) (2w ()]

) +2 (i)?’pn (%) es claramente un polinomio en la variable %, tomando

() =i () 2 6) )

1

Como %pn (x
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obtenemos
1

Fr () = po (—) e 32 para x # 0.
x
De esta manera, queda demostrado que (2.32) es vdlido para todon =1,2,....

De (2.81), con k = 1, se sigue también que f'(0) = 0. Suponiendo que f™(0) = 0,
obtenemos de (2.51) y (2.32) que

(n) 1 1 )
T A G T Zon (—) e =0,

z—0 €T z—0 X

es decir, f™V(0) = 0. Concluimos asi por induccion que
f™0) =0 para todo n=1,2,.... (2.33)

De esta manera

> f(n)
Z f (O)xn =0# f(z) para todo x # 0.

n!

n=0

Tenemos ast que [ es infinitamente diferenciable en R, pero su serie de Maclaurin no con-
verge a f(x) para x # 0.

El siguiente resultado conocido como el teorema de Abel, establece que si una serie
de potencias Y >° ;c,2™ con radio de convergencia 0 < R < oo, converge en R (o en —R),
entonces es continua no sélo en (—R, R) sino en (—R, R] (o en [—-R, R)).

Teorema 2.45 (Teorema de Abel) Sea Y c,x™ una serie de potencias con radio de con-
vergencia 0 < R < oo. Si f(x) = >0 jcpa" para —R < x < Ry > >~ ¢,R" converge,
entonces

I N
lim f () ; c

Demostracién. Usaremos el criterio de Abel (teorema 2.21) con f,, definida en X =
0, R] por
falz) =, R" para n=20,1,2,...

¥ gn definida en [0, R] por

xn

gn(x):ﬁ para n=0,1,2,....
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Notemos que {f.} v {g.} satisfacen las hipdtesis del criterio de Abel con M = 1. En

consecuencia
o0 oo
xn
E cnR”ﬁ = E "

es uniformemente convergente en [0, R|. Asi, por el corolario 2.23 se sigue que la funcién
flx) =327 cax™ es continua en [0, R], de manera que

I = R
lin f(x) nz:% c

Daremos, més abajo, una aplicacién del teorema de Abel al “producto”de series de ntiime-
ros reales. Para ello, introducimos el llamado “producto de Cauchy” y damos, previamente
a la aplicacién del teorema de Abel, un resultado sobre la convergencia de la serie producto.

Definicién 2.46 Sean >~ ja, y Y .-, b, dos series de nimeros reales. A la serie Y~ ¢y,
donde ¢, = >0 _gakbn_g, n =0,1,2,..., se le llama el producto de Cauchy de Y a,

Yy Z;"’:o by

Esta definicién puede ser motivada como sigue: consideremos dos series de potencias
o0 n o0 n. . . , . , . .
Yoo @™y > o bpx™; multiplicando término por término estas dos series y agrupando los
términos con igual potencia de x, obtenemos

<Z aq@{t”) <Z bn$n> = (ao +a1xr + CLQZL’Z 4+ - ) (bo -+ blx -+ b2x2 + ... )

n=0
= agby + (agby 4 arby) x + (agby + a1by + aghy) 2 + - - -

2
= CtC1x+Ccx” + -

De aqui, tomando x = 1, obtenemos la definicion 2.46. Desafortunadamente, la convergencia
de > jany Y oo, b, no asegura la convergencia de su producto de Cauchy, >~ ¢, (véase
el problema 9). Sin embargo, como veremos en el siguiente resultado, la convergencia de

> oo o Cn estd asegurada bajo la convergencia absoluta de al menos una de las dos series.

Teorema 2.47 Sean Y .~ a, Y .o b, series de nidmeros reales con sumas A y B, res-

pectivamente. Si Yy~ |a,| es convergente, entonces el producto de Cauchy, Y > ¢, de las
3 o o o

series y ooy Y > by es convergente y y > ¢, = AB.



CAPITULO 2. SUCESIONES Y SERIES DE FUNCIONES 81

Demostracién. Sean

Anzzn:ak, anzn:bk y Cn:i:ck, n=20,1,2,....
k=0 k=0 k=0

Sifpg,=B,—B,n=0,1,2,..., entonces

Cn = apby + (aghy + arby) + - - + (aob, + a1bp—1 + - - - + anbo)
aoB, + a1Bn,_1 + -+ a, By (2.34)
ao (B+ Bn) + a1 (B+ Bu1) + -+ a, (B+ o)
= ABH+apBy +a1Bu—1 + -+ anf.

Demostraremos que lim,, .o, 7, = 0, donde
’Yn:CLOﬁn—i_alﬁn—l—i_"'—i_a'nﬁOa n:071727""

De lo cual, el resultado deseado se obtendra del hecho de que A, B — AB cuando n — oco.

Sea € > 0 dado. Como B,, — B cuando n — 00, se tiene que [, — 0 cuando n — oo, y
en consecuencia, existe N € N tal que

|6n| < € para todo n > N.
Asi, si o = 7 |a,]|, entonces

Yl < |Boan + -+ Byan—n| + |Bni1@n-N—1+ - - + Bnao]
< |Bollan| + -+ [Bn]|an—n| + ea.

La convergencia de la serie Y~ a, implica (véase la proposicién 2.68 en Pérez et al. [25])
que a; — 0 cuando k — oco. Luego, fijando N y haciendo n — oo, obtenemos

lim sup |y,| < ea.

Como € es arbitrario, se sigue que limsup|y,| = 0, y debido a que 0 < liminf|y,| <
lim sup |v,|, entonces lim, o |7,| = 0. Asi, el resultado se obtiene haciendo n — oo en
(2.34). [

Usando ahora el teorema de Abel (teorema 2.45) demostraremos que si y -~ a, = A,
> > obn = By la serie producto >~ ¢, converge, entonces y ¢, = AB. Notemos que,
a diferencia del teorema 2.47, aqui no se pide que Y>> a, o > - b, sea absolutamente
convergente.

Teorema 2.48 Sean Y~ a, y > ., b, series de nimeros reales con sumas A y B, res-

pectivamente. Si el producto de Cauchy Y ", c, de las series Y >~ jan y > . b, converge
a C, entonces AB = C.
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Demostracién. Consideremos

flz) = Z a,z", g(x) = anx” y h(x) = Z cnx” para 0 <z <1. (2.35)
n=0 n=0 n=0

Como una serie de potencias es absolutamente convergente en el interior de su intervalo de
convergencia (véase el teorema 2.38), tenemos que las series en (2.35) son absolutamente
convergentes para 0 < z < 1. Asi, realizando el producto de Cauchy de las series >~ a,z"
¥ > by, obtenemos del teorema 2.47 que

f(z)-g(z) = h(z) para 0 <z < 1. (2.36)
Ahora, como por el teorema de Abel,

lim f(z) = A, limg(z) =B y limh(z)=C,

el resultado deseado se sigue haciendo x 1 1 en (2.36). u

Problemas

1. Demuestre la proposicién 2.39.

2. Encuentre el radio de convergencia, R, de las siguientes series y analice en cada una
los casos en que x = Ry x = —R.

a’) ZZOZO 'n,2—:1 xn'
00 D" n
b) ooty e,

) Lo Gy

3. Sea > 2 ¢,z una serie de potencias con radio de convergencia R = 2. Encuentre el
radio de convergencia de las siguientes series

a) > oo .
b) Dono cat™™.

) 2% cpr

4. 81 Y Japx™ = Y 2 b,a™ para una sucesién {z,} de nimeros reales diferentes de

cero que converge a 0, demuestre que a,, = b, para todon (=0,1,2,...).
5. Sea Y~ ¢,x™ una serie de potencias con radio de convergencia R > 0y defina

f(x):chx” para — R <z < R.

n=0

Si f(—x) = f(z) para todo = € (—R, R), demuestre que ¢, = 0 para todo n impar.
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6. Demuestre que T =1—5+1 — 14 ...

Sugerencia: Pruebe primero que para todo —1 < z < 1, tan™tax = > 7 (2;2: 2l

y use luego el teorema de Abel.

7. Sea Y > c,x™ una serie de potencias con radio de convergencia 0 < R < co. Sic, > 0,
n=0,1,2,...y > 2, ¢, =00, demuestre que
o
lim cpx’t = 00.

R
ot n=0

8. Para o € R defina

(Z):a(a—l)-.;l!(a—n%—l)’ n=l2.. v (g>:1'

Demuestre que el radio de convergencia de la serie

n=0
es 1, y que es la serie de Maclaurin de (1 + z)®.

9. De un ejemplo de dos series de nimeros reales convergentes cuya serie producto diverja.

2.7. Formula de Taylor

Consideremos una serie de potencias >~ ¢,(z — a)" centrada en a € R y con radio de
convergencia R. Si

f(x) :ch(m—a)”, —R<x <R,

n=0

se conoce (véase el corolario 2.41) que f es infinitamente diferenciable en (—R, R) y
O (z Zn (n—1)---(n—k+Dey(z—a)" ", (2.37)
n=~k

donde f*)(x) es la k-ésima derivada de f en z, k = 1,2,.... Definiendo f(®) = f se obtiene
de (2.37), evaluada en = = a, que

8 (a) = ke, k=0,1,2,...
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o equivalentemente,

_ %)

o k=012

Ck

A la serie

— ["(a) n
nz:; o (x —a)
se le conoce como la serie de Taylor (Brook Taylor, 1685-1731) de f en a. Notemos que en

. . (n) (o ,
el caso a = 0 se reduce a la serie de Maclaurin ) fn—,()x” Desafortunadamente (véase

el ejemplo 2.44) si f es una funcién infinitamente diferenciable en a € R no necesariamente

o [ (a)
n=0 n!

(x —a)” para —R < © < R.
Para que tal igualdad se cumpla en un punto z, se requiere que

se cumple que f(z) sea igual a su serie de Taylor »_

R,(x) = f(x) — Py(x) = 0 cuando n — o0, (2.38)

donde P,(z) = >} _, ! (kk)!(“) (x—a)*. Al polinomio P, se le conoce como el n-ésimo polinomio
de Taylor de f en a y el residuo R, mide la diferencia entre f(x)y P,(x). Existen varias
formas de expresar el residuo. En el siguiente teorema se expresa por medio de una integral,

por lo que es conocida como la férmula de Taylor con residuo integral.

Teorema 2.49 (Formula de Taylor con residuo integral) Sea I C R un intervalo abierto. Si
a €1y f esuna funcion con valores reales infinitamente diferenciable en I, entonces para
cada x € I y cadan € N,

fa) =3 - at o o [

Demostracién. Como f(z) = P,(z)+ R,(x), debemos probar que para cualquier n € N,

1 €T
R,(z) = / (x —t)"f TV (t)dt  para cada z € 1. (2.39)

Tl

Fijemos pues x € I. Demostraremos (2.39) por induccién. Por el segundo teorema funda-
mental del cdlculo integral (teorema 1.31), obtenemos

Rix) = f(z)— Pi(x) = f(z) - f(a) - F'a)(x —a)
_ / f(t)dt — / f(a)dt = / (F(6) - f(a)) dt.
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Aplicando ahora el teorema de integracién por partes (teorema 1.47) con u(t) = f'(t) — f'(a)
y v(t) =t — x, se obtiene que

Rafe) = (10) — @) - o) — | (- ) (1)t = / " — ) (@)t

Esto prueba la validez de (2.39) para n = 1. Supongamos ahora que (2.39) se cumple para
n==k.

Usando de nuevo el segundo teorema fundamental del calculo integral, obtenemos

_ f(kH)(G) k+1
Ria(z) = Ri(z) — m(z —a)
Y 1 [*
= i [ w0t - g [ @) - ot
1 xr
= 5 [ U - ) - o
De aqui, nuevamente por el teorema de integracién por partes, pero ahora con u(t) =
FED@) — f& () y v(t) = —g (x — )", se obtiene que

Ri(z) = % [_% (f(’“““)(t) _ f(’f“)(a)) I + /m Mf(k”)(t)dt

1

- G | @0

Asi, por induccién, se concluye que (2.39) es vélido para todo n € N. Como = € I es
arbitrario, la demostracion esta completa. [ ]

Ejemplo 2.50 Recordemos, véase el problema § de la seccion 2.6, que para cualquier o € R,
la serie de potencias Y ., (z) ™ es la serie de Maclaurin de la funcion f(z) = (1 + x)*
para —1 < x < 1. Veremos que, en este caso,

(142)* = i <2‘> "

n=0

Para ello debemos verificar (véase (2.38)) que para cada x € (—1,1), el residuo R,(x), dado
por la formula (2.39) converge a cero cuando n — oo. En este caso

R.(x) = /Ox %a(a — 1) (a—n)(1+t)>* " at

() [ () e
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Notemos que
i)si0<x<1y0<t<ua, entonces 1 <1+t <1+ 2| y0< i <,

)
i) st —1<z<0yz<t<O0, entoncesO<1—|—t§1+\x!y:vﬁ”l”—jrfgo.

Luego, st o > 1,
o ‘ n a—1
im0l < |5 )| [l i

= (n+1) ' (n 3‘_ 1) ‘ " (14 Ja])* " (2.40)

: a a\ .1, : :
Ahora, como las series y ( ) " yy ( ) 2"~ tienen ambas radio de convergencia
=0\ n = n

1 (véase el teorema 2.40), de la igualdad
- « n __ - « n—1
2 ()=o)

se concluye que Y " n (Z) x" es absolutamente convergente para todo —1 < x < 1. Por

o
n
(—1,1), Rn(x) = 0 cuando n — oo. Esto concluye la demostracidn para el caso o > 1. La

demostracion para el caso a < 1 es similar y se deja como ejercicio al lector.

lo tanto n |z|* = 0 cuando n — oo, y asi, de (2.40) se sigue que para todo x €

En el siguiente teorema damos otra representacién del residuo R, la cual involucra a la
derivada, por lo que es conocida como la féormula de Taylor con residuo diferencial.

Teorema 2.51 (Férmula de Taylor con residuo diferencial) Sean I C R un intervalo abierto

yn € N. Sia €Iy f esuna funcién con valores reales para la cual f™V) existe en I,
entonces para cada x € I existe un punto z entre x y a tal que

n k) (g (nt1) (5
f(x)zzf (a) v, SUT(R)

(n+1) @)

(z —

Demostracion. Consideremos al n-ésimo polinomio de Taylor de f en a,

Pu(t) = zn: f(k;(a) (t—a)*, tel
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Como el resultado es claramente valido para x = a, supongamos que = # a. Sea A € R tal
que
f(@) = Pa(z) + A(z — )"

y definamos
g(t) = R,(t) — A(t — )™, tel.
Debemos probar que existe un punto z entre x y a tal que

LI

SR (2.41)

Por la hipétesis, la funcién g es n+1 veces diferenciable en I. Luego, notando que Pénﬂ)(t) =
0 para todo t € I, obtenemos

g(n+1)(t> _ f(”+1)(t) —(n+1)1A para t € I.
Asf, (2.41) se cumplird si probamos que existe z entre z y a tal que g+ (2) = 0.

Como P,gk)(a) = f®)(a) para k =0,1,...,n, tenemos que

g(a)=g'(a) = g"(a) = - = g"(a) = 0;

y por la eleccién de A, g(x) = 0. Luego, aplicando el teorema del valor medio a g tenemos
que existe x; entre x y a tal que ¢’ (z;) = 0. Como ¢'(a) = 0, aplicando el teorema del
valor medio a ¢’ obtenemos xo entre x; y a tal que ¢” (z9) = 0. Después de n + 1 pasos,
encontramos x, 1 entre x, y a tal que g(”“) (€n41) = 0. Observando que z,,41 esté entre z
y a, el resultado deseado se sigue con z = 1. ]

Problemas

I?n

2n)!"

1. a) Demuestre que para todo x € R, cosz =Y 7 (—1)"

n=0
2 n
%)
(2n)!
¢) Diferenciando la serie en a), encuentre la expansién en serie de Maclaurin de la

b) Use la serie de potencias en a) para hallar la suma de la serie Y

funcion sen z.

2. Sea I C R un intervalo abierto. Si f es una funcién con valores reales infinitamente
divisible en I y existe M > 0 tal que ‘f(”) (t)| < M para todo t € I y para todo n € N,

demuestre que para cualquier a € I, f tiene una expansion en serie de Taylor en a,

n

flz) = i f(”)'(a) (x —a)” para todo z € I.
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3. En el ejemplo 2.50 se demostré que para a > 1
(14 2)* = Z (a) x" para —1<z <1 (2.42)

Demuestre que

a) La igualdad (2.42) es también valida para o < 1.

b) Para z = 1 la serie converge (a 2%) si y sélo si o > —1.

c¢) Para © = —1 la serie converge si y sélosia > 0. Sia=0lasumaes 1 ysia >0 la
suma es 0.

4. Demuestre que si una funcién f con valores reales tiene una expansion en serie de
Maclaurin,

> fn)
flz) = Z / n|(0>a:” para |z| < R,
n=0 ’

entonces para cualquier a € (—R, R), tiene una expansion en serie de Taylor

) (g
f(z) = Z Al )(.CE —a)" para |z —a| < R —|al. (2.43)

n!
n=0

Note que (2.43) pudiera converger en un intervalo mas grande que el originado por la
condicién |z —a| < R — |al.

5. Sea f una funcién con valores reales tal que f’, f” v f© existen sobre un intervalo
abierto I que contiene a los puntos —1 y 1. Si

S =0 fH)=1 1y [f(0)=0,

demuestre que f©)(x) > 3 para algin z € (—1,1).
Sugerencia: Use la férmula de Taylor con residuo diferencial para demostrar que
existen s € (—1,0) y t € (0,1) tales que f®(s) + fO)(¢) = 6.

2.8. Teorema de Ascoli

En esta seccién consideramos al espacio C(X,R) de las funciones f : X — R continuas,
donde X es un espacio métrico compacto. Como toda funcién continua definida sobre un
compacto es acotada (véase el teorema 5.14 en Pérez et al. [25]), tenemos por la proposicién
2.31 que C(X,R) equipado con la métrica uniforme, d,, es un espacio métrico completo.



CAPITULO 2. SUCESIONES Y SERIES DE FUNCIONES 89

Como el espacio euclidiano R es completo, y toda sucesién acotada en R, tiene una subsu-
cesién convergente (teorema de Bolzano-Weierstrass), es natural preguntarse si existe algin
resultado similar en el caso de sucesiones de funciones { f,,} en C'(X,R). Un resultado de esta
naturaleza estd dado por el teorema de Ascoli (Giulio Ascoli, 1843-1896), que veremos en
esta seccion. Para ello requerimos antes algunos conceptos y resultados preliminares.

Definicién 2.52 Sean X un conjunto no vacio y {f,} una sucesion de funciones definidas
en X con valores en R.
a) La sucesion {f,} es puntualmente acotada en X si para cada x € X, existe M, > 0
tal que

|fu(z)| < M, para todo n=1,2,....

b) La sucesion {f,} es uniformemente acotada en X si existe M > 0 tal que

|fu(@)| < M para todo © € X ytodo n=12,....

El siguiente ejemplo muestra que una sucesién {f,,} en C'(X,R) uniformemente acotada
no necesariamente tiene una subsucesién uniformemente convergente. De manera que se
requieren condiciones adicionales para que tal cosa ocurra.

Ejemplo 2.53 Sea f, : [0,1] = R dada por

x
n = Y = 1,2, e
Jul) x + (nx —1)? "

Entonces |f,(x)] < 1 para todo x € [0,1] y todo n = 1,2,..., de manera que {f,} es

uniformemente acotada en [0,1]. Notemos también que

lim f,(z)=0 para 0 <z <1,

1
fn(—> =1, n=12...,
n

{fn} no tiene subsucesiones uniformemente convergentes en [0, 1].

pero como

Definicién 2.54 Sean (X,d) un espacio métrico. Una familia § de funciones f : X — R
es equicontinua en X si para cada € > 0 existe § > 0 tal que para toda f € §,

|f(z) — fly)] <e cuando d(x,y) < 0.

Observacion 2.55 Notemos que si § es una familia equicontinua en X, entonces toda fun-
cion f € § es uniformemente continua en X.
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La demostracion del siguiente resultado es sencilla y se deja como ejercicio al lector.

Proposicién 2.56 Sea (X, d) un espacio métrico compacto. Si {f,} es una sucesion en
C(X,R) que converge uniformemente (con la métrica d, ), entonces {f,} es equicontinua en

X.

Lema 2.57 Sea X un conjunto numerable. Si {f,} es una sucesion de funciones definidas
en X con valores en R puntualmente acotada, entonces {f,} tiene una subsucesion { fx,} tal
que { fx, (x)} converge para cada x € X.

Demostracién. Denotemos por xq, s, 3, ... a los puntos de X. Como {f, (1)} es una
sucesion acotada en R, se sigue del teorema de Bolzano-Weierstrass (véase el corolario 2.53 en
Pérez et al. [25]), que existe una subsucesién, la cual denotamos por { f1 x} tal que {f1x (z1)}
converge cuando k — oo. Considerando ahora {fi (z2)} se sigue, de nuevo por el teorema
de Bolzano-Weierstrass, que existe una subsucesion de {fi s}, la cual denotamos por { fo}
tal que {fox (z2)} converge cuando k — oo. Continuando con este proceso, encontramos
subsucesiones {fi1x}, {fox}, {fsx},- - que, por claridad, representamos en el arreglo:

fin fieg fiz fiaoe-
fo1 foo foz fou---
fs1 fa2 faz fsac:

Notemos que

i) {fat1x} es una subsucesion de {f,,x} paran =1,2,....

ii) {fox (z,)} converge cuando k — oo.

iii) Se conserva el orden en cada sucesion, es decir, si fi,, precede a fi; en {f1}, entonces
fim precede a fi; en {fo)} (a menos que alguna no sea parte de la subsucesion {fo}). De
esta manera, cuando avanzamos hacia abajo de renglén en renglon en el arreglo, las funciones
se mueven a la izquierda y nunca a la derecha.

Asi, considerando a la sucesion formada por los elementos de la diagonal del arreglo,
{fex}, tenemos por iii) que {frirnixr} €s una subsucesion de {f,x}; por lo tanto, el inciso
ii) implica (véase el teorema 2.46 en Pérez et al. [25]) que para cualquier n, { frikntr (Tn)}
converge cuando k — 00, esto es { fxx (,)} converge cuando k — oo para cualquier z,, € X.
|

Al proceso usado en la demostracion del lema 2.57 se le conoce como el proceso diagonal
de Cantor.
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Teorema 2.58 (Teorema de Ascoli) Sea (X,d) un espacio métrico compacto. Si {f,} es
una sucesion en C(X,R) puntualmente acotada y equicontinua en X, entonces

a) {f.} es uniformemente acotada en X.

b) {fn} tiene una subsucesion uniformemente convergente.

Demostracién. Sea ¢ > 0 dado. Por la equicontinuidad de {f,}, existe § > 0 tal que
|fn(z) — fu(y)] <€ paratodon =1,2,... cuando d(z,y) < d. (2.44)

Notemos que

X =[] Vslw),

rzeX

donde Vj(z) es la bola abierta con centro en z y radio . Como X es compacto, existe un

nimero finito de puntos z1,...,x,, € X tales que
X =Vs(x1)U---UVs(2y). (2.45)
Usando ahora que {f,} es puntualmente acotada, tenemos que para cada z; (i = 1,...,m),

existe M; > 0 tal que
| fo ()] < M; para todo n=1,2,.... (2.46)

Ahora, dado z € X, se sigue de (2.45) que = € Vj(z;) para algin ¢ (= 1,...,m). Luego,
tomando M = méx {M, ..., M,,}, obtenemos de (2.44) y (2.46) que

|fo(@)| < | fru(@)| 4 | frlx) = fr (25)] S M + € paratodo n=1,2,....

Esto prueba a).

Para la demostracién del inciso b) usaremos el hecho de que todo espacio métrico com-
pacto es separable (véase p. 118 en Pérez et al. [25]), es decir, contiene un subconjunto D
denso y numerable. Asi, por el lema 2.57, {f,} tiene una subsucesién { fx, } tal que {fz,(v)}
converge para cada y € D. Demostraremos que { fi, } converge uniformemente en X.

Dado € > 0, elijamos 6 > 0 como al inicio de la demostraciéon. Notemos que

X =|J Vi)

yeD

En efecto, como D es denso en X, dado = € X, existe y € D tal que d(z,y) < d, es decir,
x € Vs(y). Usando ahora la compacidad de X, tenemos que existen yi, ...,y € D tales que

X=Vs(y)U---UVs(w). (2.47)
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Como {fr,(y)} converge para cada y € D, existe N € N tal que
| fre, (Vi) — fr,, (yi)] <€ para todo i=1,...,] ytodo m,n > N. (2.48)
Siz € X, se sigue de (2.47) que = € Vj (y;) para algin i, de manera que, por (2.44)
| frn, () — fr, (yi)| <€ para todo n=1,2,.... (2.49)

Ahora, si m,n > N, entonces de (2.48) y (2.49) se obtiene que

| frn (%) = fro (0)] < (S (@) = fro W)l + | fron W) = Fro W) + | fr (0i) = frn ()] < 3e.

Por lo tanto {f,} es uniformemente de Cauchy, y asi, el resultado se sigue del criterio de
Cauchy para la convergencia uniforme (teorema 2.16). [ |

Problemas

1. Demuestre la proposicién 2.56.

2. Sea § C C(X,R), donde X es un espacio métrico compacto. Si para cada x € X y
cada € > 0 existe 0 > 0 tal que para toda f € §,

lf(x)— fly)| <e cuando d(z,y) <0,

demuestre que § es equicontinua.

3. Sea {f,} una sucesién de funciones en C ([0, 1], R) diferenciables en (0,1). Si {f/} es
uniformemente acotada y f,(0) = 0 para todo n = 1,2, ..., demuestre que {f,} tiene
una subsucesién uniformemente convergente.

4. Para una sucesion { f,, } uniformemente acotada de funciones Riemann-integrables sobre

la, b], defina F,, : [a,b] — R por

Fo(z) = / fat)dt, n=1.2....

Demuestre que {F,,} tiene una subsucesion uniformemente convergente en [a, b].

5. Sean X un espacio métrico compacto y {f,} una sucesién equicontinua de funciones
en C(X,R) que converge puntualmente en X. Demuestre que {f,,} converge uniforme-
mente en X.
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2.9. Teorema de Stone-Welerstrass

En la seccién anterior (teorema de Ascoli) vimos condiciones suficientes bajo las cuales
una sucesién de funciones { f,,} en C(X,R) con X compacto tiene una subsucesién uniforme-
mente convergente. En esta secciéon daremos un resultado, llamado el teorema de Stone-
Weierstrass (Marshall Harvey Stone (1903-1989), Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (1815-
1897)) que da condiciones suficientes bajo las cuales un subconjunto A de C'(X,R) es denso,
es decir, condiciones bajo las cuales, para cada funcién f € C(X,R) existe una sucesién
{fn} en A tal que f,, — f uniformemente. Antes de dar este teorema necesitamos de algunos
preliminares.

Definicién 2.59 Sea X un conjunto no vacio.

a) Un espacio vectorial real A de funciones f : X — R es un dlgebra si para cualesquiera
funciones g, h € A se tiene que gh € A.

b) El dlgebra A separa puntos de X si para cualesquiera dos puntos distintos x,y € X
existe una funcion f € A tal que f(x) # f(y).

Notacién: Denotamos por 1 a la funciéon constante que asigna a todo x € X el valor 1.

Ejemplo 2.60 El espacio de todos los polinomios sobre R es un dlgebra de funciones conti-
nuas que separa puntos y que contiene a la funcion constante 1.

Proposicién 2.61 FEziste una sucesion {p,} de polinomios que converge uniformemente a
Vv en el intervalo [0,1].

Demostracién. Definamos p; = 0 sobre [0,1] y

1

Pri1() = pu(z) + 3 (z —pi(z)), n=12.... (2.50)

Claramente {p,} es una sucesién de polinomios. Demostraremos por induccién que 0 <
pn(x) < \/z para todo n = 1,2,... y todo x € [0,1]. Notemos que la afirmacién es cierta
paran = 1. Supongamos ahora que 0 < p,(z) < 1/ para algiin n € N. Entonces, obviamente
0 < ppy1(x) para todo z € [0,1] y

1

V= pria () = Ve —pa(z) =5 (¢ —pa(z)) = (Vo —pa()) |1 - % (V +pa(z))| . (2.51)

Notemos que v/ — p,(x) > 0 por la hipdtesis de induccién y también, de la hipétesis de
induccion, v/z + p,(z) < 2¢/z < 2 para todo x € [0,1], luego 1 — 3 (y/z + p,(z)) > 0. Asi de
(2.51) se sigue que p,11(z) < /x para todo z € [0, 1], quedando asi demostrado que

0<pn(r)<+vz  paratodo n=1,2,... ytodo x€|0,1].
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Notemos ahora, de la definicién de p, ;1 y el hecho de que p?(z) < z, que para todo 0 < z < 1,
la sucesion {p,} es no decreciente y acotada en [0, 1], y, por lo tanto, converge puntualmente
(véase la proposicién 2.35 en Pérez et al. [25]) en [0, 1] a una funcién no negativa f.

Haciendo n — oo en (2.50) se obtiene que
1
f(x) = f(x) + 3 (z — f*(x)) para todo z € [0, 1],

lo cual es vélido si y sélo si f(x) = y/z para todo x € [0, 1].

Resumiendo, tenemos probado que {p, } es una sucesién no decreciente de polinomios que
convergen puntualmente a la funcién continua /z. De esto, el resultado deseado se sigue del
teorema de Dini (teorema 2.26). n

Proposicién 2.62 Sea A un dlgebra de funciones definidas sobre un conjunto X que separa
puntos de X y que contiene a la funcion constante 1. Entonces para cualesquiera dos puntos
distintos x,y € X y cualesquiera constantes a,b € R, existe f € A tal que f(x) = a y

fly)=b.

Demostracién. Debido a que A separa puntos de X, existe una funcién g € A tal que
g(x) # g(y). Definamos f : X — R por

(a—Db)g(2) + (bg(z) — ag(y))1(z)

fe) = 9(@) — 9

, z e X.

Como 1 y g pertenecen a A y A es un élgebra, claramente f € A. Ademéas f(z) = a 'y
fy) =0 [

Observacion 2.63 Si X es un conjunto no vacio y A es un subconjunto de B(X,R), el

espacio de todas las funciones de X en R acotadas, denotaremos por A a la cerradura de A
con respecto a la métrica uniforme dy y la llamaremos la cerradura uniforme de A, en
este mismo tenor, si B es un subconjunto cerrado de B(X,R) con respecto a do,, diremos
que B es uniformemente cerrado.

La demostracion del siguiente resultado es sencilla y se deja como ejercicio al lector.

Lema 2.64 Sea X un conjunto no vacio. Si A C B(X,R) es un dlgebra, entonces la cerra-

dura uniforme A de A es un dlgebra uniformemente cerrada.

Lema 2.65 Sea X un espacio métrico compacto. Si A C C(X,R) es un dlgebra, entonces

para cualesquiera f,g € A se tiene que |f|, max{f, g}, min{f, g} € A
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Demostracién. Obviamente, si f = 0, entonces |f| € A, ya que (véase el lema 2.64) A
es un algebra. Supongamos pues que f # 0 y sea

M =sup{|f(z)| :x € X}.
Como f # 0, entonces M > 0. Por la proposicién 2.61, existe una sucesiéon de polinomios

{pn} que converge uniformemente a /7 en [0, 1]. Debido a que A es un &lgebra, la funcién

Jn = DPn (%) € Aparan =1,2,.... Ademds, la sucesién {g,} converge uniformemente en

X a 1\% = % Luego, por la cerradura uniforme de A (véase el lema 2.64), % c A, de

manera que |f| € A. Notando ahora que

, 1 ) 1
méx{f,g} =5 (f+g+If-g) v min{fg}=5(f+g9-I[f~dl)
se sigue que max{ f, g}, min{f, g} € A. [ |
Observacién 2.66 Del lema 2.65, se sique fdcilmente por iteracion, que si f1,..., f, € A,

entonces max {fi,..., fo}, min{fi,..., f,} € A.

El siguiente resultado da una propiedad de aproximacién local que nos permite aproximar
una funcién f € C(X,R) por arriba, en cualquier punto a € X dado.

Lema 2.67 Sea X un espacio métrico compacto y sea A C C(X,R) un dlgebra que separa
puntos de X y que contiene a la funcion constante 1. Entonces, dada una funcion f €

C(X,R), un punto a € X y e > 0, existe g € A tal que
g(a) = f(a) Yy g(x) > f(x) — e para todo x € X.

Demostracién. Tenemos por la proposicion 2.62 que para cada x € X, existe una
funcién g, € A tal que

gz(a) = fla) vy  g.(x) = f(z).
Como ¢, v f son funciones continuas, existe un conjunto abierto V, tal que z € V,, y

9=(y) > fly) —€ para todo y € V.

Notemos que X = (J, .y Vi Ahora, como X es compacto, existe un nimero finito de puntos
x1,...,¢, € X tales que

X =Jv. (2.52)
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Sea g = M&x{gs,, ..., 0s, }; entonces por el lema 2.65, g € A. Ademss, g(a) = f(a). De
(2.52) se tiene que si x € X, existe i € {1,...,n} tal que z € V,; y asi

9(x) = ga; () > f(2) =€,

lo cual finaliza la demostracion de que f satisface las propiedades deseadas. [ ]

Teorema 2.68 (Teorema de Stone-Weierstrass) Sea X un espacio métrico compacto y sea
A C C(X,R) un dlgebra que separa puntos de X y que contiene a la funcion constante 1.
Entonces A es denso en C(X,R) con respecto a dy.

Demostracién. Debemos probar que A = C(X,R). Como obviamente A C C(X,R),
resta solamente verificar que C(X,R) C A. Consideremos pues f € C(X,R). Como A es
uniformemente cerrado (véase el lema 2.64), para concluir que f € A, basta probar que para

cada € > 0 existe g € A tal que

lg(z) — f(z)| < e para todo z € X. (2.53)

Para cada y € X, por el lema 2.67 tenemos que existe g, € A tal que g,(y) = f(y) y
gy(z) > f(z) —€ para todo z € X. (2.54)

De la desigualdad g¢,(y) = f(y) < f(y) + € y la continuidad de g, y f, se sigue que existe un
conjunto abierto V, tal que y € V,, y

gy(z) < f(z)+€  paratodo z €V, (2.55)
Como X es compacto, existe un nimero finito de puntos 1, ..., y, € X tales que
X =Jv,. (2.56)

Sea g = min{g,,,...,g,,} Por el lema 2.65, g € A. También, de (2.54) y la definicién
de g, se sigue que
g(x) > f(x) — € para todo = € X. (2.57)

Por otra parte, si x € X, se tiene por (2.56) que existe i € {1,...,n} tal que z € V,,,. Luego
por (2.55) y la definicién de g,

g(x) < gy, () < f2) +e (2.58)



CAPITULO 2. SUCESIONES Y SERIES DE FUNCIONES 97
Conjugando ahora (2.57) y (2.58) obtenemos
flz)—e<g(x) < f(x)+e para todo = € X,

lo cual es equivalente a (2.53). u

Como el espacio de todos los polinomios sobre R es un dlgebra de funciones continuas
que separa puntos y que contiene a la funcién constante 1, se obtiene el siguiente resultado
(debido originalmente a Weierstrass).

Corolario 2.69 (Teorema de Weierstrass) Sea X C R compacto. Toda funcion f € C(X,R)
es el limite uniforme en X de una sucesion de polinomios sobre R.

Problemas

1. Demuestre el lema 2.64.

2. Demuestre que la conclusion del teorema de Stone-Weierstrass sigue siendo vélida si
se reemplaza la condicion de que la funcién constante 1 € A por la condiciéon de que
para cada = € X exista una funcién g € A tal que g(z) # 0.

3. Sea X un espacio métrico compacto y sea V C C(X,R) un espacio vectorial que
separa puntos de X y que contiene a la funcién constante 1. Demuestre que si para
cada f € V se tiene que |f| € V, entonces V es denso en C(X,R) con respecto a la
métrica uniforme.

Este resultado es una versién especial del teorema de Stone-Weierstrass en la que la
condicién de cerradura bajo la multiplicacién de funciones se reemplaza por la condicion
de cerradura bajo la composicién por | - |.

4. Sea B el conjunto formado por las funciones 1, cosx, cos® z, . .. definidas en [O, g} Si
A es el espacio vectorial generado por B, esto es, A es el espacio vectorial formado por
todas las combinaciones lineales finitas de elementos de B, demuestre que A es denso

en C ([O, g] ,]R) con respecto a la métrica uniforme.

5. Si f:[a,b] = R es una funcién continua tal que

b
/x”f(x)dx:O para n=0,1,2,...,

demuestre que f =0 en [a, b].
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6. Sea (X, d) un espacio métrico compacto. Demuestre que el espacio métrico (C(X,R), d)
es separable.
Sugerencia: i) Recuerde que todo espacio métrico compacto X es separable (véase
el problema 8 de la seccién 4.1 en Pérez et al. [25]); por lo tanto existe un conjunto
numerable E = {z,7,,...} tal que E = X.
ii) Defina para cadan (n =1,2,...), fu(z) =d(x,z,), z € X.
iii) Considere el algebra A generada por la coleccion de funciones {1, f1, fo,...} ¥
demuestre que A = C(X,R).

7. Dados espacios métricos compactos X v Y, sea A el espacio vectorial generado por las
funciones de la forma

f(z,y) = g(x)h(y), donde g € C(X,R) y heC(Y,R).

Demuestre que A es denso en C(X x Y,R) con respecto a la métrica uniforme.



Capitulo 3

Funciones de varias variables

3.1. El teorema de punto fijo para contracciones

En esta seccién consideramos un resultado de suma importancia en el analisis, conocido
como el teorema de punto fijo para contracciones y que serd usado mas adelante, en la
seccion 3.6, en la demostracién del teorema de la funcién inversa.

Definicién 3.1 Sea X un conjunto no vacio. Si f : X — X es una funcion yx € X cumple
que f(x) =z, se dice que x es un punto fijo de la funcion f.

Definicién 3.2 Sea (X,d) un espacio métrico. Una funcion f: X — X es una contrac-
cion, si existe 0 < ¢ < 1 tal que

A(f(x), f(y) < cd(z,y)  para todo z,y € X.
Es claro que toda contraccién es una funcién continua.

Teorema 3.3 (Teorema de punto fijo para contracciones) Sea (X,d) un espacio métrico
completo. Si f : X — X es una contraccion, entonces f tiene un unico punto fijo.

Demostracion. Probaremos primero la unicidad. Supongamos pues que existen z,y € X
tales que f(z) =z y f(y) = y. Entonces

d(z,y) = d(f(z), f(y)) < cd(z,y).

Como ¢ < 1, la desigualdad anterior se cumple si y sélo si d(z,y) = 0, es decir, z = y.

Para la demostracién de la existencia, fijemos un xy € X arbitrario y definamos
Tonr1 = f(xn), n=0,1,2,....

99
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Entonces

d(@ps1,20) = d(f(@a), [ (@) < cd (@0, Tn1)
< Ad(Tpo1, Tno) < - < cd (1, 30) n=0,1,2,....

Asi, si n > m, obtenemos

d(ﬂfn,iﬁm) S d(xnaxn—l) +--+ d<xm+17 xm)

n—1 ] 00
< Z c'd (w1, 70) < Z c'd (zy,x0) = ™d (21, 70) Z c.
i=m i=m =0
Usando que > ;2 ¢" = 1, se sigue (véase el ejemplo 2.72 en Pérez et al. [25]) que
d (2, Tm) < 1C—d(x1,:c0). (3.1)

De lo cual, es claro que {z,} es una sucesiéon de Cauchy en X y como X es completo, existe

r € X tal que

lim z, = =.
n—o0

Por la continuidad de f, se sigue que
D5, Tt = 10, o) = ()

Pero como {x,1} es una subsucesién de {z,}, resulta (véase el teorema 2.46 en Pérez et al.

25]) que limy, o0 Tpy1 = 2, y asi f(z) = . [

Observacién 3.4 i) Haciendo n — oo en (3.1) obtenemos (véase el problema 1) que

m

c
d(z,zm) < 1—_Cd($lax0)'

Esta desigualdad nos permite calcular aproximaciones al punto fijo x con la precision que se
requiera.

ii) Se observa también de la demostracion que dado un espacio métrico arbitrario X y una
funcion continua f : X — X, si para un punto zo € X, {f" (x¢)} converge, donde fm =
fo...of (nwveces), entonces lim,_,, " (o) = x es un punto fijo de f.
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Problemas

1. Sea (X, d) un espacio métrico y considere z € X. Demuestre que la funcién g : X — R
definida por g(z) = d(z, z) es continua.

2. a) Encuentre un ejemplo de un espacio métrico completo (X, d) y una funcién f : X —
X para la cual

d(f(x), f(y)) <d(z,y)  paratodo z,y € X

que no tenga puntos fijos.
b) Encuentre un ejemplo de un espacio métrico (X, d) y una funcién f: X — X que
sea una contraccién, pero que no tenga puntos fijos.

3. Considere la sucesién {z,} en R definida por

1
To=2 y xn:1+w , n=1,2,....
n—1

Demuestre que {x,} converge y encuentre su limite.

4. Sea (X, d) un espacio métrico completo y considere una funcién f : X — X. Si para

algin k € N, f* = fo.-.o f (k veces) es una contraccién, demuestre que f tiene un
unico punto fijo.

5. Sea f: R" — R™ definida por f(z) = Az — b, donde A = (a;;) es una matriz de n x n

y b € R". Considerando la métrica euclidiana en R", demuestre que si Z? i1 a?j <1,

entonces f tiene un unico punto fijo.

6. Sea X un espacio métrico. Demuestre que si f : X — X es continua, entonces el
conjunto de todos los puntos fijos de X es cerrado.

3.2. Normas de operadores lineales

Dados dos espacios vectoriales X y Y, a una funciéon 7' : X — Y que satiface
T(ax +bz) = aT(x) + bT(z) para cualesquiera z,z€ X y a,b€R (3.2)

se le llama una transformacién lineal de X en Y.

Abusando de la notacién, usaremos el simbolo 0 para denotar tanto al nimero real cero,
como a los neutros aditivos de X y Y. De esta manera, si en (3.2) tomamos tanto a a como
a b como el nimero real cero, obtenemos

T(0) =T(0x + 0z) = 0T (x) + 0T'(z) = 0,
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donde el ultimo 0 es el vector nulo de Y.

En este capitulo nos restringiremos al caso en que X = R" y Y = R™ con n,m € N,
y convenimos en llamar a 7" un operador lineal de R"™ en R™. Denotaremos al espacio
vectorial de todos los operadores lineales de R™ en R™ por L (R", R™).

Recordemos (véase por ejemplo, Hoffman y Kunze [16], seccién 3.4) quesi T € L (R™,R™),
entonces dadas bases o = {aq,...,a,} y 8= {B1...,0m} de R" y R™ respectivamente,
cada vector T'(c;) (j = 1,...,n), se expresa de manera tnica como una combinacién lineal

T (aj) = Zazjﬂz‘, (3.3)
i=1
de los vectores de la base 3; y la funcién

T — (a;) (3.4)

determina un isomorfismo (una transformacién lineal biyectiva) entre el espacio vectorial
L (R™ R™) y el espacio vectorial de todas las matrices A de tamano m x n.

Definamos (-, ) : R™ x R™ — R por

(1, Tm), (21,0, 2m)) = Zmzzz

A esta funcién (-, -) se le conoce como el producto interno canénico de R™ y es facil ver
(problema 1) que satisface las propiedades indicadas en la siguiente proposicion.

Proposicién 3.5 El producto interno candnico, (-,-), satisface lo siquiente:
a) Es bilineal, es decir,

(ax + by, 2) = a(x,z) + by, 2) Y (x,ay +bz) = a{x,y) + bz, 2)

para cualesquiera x,y,z € R™ ya,b € R.
b) Es simétrico, es decir, (x,y) = (y,x) para cualesquiera x,y € R™.
¢) (z,x) > 0 para todo x € R™\{0}.

Nos restringiremos de aqui en adelante a las bases candnicas a = {ey,...,e,} de R" y
B =A{uy,...,u,} de R™. Notemos que si x = ajuj + - - - + @y Uy, entonces por la proposiciéon
3.5,

m
(m,ui>:<g akuk,ui>:az~, 1=1,...m,

k=1
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ya que (ug,u;) es 0si k # iy 1sik=1i. Por lo tanto x se puede expresar como

xr = (@, u;) u;. (3.5)

=1

Asi de (3.3) obtenemos que
(T'(e;) i) = aij.

De esta manera, el isomorfismo (3.4) queda determinado por las igualdades

aij = (T (ej),us), i=1,....m, j=1,...,n (3.6)

De aqui en adelante | - | denotard, indistintamente, a la norma euclidiana de R" o de
R™. La siguiente proposicién nos dice que todo operador lineal de R” en R™ es una funcién
uniformemente continua.

Proposicién 3.6 Si T € L (R",R™), entonces T es uniformemente continuo.

Demostracién. Tenemos por (3.5) que para cada z € R", x = Y " | (z,¢€;) e;, y asi por
la linealidad de T, T'(xz) = >, (z,e;) T (e;). Por lo tanto

n

D (we) T (e)

=1

T(x)] =

SZK-’E,G@')HT(%)I-

Como [(x,e;)| = |z;] < |z, se sigue que

7(2)| < (DT(em) o] (3.7

Sea M =>""  |T (e;)]. Si M = 0, entonces T' = 0, y la conclusién es clara. Ahora, si M > 0,
dado € > 0, tomando 0 < ¢ < 5; obtenemos

T(z) —T(y)| =|T(x—y)| < Mlz—y|<e  cuando |z —y| <.

]

De (3.7) se sigue que
0<|T||=mf{M >0:|T(x)| < Ml|z|, z € R"} < 0. (3.8)
De esta manera || - || es una funcién de L (R™,R™) en [0, 00). Veremos que || - || es una norma

a la cual le llamaremos la norma del operador, pero antes notemos de la definicién de || - ||
que
T (x)| < [|T|] para todo z € R". (3.9)
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Ademas, de la linealidad de T, tenemos que si x # 0, entonces T' <|?1‘x) = ﬁT (x). Luego, la

desigualdad |T'(z)| < M|z| se cumple para todo x € R™\{0} si y s6lo si se cumple para todo
x con 0 < |z| <1, siy sélo si se cumple para todo = con |z| = 1. Como también 7'(0) = 0,
se sigue que

1T} = sup {|T(2)] : || <1} = sup{[T'(x)] : 2| = 1}. (3.10)
Proposicién 3.7 La funcion || - || es una norma en L (R™ R™).

Demostracién. De (3.8) tenemos que ||| > 0 para todo T' € L (R",R™) y |[0]| = 0.
Sean S, T € L(R",R™) yc e R.Si|T] =0, se sigue de (3.9) que ' = 0. Asimismo de (3.10)
obtenemos

[eT'|| = sup {|cT'(x)] : [2] = 1} = |e|sup{[T()] - [z = 1} = |<[[| 7.
Finalmente, notando que
(T + ) (@) < [T(x)| + [S(@)] < (T + ISI) |=]  para todo x € R,
donde en la dltima desigualdad se usé nuevamente (3.9), resulta que
1T+ S| < [IT]] + [I5]]-

La demostracion de la siguiente proposicion es sencilla y se deja como ejercicio al lector.

Proposicién 3.8 Si S € L(R",R™) y T € L (R™,R¥), entonces
a) ||TS|| < ||T||||S|l, donde T'S denota a la composicion T o S.
b) ||l =1 sin=m el es el operador identidad en R™.

Notacidén: denotaremos a L (R", R™) simplemente por L (R").

La siguiente proposicién nos sera de utilidad en la demostracion del teorema de la funcion
inversa (teorema 3.45).

Proposicién 3.9 Sea Z (R") el conjunto de todos los operadores lineales invertibles de R™
en R".

a) SiT e Z(R™), Se L(R™) y
1S =TI |77 <1, (3.11)

entonces S € I (R™).
b) Z (R™) es un subconjunto abierto de L (R™) y la funcion H : Z (R™) — Z (R™) definida por
H(T) =T es continua.
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Demostracién. Para la demostracién de a), definamos « := HTlfl” y B =|S-T|

Entonces por (3.11), 8 < a. Para cada x € R,
olz| = o |T7H(T(2))| < o ||T7H[|T(2)] = |T(2)] < (T = S)(@)| +[S(x)] < Blz| +|S(=)],
de manera que
(= B)|x| < |S(z)] para todo z € R". (3.12)

Como o — B > 0, se sigue de (3.12) que S(z) # 0 si z # 0, y asi, S es inyectivo (véase
Hoffman y Kunze [16], p. 79). Debido a que un operador lineal de R™ en R" es inyectivo si
y sélo si es suprayectivo (véase el problema 4), se concluye que S € Z (R"), lo cual finaliza
la demostracién de a).

Para la demostracién de b), reemplazamos = por S~1(y) en (3.12), y obtenemos que
(a=B) S| <|S(S'(W)| =1lyl  paratodo ye€R",
lo cual demuestra (véase (3.8)) que ||[S7!|| < (a — 8)~!. Luego, de la igualdad
ST =5NHT-9T",

usando la proposicién 3.8 a), obtenemos

I#(S) = HDI = |57 =T < [$7IT = SI|T™]| < ﬁ

lo cual prueba la continuidad de H, ya que  — 0 cuando S — T

Para demostrar que Z (R™) es abierto, consideremos T € Z (R™). Entonces si S € L (R")
cumple ||S — T|| < «, (3.11) se vale y en consecuencia S € Z (R"). Por lo tanto Z (R™) es
abierto, y la prueba de b) estd completa. [ ]

Observacién 3.10 Notemos que H es una funcién biyectiva y que H™' = H.

Veremos ahora otra norma en L (R", R™), llamada la norma de Hilbert-Schmidt, la cual
es facil de interpretar, y como (véase la proposicién 3.12) es equivalente a la norma del
operador, ambos espacios normados tienen los mismos conjuntos abiertos; y por lo tanto las
sucesiones convergentes son las mismas en ambos espacios normados (véase Pérez et al. [25],
p. 89).

La norma de Hilbert-Schmidt de un operador 7' € L (R",R™) es

(3.13)
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Del hecho de que las componentes de la matriz A asociada a T en las bases candnicas

{e1,...,en} de R" y {uyq,...,uy} de R™ son

a; = (T (e;),w), i=1....m, j=1,...,n,

T| = Z|aij|2;
\/ i

asi, |T'| es, justamente, la norma euclidiana de la matriz A vista como un elemento de R™", lo

se sigue que

cual justifica el uso de la notacién de la norma euclidiana para la norma de Hilbert-Schmidt.

De las primeras tres propiedades de la siguiente proposicién (cuya demostracién es dejada
como ejercicio) se concluye que la funcién |- |, definida en (3.13), es efectivamente una norma
en L (R",R™).

Proposicién 3.11 La funcion |-| : L (R",R™) — R definida en (3.13) satisface lo siguiente:
a) |T| >0y |T| =0 siysslosiT=0.

b) || = |c||T| para cualquier ¢ € R.

c) |T + S| <|T|+ |S| para cualesquiera S, T € L (R™ R™).

d) |TS| <|T|S| para cualesquiera S € L(R*,R™) y T € L (R™,RF).

e) |I| =+/n sin=m.

Finalizamos esta seccion con la demostracion de la equivalencia entre las dos normas que
tenemos definidas en L (R™ R™).

Proposicién 3.12 La norma del operador y la norma de Hilbert-Schmidt en L (R™,R™) son
equivalentes.

Demostracién. Probaremos que para cada T' € L (R",R™),
17N < 17| < v/nT|l, (3.14)

de lo cual, la equivalencia se sigue de la proposicién 3.32 en Pérez et al. [25].
Consideremos pues x € R"” con |z| < 1. Entonces de la desigualdad del tridngulo y la

desigualdad de Cauchy-Schwarz para sumas (lema 3.1 en Pérez et al. [25]) se obtiene

n

> ae) T(e)

=1

T(x)] =

< Z!(Leiﬂ T (e)]

IN

Z (2, en)* | D IT (el = |2|IT| < |T.

=1
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De aqui, usando (3.10), se sigue que
T = sup{|T'(2)] : 2| <1} < [T.

Asfmismo, de (3.9),
TP = 3 1T (el < 2 ITIP feil® = i T
=1 =1

de lo cual, tomando raiz cuadrada se obtiene que

T < Vn||T|

y la demostracion estéa completa. ]

Problemas

1. Demuestre la proposicion 3.5.

2. Demuestre la proposicion 3.8.

3. Demuestre la proposicion 3.11.

4. Sea T € L (R"™ R"). Demuestre que T es inyectivo si y sélo si es suprayectivo.

5. Demuestre que el espacio normado (L (R™,R™) || -||) es un espacio de Banach, es
decir, que toda sucesién de Cauchy en L (R"™ R™) converge con respecto a la norma

del operador || - ||. {Qué se puede decir del espacio L (R™,R™) con respecto a la norma
de Hilbert-Schmidt?

3.3. Derivada de funciones de varias variables

Recordemos que una funcién f : (a,b) — R es diferenciable en x € (a,b) si el limite

o L @) = f (@)
h—0 h

' (z) existe. (3.15)

En este caso, f’(x) representa a la pendiente de la recta tangente a la grafica de f en el
punto (z, f (z)) (véase la figura 3.1).

La expresion (3.15) es equivalente a

o @) = (@) = (@) h

h—0 h

=0,
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y = f(x)

/' (x) = pendiente = tg 6

&V

Figura 3.1: Interpretacién geométrica de f'(z).

o bien
)~ (@) = () B

h0 1] =0

Notemos que h +— f’ (z) h es un operador lineral de R en R. De esta manera, resulta natural
extender el concepto de derivada para funciones f : R” — R™ de la manera siguiente.

Definicién 3.13 Sea E C R"™ un conjunto abierto y sea f : E — R™ una funcion. Diremos
que f es diferenciable en un punto x € E si existe un operador lineal, que denotaremos
por Df (x) : R™ — R™, y que llamaremos la derivada de [ en x, tal que

o [ @) = (@) = DF (@) (b)
h—0 ‘h‘

= 0. (3.16)
Si f es diferenciable en cada x € E, diremos que f es diferenciable en E.

Por supuesto que en (3.16), h € R™ es no nulo y | - | en el numerador es la norma
euclidiana en R™ y en el denominador es la norma euclidiana en R”. También, debido a que
E es abierto, x + h € F para todo h con norma |h| suficientemente pequena, y asi, f (x + h)
estd definida.

La expresién (3.16) puede ser reescrita diciendo que para cada € > 0 existe § > 0 tal que
para todo h € R" con |h| < § y x+ h € E, se cumple

[f (x4 h) = f(x) = Df () (h)] < €[h]. (3.17)

En esta expresion, podemos permitir que h = 0, ya que en este caso, ambos lados de (3.17)
se reducen a 0.
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Intuitivamente, y — f (z) + Df (x) (y — ) (témese h = y — x) es la mejor aproximacién
afin (una funcién afin es un operador lineal mas una constante) a f cerca del punto z (véase
la figura 3.2). El siguiente resultado nos muestra que existe una tinica mejor aproximacion
afin.

¢

Z1
Figura 3.2: Mejor aproximacién affn a f : R — R cerca de z.
Teorema 3.14 Sea EE C R™ un conjunto abierto. Si f : E — R™ es diferenciable en x € F,
entonces la derivada de f en x estd univocamente determinada.

Demostracién. Supongamos que Df (z) y T son derivadas de f en z. Definamos el
operador lineal S : R™ — R™ por S = Df (x) — T. Entonces

S _ I @+h) = o) =TM) +[=(fle+h) - fz) = Df () (h)]]

I )
[f et h) = fla) = TR |fe+h) = fle) = Df (@) (W]
B ] 1]
Haciendo h — 0, se sigue de la definicién 3.13 que
% — 0 cuando h — 0. (3.18)

Fijemos h € R™\{0} arbitrario. Como th — 0 cuando ¢ — 0, tenemos de (3.18) y la
linealidad de S que
[S(W)| _ [5(th)]
Id |th]

— 0 cuando t — 0. (3.19)
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Como lS\(T]T)' es independiente de t, de (3.19) se sigue que S(h) = 0 para todo h € R"
(recordemos que todo operador lineal aplica al 0 en 0). Por lo tanto S = 0 y la demostracién
esta completa. m

Observacién 3.15 i) Notemos que la diferenciabilidad de f en x € E implica (véase (3.16))
que
|f(x+h)— f(z)—Df (z) (h)| =0 cuando h — 0.

Como Df (z) es continuo (véase la proposicion 3.6) y Df (z) (0) = 0, tenemos que D f (x) (h) —
0 cuando h — 0; por lo tanto f(x + h) — f(x) cuando h — 0, es decir, f es continua en
re k.

ii) Notemos también que si f es diferenciable en E, entonces para cada x € E, D f(x) es un
operador lineal de R™ en R™, de esta manera Df : E — L (R", R™) definida por x — D f(z)

es una funcion.

iit) Finalmente, véase el problema 2, la funcion D definida por f — Df es un operador
lineal del espacio de las funciones diferenciables de E a R™ al espacio de todas las funciones

de E a L (R",R™).

Introduciremos ahora la representacion matricial de la derivada D f(z). Para ello reque-
rimos el concepto de derivada parcial.

Consideremos un conjunto abierto £ C R" y una funcién f : £ — R™. Las funciones

componentes de f estan dadas por fi(z) = (f(x),u;), i« = 1,...,m. Entonces f(z) =
Yo fi@)u,;, € E.
Parax e E,i=1,...,m, j=1,...,n, definamos
ofi i te;) — fi

Oz, t—0 t

cuando este limite exista.

Notemos que ga’: L es la derivada de f; con respecto a ; dejando todas las demds variables
J

fijas, esto es, gj; (x) = %fi (x + te;) li=o- A las derivadas gj:;’_, i=1,....m,j=1,...,n se

les llama las derivadas parciales de f.

Proposiciéon 3.16 Sea E C R"™ abierto y sea f : E — R™ una funcion diferenciable en un

ofi
Ox;

punto x € E. Entonces las derivadas parciales (x),i=1,...,m, 7 =1,...,n existen y

(g—j:;@)) es la representacion matricial de D f(x) en las bases candnicas de R™ y R™.
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Demostraciéon. Como f es diferenciable en z € F,

[f(x+h) — f(x) = Df(x)(h)|

i i =0
En particular,
te;) — — Df(z)(te;

t—0 |t|

Debido a que para cualquier y € R™, |{y, u;)| = |y;| < |y|, i =1,..., m, obtenemos de (3.20)
que

o M 5+ 165) = i) = # (DF (@) (e5) )|

t—0 ’t‘
de donde
Ofi, . filw+tey) — filx)
g (r) = lim T = (DF(2) (e5) ).
Asi, el resultado se sigue de (3.6). [

A la matriz (gi; (a:)) se le llama la matriz jacobiana de f en x.

En algunos textos a Df se le llama la derivada total de f, con el propdsito de hacer

ofi
Oox;

una mayor diferencia con respecto a las derivadas parciales 22-, i =1,...,m, j=1,...,n.

En la practica, usualmente se calcula la matriz jacobiana y entonces, la proposicién 3.16
nos da Df. En el siguiente ejemplo se muestra que la existencia de las derivadas parciales
de una funcién f, no implican, en general, la continuidad de f; y por lo tanto, tampoco
aseguran su diferenciabilidad (véase la observacién 3.15 i)).

Ejemplo 3.17 Sea f: R? — R dada por

2xy

f(x,y):{ Ziy2) 8{ (x,y) # (0,0)

(0,0).

I

0,  si (z,9)

Como g(x) = 2zy y h(z) = 2% + y* son funciones diferenciables en R (con y constante),

tenemos que %(m, y) eziste para todo (x,y) # (0,0) y

T

OF (44 = (#* +9%) (2y) — (22)(2zy) _ 2(y° — 2%y)

or " (2 +4)° (o2 + )
De manera similar, g—z(x,y) existe para todo (x,y) # (0,0) y

OF (o = 49 (20) ~ 2y)(2zy) _ 2(e” — )

oy’ (22 4 y2)° (x2 +y2)*
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En el punto (0,0) tenemos

O (0 o) 1 L1020 —S(©.0) SO0 = J(0,0) _ 0

or h—0 h = hno h B 8_y(o’0)'

De esta manera ( Y)Y g—g(:v,y) existen para todo (z,y) € R%. Sin embargo, f(x,y) no es

continua en (0, O), pues f(x,x) =1 para todo x # 0 y por lo tanto

lim f(z,2) = 1 # £(0,0).

Recordemos (observacién 3.15 ii)) que si f es diferenciable en E, Df : E — L (R",R™)
definida por z +— D f(z) es una funcién. Si esta funcién Df es continua en E, diremos que
f es continuamente diferenciable en E. Las funciones continuamente diferenciables son,
con frecuencia, llamadas funciones de clase C! en E.

El siguiente teorema nos dice, en particular, que f es de clase C* en E si y sélo si todas
las derivadas parciales de f existen y son continuas en E.

Teorema 3.18 Sea £ C R™ abierto y sea f : E — R™ una funcion. Si D f(x) existe para todo

x € E yDf es continua en un punto xq € E, entonces gfl, 1=1,...,m, j=1,...,n son
continuas en xg. Reciprocamente, si las derivadas parciales 5 9fi ( ,i=1,....m,j=1,....n

existen para todo x € E y son continuas en un punto x E E, entonces Df (zg) existe.

9L son continuas en E, entonces f es de clase C*
T j

Ademds, si todas las derwadas parciales 3
en F.

Demostracién. Supongamos que D f(x) existe para todo x € E'y que D f es continua
en zg € E. Recordemos que L (R™,R™) puede ser visto como el espacio euclidiano R™ por

medio de la norma de Hilbert-Schmidt. Luego, en vista de que la derivada parcial %(az)
J

es una entrada de D f(z), considerado como una matriz (o un elemento de R™), se sigue

fz

(véase la proposicion 5.13 en Pérez et al. [25]) que 5t es continua en zy € E, ya que Df lo

€s.

Para el reciproco, necesitamos demostrar que dado € > 0, existe § > 0 tal que

|f (zo 4+ h) — f (20) — D f (20) (h)]
Al

<€ cuando |h| < 9, (3.21)

donde Df (x¢) es el elemento de L (R™, R™) con representacién matricial (6’2 (aco))
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Sih = (hi,...,h,), entonces paracadaj (= 1,...,n) tomemos h") = (hy,...,h;,0,...,0).
Usando el teorema del valor medio obtenemos

n

[f (@o+h) = flxo)l; = D [f (wo+hP) = f (o +hUV)],

=1

- Zhﬂdtfl(%"‘h +th€])|tt con 0 <ty <1

= Zh gf (wo +hU™ + ti;h5e;)
=1 !

—~ 9f; - O ofi
= ;hja_x] ‘|‘Zh |: (E] ($ +h] 1)+t1jh €]>——'($0):| .

Por lo tanto

[f (xo+h)— f (’52)’)]1 — D (zo) (h) = Z % {gg{; (zo + R 4 tizhje;) — % (‘%)1 '

En consecuencia
n

|[f (o +h) = f (w0) = Df (0) S
1] Z::z::

0fi
@xj

0 fl
0z

ZL‘ + h(j_l) + tijhjﬁj) — (ZL‘()) s

(3.22)
donde hemos utilizado que para cualquier elemento y = (y1,...,ym) € R™, [y| < D77 |l

(véase el problema 8 de la seccién 3.1 en Pérez et al. [25]) y que % <lparatodoj=1,...,n.

fz

Como todas las derivadas parciales 5:* son continuas en zg, elijamos ¢ > 0 tal que

ofi
890]-

0fi
8$j

(xo +h) — (xo)| < £ cuando |h| < 0.
nm
Entonces (3.21) se sigue de (3.22).

fi
811)]'

a que L (R™ R™) puede ser considerado (via la norma de Hilbert-Schmidt) como el espa-

Finalmente, si todas las derivadas parciales son continuas en FE, entonces, debido

cio euclidiano R™, la continuidad de las entradas 6321( ) de la matriz de Df(x) implica

(véase la proposicién 5.13 en Pérez et al. [25]) la continuidad de D f(z); y la demostracién
estd completa. [ ]



CAPITULO 3. FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES 114

Sean a,b,c,d € Rcona <byc<d, F:|[ab — R una funcién de variacién acotada y

f :la,b] x [¢,d] — R una funcién tal que g—ch existe en [a,b] X [¢,d] y para cada y € [e,d],

f(-,y) es Riemann-Stieltjes integrable con respecto a F sobre [a, b].

Finalizaremos esta seccion con un resultado que nos da condiciones suficientes para que

d b baf
y / f (. y)dF () = / S @)iF ()

El problema 10 muestra que este intercambio no siempre es valido.

Teorema 3.19 Sea g : [c,d] — R definida por

b
o) = [ fa.g)aFa)
y sea w € [c,d]. Si para cada € > 0, existe § > 0 tal que para todo x € |a, b,

g(x,z)—g—‘;

5 (:E,w)‘ <€ cuando |z —w| < 4, (3.23)
Y

entonces g—£(~,w) € R[F;a,b], ¢ (w) eziste y

gw) = [ Gz w)ir),

Demostracion. Consideremos

f(QJ,Z) —f(:L‘,U))

Z—Ww

h(z,z) = para 0 < |z —w| <.

Por el teorema del valor medio uni-dimensional, para cada (z, z) existe £ entre z y w tal que

hz,z) — =—(z,w)| <€ cuando 0 < |z —w| < 0.

Por lo tanto

h(z,z) — a—f(x, w) uniformemente en [a,b], cuando z — w. (3.24)

dy
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Notemos que

9(2) —g(w) _ /bh@’Z)dF(x). (3.25)

Z—Ww

Como, claramente, para cada z € [¢,d], h(-,2) € R[F;a,b], el resultado deseado se sigue de
(3.24) y (3.25) mediante el teorema 2.32. [

Observacién 3.20 Notemos que (3.23) se cumple cuando g—i es continua en |a,b] X [c,d].

Problemas

1. Sea T': R® — R™ un operador lineal. Demuestre que T" es diferenciable en R™ y que
DT (z) = T para todo x € R™.

2. Sea E C R™ un conjunto abierto. Demuestre que para cualesquiera funciones f,g :
E — R™ diferenciables y cualquier ¢ € R,

D(cf +g)=cDf + Dg.
3. Sea EF C R™ un conjunto abierto. Si f : E — R™ es una funcién diferenciable en E con
Df =0, demuestre que D f; =0 para todot=1,...,m.

4. Sea f : R? — R una funcién para la cual |f(z,y)| < 2? + y? para todo (z,y) € R%
Demuestre que f es diferenciable en (0,0).

5. Sean f, g : R® — R? definidas por
a) f(x,y,2) = (22%y3, ze?).
b) g(x,y,z) = (zcosx, zcosy).
Demuestre que f y g son diferenciables en R3 y encuentre Df y Dg.

6. Sea f:R? — R definida por

[HN

ey @), s (ny)
f(x’y)_{o, s (z,y)

(0,0)
(0,0).

~—~

Encuentre las derivadas parciales de f en (0,0). (Es f diferenciable en (0,0)?

7. Sea & C R™ un conjunto abierto y f : F — R™ una funcién diferenciable en FE.
Demuestre que para cada x € FE, existen constantes M > 0y d > 0 tales que

|[f(x+h)— f(x)] < Mlh| cuando |h] < 4.
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8. Sea ¥ C R un conjunto abierto y sea f : E — R™ una funciéon. Demuestre que si las

derivadas %, 1 =1,...,m existen, entonces D f existe.

9. Sean E C R™ un conjunto abierto y f : E — R una funcién para la cual todas sus
derivadas parciales %, 1 =1,...,n existen y son acotadas en E. Demuestre que f es

continua en F.

10. Defina para cada y > 0,

x, st 0<z< .y
flz,y) =49 —2+2y, si Vy<a<2yy
0, de otra manera,

y defina f(x,y) = —f (x,]y|) para y < 0. Demuestre que f es continua en R? y que
%(m, 0) = 0 para todo x. Si
Y

9(y) = / e

demuestre que g(y) = y para |y| < i y, en consecuencia

Lo
§(0) # / 1 a—§<x,o>dx.

3.4. Regla de la cadena y regla del producto

La regla de la cadena nos proporciona una técnica para diferenciar composiciones de
funciones y es, posiblemente, una de las técnicas de diferenciacién més importantes. En el
caso de funciones de una unica variable, nos dice que

(fog) (z)=f(9(x)) g ().

En el siguiente teorema estableceremos este resultado para funciones de varias variables.

Observacion 3.21 Recordemos que dados dos operadores lineales S : R — R™ y T
R™ — R*¥, TS denota a la composicion T o S. Si A y B son sus respectivas representaciones
matriciales (en las bases canonicas correspondientes), la representacion matricial de T'S es
el producto de matrices BA (véase, por ejemplo, el teorema 13, p. 90, de Hoffman y Kunze

[16]).
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Teorema 3.22 (Regla de la cadena) Sean E C R™ un conjunto abierto y f : E — R™ una
funcion diferenciable en un punto x € E. Si B es un conjunto abierto que contiene a f(E) y

g : B — RF es una funcion diferenciable en f (x), entonces go f : E — R¥ es diferenciable
en Ty

D(go f)(z)=Dg(f () Df (x). (3.26)
Demostracion. Debemos demostrar que

o lgo f) @+ h) = (g0 ) (2) = Dy (f () DS (x) (b)

h—0 |h|

= 0. (3.27)

Para esto, notemos primero que

[(go f)(z+h)—=(gof)(x)—Dg(f(x))Df(x)(h)
= lg(f(z+h)) —g(f(z)) = Dg(f(x))(f(x + h) = f(z))
+Dg(f(2))(f(z + h) = f(x) = Df(x)(h))]
< lg(f(z+h)) —g(f(z)) — Dg(f(x)
+[Dg(f(2))(f(x +h) = f(x) = Df

Tomando k(h) = f(x + h) — f(x) obtenemos
[(go f)(@+h)—=(gof)(x)—Dyg(f(x))Df (z)(h)]
< g(f(z) + k() — g(f(x)) — Dg(f(2))(k(h))] (3.28)
+Dg(f(x))(f(x + h) — f(z) = Df(x)(h))].
Del problema 7 de la secciéon 3.3 obtenemos constantes My > 0y &g > 0 tales que
|k(h)| < My|h| cuando |h| < dp. (3.29)
Ahora, dado € > 0, de la diferenciabilidad de g en f(z) tenemos que existe d; > 0 tal que si

|k(h)| < 61, entonces

€

lg9 (f(x) + k(h)) = g (£(z)) = Dg (@) (k)] < 5 k()]

Luego, por (3.29), tomando d; = min {d, d;} se sigue que
9 (f(z) + k(h)) — g (f(z)) = Dg (f(x)) (k(h))| < %\h\ cuando [h] <ds.  (3.30)

Del hecho de que Dg (f(x)) es un operador lineal se sigue (véase (3.9)) que

[Dg(f(2))(f(z + h) = f(x) = Df(x)(h))]
< |Dg (f@)I[|f(z+h) = fx) = Df(x)(h)]. (3.31)
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Sea M > ||Dg (f(x))]|. De la diferenciabilidad de f en x tenemos que existe d3 > 0 tal que
si |h| < d3, entonces

[F(a+h) = f(x) = Df@@) ()| < 5 Ihl.
Por lo tanto de (3.31) se concluye que
[Dg(f(2))(f(x + h) = f(x) = Df(x)(h))] < %W- (3.32)

Asi, tomando § = min {d, d3} se sigue de (3.28), (3.30) y (3.32) que

h) — - D D h
9o ) +) ~ (g0 @) = Dy (N DIEBN _€ €, s
|| 2 2
Como € > 0 es arbitrario, (3.27) se cumple, y asi la prueba estd finalizada. [ ]

Observacion 3.23 Sea h = go f. En términos de las correspondientes matrices jacobianas,
(3.26) se expresa como

oy O Ol 91 9q1 ., 991 o OHh ... OfL
Ox1  Oxzo Oxn Ooyr  Oy2 OYym Oz Oxo Oxn
Ohy  Ohy . Ohy 892 992 ., 992 Ofr 0f2 .. Of2
dry  Oxo Orn | — | Oy1 Oy OYm, Ox1 Oxo Oxy, ,
Ohg  Ohy . Ohy 99k g1 ... Ogr Ofm  Ofm ... Ofm
81'1 8272 Oxn 8y1 8y2 8ym 81‘1 3$2 atn

donde las % son evaluadas en z, las 29 eny = f(z) ylas 52 en x. De esta manera resulta
2 Oy, Ox;

que

Ohi 5~ 00i0fk iy iy
dz; £ Oy, Ox;

Otra técnica de suma importancia, es la regla del producto o regla de Leibniz; que en
el caso de funciones de una tnica variable establece que si f y g son diferenciables, entonces

(f9)' () = g(x) f'(x) + f(z)g(x).
En el siguiente teorema estableceremos este resultado para funciones diferenciables f : E —

R™y g:E — R (con E C R" abierto).

Teorema 3.24 (Regla del producto) Sea E C R™ un conjunto abierto. Si f : E — R™ y
g : E — R son funciones diferenciables en E, entonces (gf) : E — R™ es diferenciable en
E y para cada x € E, D(gf)(x) : R" — R™ estd dado por

D(gf)(x)(e) = g(z) (Df(z)(e)) + (Dy(x)(e)) f(x)  para todo e € R".
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Demostracién. Sea © € E. Como g es continua en x (véase la observacién 3.15 1)),
existe 9y > 0 tal que

l9(W)| — lg(x)| < lg(y) —g(xz)] <1  cuando |y — x| < dp.

Asi
l9(y)| <lg(x)|+1  cuando |y — x| < do.

También (véase (3.9)),
[Df(x)(y)l < |[Df(x)llly]  para todo y € R".
Sea M > 0 tal que |g(z)|+1 < My ||Df(x)|| < M. Entonces

lg(y)| < M cuando |y — x| < &y (3.33)

|IDf(z)(y)| < Mly| para todo y € R". (3.34)

Consideremos ¢ > 0 dado. Usando de nuevo la continuidad de g, tenemos que existe
01 > 0 tal que

Mlg(y) — g(x)| < g cuando |y — x| < dy; (3.35)
y por la diferenciabilidad de f y g, existen d9 > 0 y d3 > 0 tales que

M|f(z+h) — f(x) — Df(z)(h)]

€
T < 3 cuando |h| < dy (3.36)
y
()] lg(x + h) \_h!|]($) — Dy(@)(h)] _ g cuando |h| < 5. (3.37)

Considerando 6 = min {dg, 01, d2, 3} se sigue de (3.33)-(3.37) que

lg(z + h)f(z +h) — g(x)f(z) — g(x)Df(x)(h) — (Dg(x)(h)) f(z)|

||
lg(x +h)f(x +h) — g(x + h) f(z) — g(z+ h)Df(x)(h)|
- ||
lg(z + h)Df(x)(h) = g(x) Df@)(R)] | lg(x +h)f(x) = g() f(x) = (Dg(x)(h)) f(x)]
| |h)

< §+§+§:e cuando |h| < 0.

Con esto, la prueba esta finiquitada. [ ]
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Problemas

1. Sea g : R — R una funcién diferenciable. Si H : R? — R es dada por H(x,y) =

g ((x — y)?), demuestre que
oH __om
ox Oy’

2. Sean z,y € R". Si f: R"” — R™ es una funcion diferenciable en x, demuestre que
d
@+ ty)lizo = Df(2)(y).
3. Sean f : R — Ry g:R? — R funciones diferenciables. Si g (x, f(z)) = 0 para todo

reRy 89 # 0, demuestre que

dg

or = —f'(x)

dg

9y’ donde y = f(x).

4. Dada una funcién diferenciable f : R — R, el gradiente de f es definido por

Z 8:1:Z

Demuestre que si f, g : R® — R son funciones diferenciables, entonces

V(fg) = fVg+gV/

5. Use la regla de la cadena para encontrar las derivadas de las funciones F' y GG, donde
fz,y,2) =xz+ 2 g(x,y) =y + 2y* y h(z) = senz.
a) F(x,y,z) = f(h(x),g(z,y), 2).
b) G(z,y,2) = h(f(z,y,2)9(x,y)).

6. Diremos que una funcién f : R"\{0} — R no idénticamente 0 es homogénea de grado
m si para todo x € R"\{0} y todo t > 0, f(tx) = t"f(z). Sea f : R"\{0} — R de
clase C* en R™\{0}.

a) Demuestre que si f es homogénea de grado 0, entonces f es acotada y se puede
extender a una funcién continua en 0 si y sélo si es constante.

b) Demuestre que si f es homogénea de grado m > 0, entonces la definicién f(0) = 0
hace que f sea continua en R", pero que si f es homogénea de grado m < 0, ninguna
definicién de f(0) hace que f sea continua en 0.
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¢) Demuestre que si f es homogénea de grado m > 0, entonces las derivadas parciales
%, j=1,...,n son homogéneas de grado m — 1 a menos que sean idénticamente 0.
J

d) Demuestre que si f es homogénea de grado 1, f(—z) = —f(z) y f(0) = 0, entonces

las derivadas parciales %, 7 =1,...,n, existen en 0, pero no son continuas en 0 a
J

menos que sean constantes.

7. Sea f :R? — R dada por

3

= :E;BTyQ’ si (:L‘7y)7é(0’0)
f(x’y)_{ 0, si (z,y) = (0,0).

a) Demuestre que f es homogénea de grado 1 sobre R?\{(0,0)}.

b) Demuestre que f es continua en (0,0).

¢) Demuestre que las derivadas parciales % y % existen en (0,0) pero que no son
continuas en (0, 0).

d) Demuestre que f no es diferenciable en (0, 0).

Sugerencia: Calcule directamente £ f(z + ty)|—o para x = (0,0) y y = (cos 8, sen §);

luego, remitase al problema 2.

3.5. Teorema del valor medio y formula de Taylor

En esta seccion consideraremos dos resultados de suma importancia en el célculo; el
teorema del valor medio y el teorema de Taylor para funciones de varias variables. En
el caso de funciones f : [a,b] — R continuas que son diferenciables en (a,b), el teorema del
valor medio establece que existe un punto a < ¢ < b tal que

f(b) = f(a) = f'(c)(b — a). (3.38)

Desafortunadamente, para funciones definidas sobre un conjunto £ C R™ y con valores
en R™, la versién anterior, como lo muestra el siguiente ejemplo, no es cierta.

Ejemplo 3.25 Sea f: R — R? definida por f(x) = (senx,cosx). Entonces

o1, o1,

pe pe (r) = —senux,

(r) = cosz Yy

y ast, tomando a =0 y b = 21 tenemos que

f2m) = f(0) = (0,1) = (0,1) = (0,0);
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mientras que, para cualquier 0 < ¢ < 2m,
Df(c)(2m — 0) = 27(cos ¢, —senc).
En consecuencia
|f@2m) = f(O))=0 v [Df(c)(2r —0)| = 2m,

de lo cual resulta evidente que no es posible encontrar un punto ¢ € (a,b) para el cual se
cumpla que

f(2m) = f(0) = Df(c)(2m - 0).

Para la validez de una version como (3.38) del teorema del valor medio para funciones de
varias variables se requiere que f tome valores reales; y por supuesto, precisar el significado
de que un punto z € R™ esté entre dos puntos x,y € R".

Definicién 3.26 Sean x,y € R™. Diremos que un punto z € R" estd en el segmento de
linea que une a x y vy, o que z estd entre x y y si

z=(1-Nz+\y para algin 0 < X < 1.

Teorema 3.27 (Teorema del valor medio) Sea E C R™ un conjunto abierto, y sean x,y € E
tales que el segmento de linea que une a x y y estd contenido en E. Entonces si f : E — R
es una funcion diferenciable en E, existe un punto z entre x y y tal que

fly) = f(x) = Df(2)(y — ).

Demostraciéon. Sea [ el segmento de linea que une a x y y, es decir, [ es la funcién con
valores en R" definida en [0, 1] por I(A) = (1 — A)z + Ay. Claramente, [ es diferenciable en

(0,1)y
DIN) =y—=x para todo 0 < A < 1.

Definamos ahora la funcién auxiliar v : [0,1] — R por

TA) = (f o h(AN).

Como [ es diferenciable en (0,1), 1((0,1)) C E por hipétesis, y también por hipétesis, f es
diferenciable en E, se tiene por la regla de la cadena (teorema 3.22) que 7 es diferenciable
en (0,1) y

YA =Df(IN) (y—x) para todo 0 < A < 1. (3.39)

Luego, por el teorema del valor medio uni-dimensional, existe 0 < A\g < 1 tal que
7(1) = 7(0) =7'(Ao)(1 = 0).

De aqui, tomando z = [()\g), el resultado se sigue de (3.39) y el hecho de que v(0) = f(z) y
v(1) = f(y) [
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Corolario 3.28 Sea EE C R™ un conjunto abierto, y sean x,y € E tales que el segmento
de linea que une a x y y estd contenido en E. Entonces si f : E — R™ es una funcion
diferenciable en E, para cada i (= 1,...,m), existe z; entre x y y tal que

fily) = fi(x) = Dfi(z)(y — @).

Demostracién. Basta aplicar el teorema 3.27 a cada funcién componente f; (i =
1,...,m). [ |

Definicién 3.29 Un conjunto E C R"™ es convexo si para cualesquiera x,y € E, el seg-
mento de linea que une a x y y estd contenido en E, es decir,

(1-XNz+ X yekE para todo 0 < X < 1.

Corolario 3.30 Sea E C R™ un conjunto abierto y convexo. Si f : E — R™ es una funcion
diferenciable en E con Df =0, entonces [ es una funcion constante.

Demostracién. Recordemos primero (problema 3, de la seccién 3.3) que si Df = 0,
entonces D f; =0 para todoi=1,...,m.

Consideremos ahora x,y € E arbitrarios. Como E es convexo, el segmento de linea que
une a r y y esta contenido en E; y asi, por el corolario 3.28, para cada i (= 1,...,m), existe
z; entre x y y tal que

fity) = fi(z) = Dfi (=) (y — ). (3.40)
Como Df; =0,i=1,...,m, resulta de (3.40) que

fily) = fi(z) para todo i=1,...,m,

es decir, f(x) = f(y). De esto, el resultado se sigue del hecho de que = y y en E son
arbitrarios. -

Observaciéon 3.31 De hecho, véase el problema 3, Df =0 = [ es una funcion constante
bajo la condicion mds débil de que la funcion f esté definida sobre un conjunto E abierto y
CONETO.

En el siguiente resultado damos una formulacién alternativa del teorema del valor medio,
valido para funciones con valores en R™, m > 1, y que llamaremos el teorema del valor
medio generalizado. De dicho teorema, el corolario 3.30 es ain mas evidente que del
corolario 3.28.
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Teorema 3.32 (Teorema del valor medio generalizado) Sea E C R™ un conjunto abierto y
convezo, y sea f: E — R™ una funcion diferenciable. Si el conjunto {||Df(x)| :x € E} es
acotado, entonces para cualesquiera y,z € F,

)= 560] < (sup D) | ol (3.41)

Demostracién. Sean y, z € F, y consideremos
IA)=(1-=XNy+ Az, 0<A<L

Como E es convexo, [(\) € E para todo 0 < A < 1. Ahora, andlogamente a la demostracién
del teorema 3.27, definamos la funcién v : [0, 1] — R™ por

1) = (f o).
Entonces, por la regla de la cadena, ~v es diferenciable y
Dy(A) = Df(I(N)(z —y).
Luego, del hecho de que Df(I(\)) es un operador lineal se sigue (véase (3.9)) que
Dy < DAz =yl

de donde, resulta que
|IDy(\)| < (sup ||Df(x)||) |z — v para todo 0 <\ < 1. (3.42)
zeE

Definamos ahora ¢ : [0,1] — R por

9(A) = (v(1) =~(0),v(A))- (3.43)

Sean y;,7 = 1,...,m las funciones componentes de 7. Es facil ver (problema 4) que la funcién
g es continua en [0, 1] y diferenciable en (0, 1) con

g(N) = (v(1) =7(0), Vy(N)), (3.44)

donde Vv = (v4,...,7,,)- Luego, por el teorema del valor medio uni-dimensional, existe
0 < Ao <1 tal que

9(1) = 9(0) = g'(Mo). (3.45)
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Notemos, por la proposicién 3.5, que

9(1) = g(0)] = (v(1) — 7(0),7(1) — ¥(0)) = |7(1) — 7(0)[*. (3.46)

Ademas, de (3.44) y la desigualdad de Schwarz (véase el lema 3.1 en Pérez et al. [25]),

19'(Ao)| = [{(¥(1) = 7(0), VA (Aa))| < [7(1) = A (0)[[ VY (o). (3.47)

Usando (3.46) y (3.47) en (3.45) resulta que

(1) = (0)* < [v(1) = 1O [Vy(Xo)l

o equivalentemente

(1) =2O) < [Vy(Ao)] - (3.48)

Finalmente, notando que |V7(Ag)| es la norma de Hilbert-Schmidt del operador Dvy(\g),
obtenemos de (3.14) que

[ Dy(Xo)| = [Vy(Ao)l-

Asi, (3.41) se sigue de (3.42) y (3.48), junto con el hecho de que v(0) = f(y) v v(1) = f(z).
[ |

Toca ahora el turno a la férmula de Taylor para funciones f : F — R, donde £ C R" es
un conjunto abierto. Como veremos, el teorema de la férmula de Taylor para funciones de n-
variables es una generalizacion del teorema del valor medio (teorema 3.27) y de las férmulas
de Taylor para el caso uni-dimensional consideradas en la seccién 2.7. Para la introduccién
de esta generalizacion es necesario que consideremos antes los conceptos de derivadas de
orden mayor que uno para fuciones de varias variables.

Recordemos, seccion 3.3, que si f : F — R™ donde E C R" es un conjunto abierto, es
diferenciable en E, entonces Df es una funcion definida en E y con valores en el espacio
L (R™,R™) (el cual puede ser visto como el espacio euclidiano R™" por medio de la norma
de Hilbert-Schmidt); de esta manera, tiene sentido hablar de la derivada de la funcién Df.

Definicién 3.33 Sea E C R™ un conjunto abierto, y sea f : E — R™ una funcion diferen-
ciable en E. Diremos que la funcion f es doblemente diferenciable en un punto x € E si
eziste un operador lineal, que denotaremos por D? f(x) : R® — L (R",R™), y que llamaremos
la segunda derivada de f en x, tal que

DS 1)~ Dy () ~ D))
h—0 |h|

=0,

donde || - || es la norma del operador de L (R™,R™) y |- | es la norma euclidiana de R™.
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La demostracién de la unicidad de D?f(x) es completamente andloga a la demostracién
de la unicidad de Df(z) (teorema 3.14).

Observacion 3.34 Cuando f: E — R™ es dos veces diferenciable en x,
D*f(z) € L(R™, L (R",R™)).

De esta manera,
D*f(z)(y) € L(R",R™),  yeR"

D?f(z)(y)(z) € R™, y,z € R™

Aunque D?f(x) es dificil de visualizar, notemos que D?f(z)(-)(-) es simplemente, una
funcién de R™ x R™ en R™; la cual resulta ser bilineal (véase la proposicién 3.36).

Definicién 3.35 a) Diremos que una funcion B : R™ x R" — R™ es bilineal si para
cualesquiera x,y, z € R™ y cualquier c € R,

Blcx +y,2) = cB(x,2) + B(y,2) y  Blz,cy+z)=cB(z,y) + Bz, 2),

es decir, B es lineal en cada variable por separado.
b) En general, diremos que una funcion B : R" x -+ x R" — R™ es r-lineal, si lo es en
—_——

T veces

cada una de las r variables por separado.

Proposicién 3.36 St f : E — R™, donde E C R™ es un conjunto abierto, es doblemente
diferenciable en x € E, entonces la funcion B : R" x R™ — R™ definida por

B(y,z) = D*f(x)(y)(z) € R™, (3.49)

es una funcion bilineal.

Demostracién. Notemos primero que B(y,-) es lineal, ya que D?f(x) toma valores en
L (R™, R™).
Enseguida, debido a que D?f(x) es lineal,
D*f(x)(cy + z) = cD*f()(y) + D*f(z)(2),
para cualesquiera y, z € R" y cualquier ¢ € R. En consecuencia, para cada w € R" fijo,
B(cy + z,w) = D f(z)(cy + 2)(w) = cD* f(2)(y)(w) + D f(2)(2)(w) = eB(y, w) + B(z,w),

para cualesquiera y, z € R" y cualquier ¢ € R. [ ]



CAPITULO 3. FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES 127

Ejemplo 3.37 El producto interno candénico (-,-) de R™ es una funcion bilineal de R™ x R"
en R (véase la proposicion 3.5).

Observacion 3.38 St EE C R™ es un conjunto abierto y f : EE — R es doblemente diferen-
ciable en x € E, entonces de la proposicion 3.16 tenemos que la representacion matricial de

Df: E — L(R",R) esta dada por el vector renglon (%, e %) y ast, la representacion

matricial de D?f(x) estd dada por

o . _9f
0x10z1 Oxn 0z
r . _of
O0x10xn Oxndxn
De esta manera
_oF .. _9f
0x10T1 O0xpndx Zl
D*f(x)y)(z) = [m - wa] | : :
0% f 02 f
0z10z,  Oxn0zn “n
= EnZER o/ (2)yiz
- 896](9 i "

Definicién 3.39 Sea f: E — R™ una funcion, donde E C R™ es un conjunto abierto.

a) Diremos que f es de clase C? en E, si Df eriste en E y es de clase C' en E. En general,
diremos que f es de clase C", r > 2, si D"~! existe en E y es de clase C' en E.

b) Diremos que [ es de clase C*>® en E, o que es una funcion suave en E, si f es de
clase C" para todo r (=1,2,...).

Observacion 3.40 i) Es claro de la definicion 3.39 y del teorema 3.18 que si una funcion

fE— R™ donde E C R" es abierto, es de clase C" en E, entonces todas las derivadas

parciales de orden s < r existen y son continuas en F.

i1) Resulta también evidente (véase la proposicion 3.36) que la funcion D" f(z) (-)---(-) es
—_—

T veces

r-lineal. Ademds, si f toma valores en R (m =1) y r = 3, entonces

D3 f(z)(y)(2)(w) = Z Z Zz: W(x)yizjwk7 r€eFE, yz,weR"
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Analizaremos ahora la validez del intercambio en el orden de la derivaciéon parcial, lo
cual, involucra (por la definicién de derivadas parciales) un intercambio de limites, lo que
sabemos que no siempre es valido. En la consideracién de condiciones suficientes para que
tal intercambio sea vélido, resulta suficiente restringirnos al caso de funciones f : R? — R,
debido a que para funciones definidas en R™, n > 2 con valores en R”™, m > 1, cuando
consideramos una segunda derivada parcial mixta, n — 2 de las variables permanecen fijas y
las diferentes funciones componente de la funcién en cuestién, no interfieren unas con otras
para estos propositos.

Proposicién 3.41 Sea E C R? un conjunto abierto, y sea f : E — R una funcién para

af of 0% f . . 9%f .
la cual 3, 5y U ogon evisten en E y ademas Syon €S continua en (xo,y0) € E. Entonces

0? .
8x_8fy (o, Y0) existe y

D0y 05 Yo _8y8x 0,Y0) -

Demostracion. Debemos probar que

lim % (zo + h, yo) — 3—5 (To,90)  O*f

h—0 h - @yax (x07 yO) : (350)

Sea € > 0 dado, y consideremos

A(h, k) = [f (xo+ h,yo + k) —f(xo—kh,;jz)] — [f (zo, 90 + k) —f(l’o,yo)]j

para h, k € R suficientemente pequenos. Definamos la funcién g por

9(z) = f(z,y0+ k) — f(z,0) -

Notemos que g es diferenciable para z suficientemente cercano a xg y

0 0
9= g8 = 9 (o).

Usando ahora el teorema del valor medio uni-dimensional, tenemos que existen & entre g y
xo + h y nentre yo y yo + k tales que

h) — / 9f (¢, k) — 2L (¢, 2
A, k) = 20 F h)k g(za) _ g](f) bt ; 2 (6 0) _ azafx(&n). (3.51)
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Por la continuidad de % en (zg,Yo), existe 6 > 0 tal que
0? o? €
'ayafm (xo + h,yo + k) — ng (o, y0)| < 5 cuando |(h, k)| < 26.

Luego de (3.51) resulta que

2 f

0yox =

cuando |(h, k)| < 20.

A8 = 5 G

€
2

De lo cual, haciendo k£ — 0 obtenemos

9 'y +h7y . Lo, Y 82
a (7o Ol)z 2 (0:%0) — Gyﬁfx (zo,y0)| < % <e  cuando |h| <.
Como € > 0 es arbitrario, (3.50) se cumple. [

El siguiente resultado es inmediato de la proposicién 3.41.

Corolario 3.42 Sea E C R™ un conjunto abierto, y sea f : E — R™ una funcion de clase
C", r > 2. Entonces, si (p(1),p(2),...,p(n)) es una permutacion de (1,2,...,n),

oF oF
P f@k = / T para todo k <,
PP n P p(n
T OBt Omyy e Oy
donde ki, ..., k, son numeros enteros no negativos y ky +---+ k, = k.

Estamos ahora listos para enunciar y demostrar el teorema de Taylor para funciones
de varias variables.

Teorema 3.43 (Férmula de Taylor para funciones de varias variables con residuo integral)

Sea E C R™ un conjunto abierto, y sea f : E — R una funcion de clase C"* en E. Si
x € E, y el segmento de linea que une a x y x + h, donde h € R", estd contenido en F,
entonces

0" f(x
xl .« . :En’n

fla+h) = f@+>, >, (alkD)7
F=1ky 4 -+ b=k
N

todo k;>0

r+1 e L0 f (2 + sh)
+ S mhf---hn/o(l—s) A O N

ozlt - Oxln
[+ -+ L=+t
~———

todo 1;>0
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Demostracién. Recordemos primero que si (hy, ..., h,) € R", entonces (véase Cavazos-
Cadena [6], p. 33)

k!
(hi+ -+ hy)' = Z thl Sl (3.52)
[

todo k;>0

Definamos ahora la funciéon g de una variable por

g(t) = f +th).

Como el segmento de linea que une a x y x + h esta contenido en F y E es abierto en R,
existe un intervalo abierto I con [0,1] C I tal que z +th € E para todo t € I. Debido a que
fesdeclase C™"! en E, g es de clase C"*! en I; y asi, por la férmula de Taylor con residuo
integral para funciones de una variable (teorema 2.49),

—~ g%®(0 I
g T T
+ kg %tk + 77'/0 (t — 5)" gtV (s)ds.
=1

Notemos que

f(z+h)=g(1) = g(0) + r g(k;fo) + = ! /01(1 —5) g (s)ds. (3.53)

rl
k=1

Ademas, si v(t) = x + th, entonces v es diferenciable en I, con

ha
D~(t)= | : para todo t € I;

v g(t) = (f oy)(t). Asi, usando la regla de la cadena (teorema 3.22) obtenemos

hl n a A

aZL'Z‘

Jt) = Df(v(t))Dy(t):[g_i aan]

th
ot i=1
n

Continuando con este proceso obtenemos

R = f(z + sh)
= hie ) hzk T T

i1=1 ir=1
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De lo cual, usando la expansién multinomial (3.52), resulta que

k! Ok f(z + sh)
F)(g) = " pm g 2T
D B T S L ML 0r - Dk
ky 4 - 4 Kk n
—_—
todo k;>0
Sustituyendo esto en (3.53), obtenemos lo deseado. [ |
A la cantidad
B r+1 e L0 f (2 + sh)
Ry(z) = Z h[...[ﬂghll”'h?"b/()(l_s) ozl - daln ds

Ao ly=rtt
~——

todo ;>0

se le llama el residuo y representa el error por aproximar f(x + h) por

: _ o f(x
fla)+ ) (k! k) lwlf—(a),%hlfl'”hi"-
k:1k1+"+kn=k‘ xl “ e ZL‘n
——

todo k;>0

Al igual que en el caso de funciones de una variable, el residuo R,.(z) se puede expresar en
términos de derivadas; dejaremos la demostracion de tal resultado como ejercicio al lector.

Teorema 3.44 (Formula de Taylor para funciones de varias variables con residuo diferen-
cial) Sea E C R™ un conjunto abierto, y sea f : E — R una funcién de clase C™' en E.

Six € E, y el segmento de linea que une a x y x + h, donde h € R"™, estd contenido en F,
entonces existe un punto z entre x y x + h tal que

0" f(x
:L'l .« .. l’n’l’L

fla+h) = fl@y+Y, >, (klkD)7
k=1k1+...+kn:k
N e

todo k;>0

_ ar-ﬁ-lf =
ll—|—"‘+ln:7"+1 1 n
————

todo 1;>0
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Problemas

1. Determine la convexidad o no convexidad de los siguientes conjuntos. Justifique sus
respuestas

a) {(z,y) eR?: 0 < x <2}
b) Vao(z) = {z € R : |z| < 2}.
c) R*\{(0,0)}.

2. Muestre, mediante un ejemplo, que la conclusion en el teorema 3.32 no es necesaria-
mente cierta si £ no es convexo.

3. a) De un ejemplo de un conjunto conexo que no sea convexo.
b) Demuestre que si £ C R™ es un conjunto abierto y conexoy f : E — R™ es una
funcion diferenciable con D f = 0, entonces f es una funciéon constante.

4. Demuestre que la funcién g definida por (3.43) es continua en [0, 1] y diferenciable en
(0,1) con
g(A) = (v(1) =~(0), Vy(N)).

5. Sea f :R? = R dada por
zy(:}czny) .

f(l'7y) — T x24yZ 51 (x,y) 7& (Oa 0)

0, si (z,y) = )

o%f 0%f
dz0y Y Byoz

Demuestre que existen en (0,0), pero

aaray 7& 8y8x

6. Sea £/ C R™ un conjunto abierto tal que tz € F para todo x € E'y todo t > 0. Si la
funcién f : F — R es doblemente diferenciable y homogénea de grado d, demuestre
que

D?f(z)(x)(z) = d(d — 1) f(x) para todo z € E.

7. Demuestre que el residuo R,.(z) cumple que

—0 cuando h — 0.

= 2) para la funcién f : R? - R

8. Calcule la férmula de Taylor de segundo orden (r
dada por f(z,y) = e¥senz alrededor del punto (0, 0).

9. Demuestre el teorema 3.44.
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3.6. Teorema de la funcion inversa

El problema a resolver en esta seccién es el siguiente: determinar condiciones suficientes
para que una funcién f : E — R" donde E C R" es abierto, sea invertible; dicho de
otra forma, determinar condiciones suficientes para que cuando y = (y1,...,y,) € f(E), el
sistema de ecuaciones

tenga una solucién dnica para x = (z1,...,T,) en términos de y = (Y1,...,Yn)-

El teorema de la funcion inversa, que veremos a continuacién, dice que si para un
punto xy € FE, la derivada de f en zq, Df (xg), es invertible, entonces f es “localmente
invertible”, es decir, es invertible en cierta vecindad abierta U de x.

Teorema 3.45 (Teorema de la funcion inversa) Sea E C R™ un conjunto abierto, y sea
f: E — R™ una funcién de clase C* en E. Si para un punto o € E, Df (xo) es invertible,
entonces ezisten conjuntos abiertos U y V tales que xg € U, f(xg) € V y f:U =V es
biyectiva. Ademds f~':V — U es de clase C' y

(Df ) (f(z)) = [Df(z)] para todo x € U.

Demostracion. Consideremos A > 0 de manera que
2M||[Df (zo)] || = L. (3.54)

Como f es de clase C' en E, Df es continua en xz¢; y asi, existe § > 0 tal que para todo
x € U = Vs (z9) (la bola abierta de radio § con centro en zy),

IDf () = Df (zo)|| < A. (3.55)

Asociemos con cada y € R" una funcién g, : £ — R" definida por

gy(@) =z +[Df (20)] " (y — f(2)). (3.56)

Notemos que f(x) =y si y sélo si z es un punto fijo de g,,.

Usando la regla de la cadena (teorema 3.22) y el problema 1 de la seccién 3.3, obtenemos
que g, es diferenciable en E y

Dgy(x) =1 —[Df (z0)] " Df(x) = [Df (0)] " (Df (o) = Df (x)),



CAPITULO 3. FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES 134

donde I es el operador identidad. Luego, por (3.54) y (3.55) se sigue que
1
| Dgy,(z)|| < B para todo z € U.

Asi, aplicando el teorema del valor medio generalizado (teorema 3.32), obtenemos que

1
lgy (1) — gy (z2)| < 3 |z — 29, x1, T € U. (3.57)

De esto se sigue (véase el inicio de la demostracién del teorema 3.3) que g, puede tener a
lo més un punto fijo en U, de manera que f(z) = y para a lo mas un punto z € U. Esto
muestra que f es inyectiva en U.

Consideremos ahora V := f(U). Demostraremos que V es abierto. Fijemos pues z € V;
entonces z = f(w) para algun w € U. Tomemos r > 0 de manera que la bola cerrada con
centro en w y de radio r, B,(w), esté contenida en U.

Fijemos y € V), (z). Entonces, por (3.54), con g, definida como en (3.56), obtenemos
(véase (3.9)) que

9y(w) — w] = |[DF (w0)] ™ (v~ 2)| < [|IDF @) | Ar = 1.

Siz € B.(w), se sigue de (3.57) que

1 r
9y(z) — w| < |gy(z) — gy(w)] + |gy(w) — w| < §|x —w| + 3 ST

por lo tanto g,(z) € B, (w).

Debido a que B,(w) C U, (3.57) se vale para 1,22 € B,(w). Por lo tanto g, es una
contracciéon de B,.(w) en B,.(w) y, como B,(w) es un subconjunto cerrado de R" (véase la
proposicion 3.83 en Pérez et al. [25]), B,(w) es completo. Luego, el teorema de punto fijo
para contracciones (teorema 3.3) implica que g, tiene un tnico punto fijo z € B,(w). Para
este punto z, f(z) =y yasiy € f (B, (w)) C f(U)=V.

Como y € V),.(z) es arbitrario, se sigue que Vy,.(z) C V, y asi V' es un conjunto abierto.
Esto completa la primera parte de la demostracion.

Para demostrar la segunda parte fijemos y y y + k en V. Entonces existen x y x + h en
U, tales que y = f(x) y y + k = f(x + h). Considerando la funcién g, definida en (3.56),
obtenemos

gy(@ +h) = gy(x) = b+ [Df (20)] " (f(x) = f(w+h)) = h = [Df (z0)] " (k).
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Luego, por (3.57), |h — [Df (z0)] " (k)| < |h|. Por lo tanto |[D f (z0)] " (k)| > [n|, y (véase
(3.9) v (3.54))
b1 < 2| [DF (o)l k] = A~k (3.58)

Luego, de (3.54) y (3.55),

IDf (@) = Df ol [0 (wo)) ] < 5 < 1

y asi, por la proposicién 3.9 a), D f(z) es invertible.

Notemos que
FHy+k) =) = [DF@)] 7 (k) = h=[Df@)] (k)
= —[Df@)] " ([f(x +h) = f(z) = Df(x)(R)]),

y asi de (3.58), obtenemos

[k — ) = IDF@)] (R)] _ [IDF @)1 (2 + h) — f(x) = Df ()(h)]
k] S 1] |

Cuando k — 0, de (3.58) se observa que h — 0. Luego, por la definicién de derivada, el lado
derecho tiende a 0, y en consecuencia, también el lado izquierdo. Tenemos de esta manera,
demostrado que

(Df Y (f(x)=Df ' (y) = [Df(z)] " para todo z € U. (3.59)

Por tltimo, notemos que f~! : V — U es una funcién continua (ya que es diferenciable)
y también Df : U — Z (R") es una funcién continua (pues por hipdtesis f € C'). Asi, la
continuidad de D f~! se sigue de (3.59) y la observacién 3.10. [ ]

Dejaremos la demostraciéon del siguiente corolario como ejercicio al lector.

Corolario 3.46 Sea E C R"™ un conjunto abierto, y sea f : E — R™ una funcién de clase C*
en E. Si Df(x) es invertible para cualquier v € E, entonces f(A) es un subconjunto abierto
de R™ para cualquier conjunto abierto A C E. Ademds, f~': f(E) — E es diferenciable.

Observacién 3.47 De la férmula (3.59) para el cdlculo de Df~(y) a través de la inversa
de Df(z), donde y = f(x), x € U, y el hecho de que la inversa de una matriz A es A~ =
(detA)~'adjA (véase Hoffman y Kunze [16], p. 160), donde adjA es una matriz tal que
(adjA)i; = (=1)" detA(j|i), donde detA(jli) denota al determinante de la matriz obtenida
de A eliminando la j-ésima fila y la i-ésima columna, observamos que las derivadas parciales
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de f~1 son cocientes de polinomios en derivadas parciales de f por un polinomio no nulo (el
determinante de la matriz jacobiana de D f(z)) en derivadas parciales de f. De esta manera,
las derivadas parciales iteradas de f~' pueden ser calculadas en términos de las derivadas
parciales iteradas de f. En consecuencia, si f es de clase C™ conr > 1, entonces f~1 también

lo es; y por supuesto, si f es suave, f~1 también lo serd.

Ejemplo 3.48 Consideremos el sistema de ecuaciones

2 + 3y?
—— = u(z,y)
)
cosz+seny = v(z,y). (3.60)

En este caso f(x,y) = (u(x,y),v(z,y)) con dominio E = {(z,y) € R*:y #0}. Luego,

filz,y) = # y fo(x,y) = cosz + seny. De acuerdo al teorema de la funcidn inver-

sa, para determinar los puntos en los que el sistema (3.60) se puede resolver para (x,y)
en términos de (u,v), debemos calcular Df(xz,y) y determinar los puntos (x,y) para los
que D f(z,y) es invertible. Para ello, calcularemos a la matriz jacobiana de Df(x,y), a la
cual denotaremos por [Df(x,y)]. Entonces (véase Hoffman y Kunze [16], p. 163), D f(x,y)
serd invertible si y solo si det [Df(x,y)] # 0. Ahora,

% % 322 g _ 2 372 23
det [Df(z,y)] =det | o= | = det Y Y| = —cosy + (3 — —2> sen .
—senx cosy Y Yy

Por lo tanto, D f(z,y) es invertible en los puntos (x,y) para los cuales y # 0 y % cosy #

(;—3 — 3) senx. Asi, por ejemplo, si (xg,yo) = (%, g), entonces

3z g
—20008y0:07éz—3: (—3—3) sen o,
Yo 2 Yo

y podemos, por lo tanto, resolver (3.60) para puntos (x,y) cercanos a (g, g)

También, del teorema de la funcion inversa tenemos que

1

= mad] [Df(x,y)]

[Df 7 (u,v)] = [Df(z,y)™"

w

1 cos Yy ;’;——3

2 3 3x2
3%(}083/—1—(3—3—» senz |senzw %
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Asi, por ejemplo,
ox cos Yy

du %cosy—i—(fi—’y”—;) sen x

Notemos que la derivada parcial 22 estd expresada en términos de © yy y nd de u y v. De

ou
manera que g—ﬁ estd evaluada en el punto (u(x,y),v(z,y)).

El ejemplo 3.48 nos muestra, en particular, que si existen soluciones a las ecuaciones
dadas, mediante la férmula dada en el teorema de la funcién inversa, podemos obtener
las derivadas de estas soluciones atin cuando no sea posible obtener explicitamente tales
soluciones.

Problemas

1. Muestre que si f : E — R" es una funcién de clase C! en E, donde £ C R" es un
conjunto abierto, la condicién de que D f (zg) sea invertible (vea el teorema 3.45) para
algin punto xy € E es una condicion suficiente, mas no necesaria, para que f sea
invertible en alguna vecindad abierta de xg.

2. Demuestre el corolario 3.46.
3. Considere el sistema de ecuaciones
sy+r = u(z,y)
v+ = vz y).
Demuestre que este sistema puede ser resuelto para x y y en términos de v y v en una

vecindad del punto (1, 1) y encuentre %(2, 2).

4. Demuestre que la funcién f : R? — R? dada por

z Yy
flz,y) = <\/1+x2+y27 \/1+x2+y2)
tiene una inversa, f~!, en la vecindad de cualquier punto (z,y) € R? y encuentre
[(Df1) (f(z, )]
5. Considere las siguientes transformaciones a coordenadas esféricas:

x(r,p,0) = rsenypcosd

y(r,p,0) = rsenpsend

z(r,p,0)) = rcosp.

Determine los casos en que es posible resolver para (7, ¢, ) en términos de (z,y, 2).
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6. Sea f: R — R definida por

x4+ 22%sen (L), si x#£0
f(w)_{O, si x=0.

Demuestre que f/'(0) # 0, pero que f no es invertible en ninguna vecindad de 0.
,Porqué esto no contradice al teorema 3.457

7. Sea E C R?® un conjunto abierto y suponga que f : E — R3 satisface las hipétesis del
teorema 3.45. Si 2y, U y V son como en dicho teorema, demuestre que f~! : V — U

cumple
1 0i1 2 (o) S (20)
of~
TF (o) D (f () = det [ 22 (w0) 28 (o)

al’l
51',3 8—]0,2(550) 0fs (l’o)

das

donde Jf (z¢) es el determinante jacobiano det [Df (x)] y 6;; =1sii=jy 0si
i

3.7. Teorema de la funcién implicita

Sea E C R™™ un conjunto abierto y consideremos una funcién F : E — R™. Nuestro
interés en esta seccién es determinar condiciones suficientes para que cuando (xg,yy) € E
satisfaga la relacion F'(xg,yo) = 0, el sistema de ecuaciones

........................... (3.61)
Fm(xlw"axnayl?"'aym) =0

tenga una solucién tnica para la variable y = (y1,...,¥n) en términos de = = (xy,...,z,)
en una vecindad abierta W de xy. En tal caso, tendremos una funcién f definida en W tal
que F (z, f(z)) = 0 para todo x € W, y diremos que f estd implicitamente definida por la
relacién F'(z,y) = 0. A esto se debe el nombre de teorema de la funcién implicita para
tal resultado.

Aligual que en la seccién anterior, si no podemos resolver el sistema (3.61) explicitamente
para y, es entonces de mucha relevancia conocer que tal funcion f existe y que se puede
calcular Df(x) para z € W.

Teorema 3.49 (Teorema de la funcion implicita) Sea E C R™™™ un conjunto abierto, y sea
F: E — R™ una funcién de clase C' en E. Si para un punto (zo,y0) € E, F (z0,y0) = 0 y la
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matriz [35? (o, yo)] es invertible, entonces existen conjuntos abiertos U C R™™™ ¢y W C R”
J

con (xo,y0) € U y xg € W tales que para cada x € W existe un unico y € R™ tal que
(x,y) € U y F(x,y) = 0. Si esta y se define como f(x), entonces f : W — R™ es una
funcion de clase C* en W tal que f (zo) = yo, F (z, f(x)) = 0 para todo v € W y

i) =- 0] [21], (3.62)
donde las derivadas parciales g—;? Yy gTF;? son evaluadas en (x,y) = (z, f(z)).
Demostracién. Definamos g : E — R"™™ por
9(z,y) = (z, F(z,y)). (3.63)

Notemos que ¢ es de clase C! en F,

9 (w0, 0) = (w0, F' (w0, %0)) = (20,0),

y su matriz jacobiana en (xg, o) es

1 0

Y

[Dg (x0,y0)] = [271? (xo,yo)} [2_5; (:L’o,yo)]

donde I es la matriz identidad de n x n y 0 es la matriz nula de n x m.

Como por hipdtesis [35 L (o, yo)] es invertible, tenemos (véase Hoffman y Kunze [16], p.
J

157) que el determinante jacobiano de g en (z,yo) esta dado por

Jg (20, y0) = det [Dg (o, y0)] = (det I) (det B—g (o, yO)D — det B—g (o, yo)] £0.

En consecuencia, Dg (o, o) es invertible; y se satisfacen asi las hipdtesis del teorema de la
funcién inversa (teorema 3.45) para g. Por lo tanto, existen conjuntos abiertos U y V' en

R™™ con (zg,y0) € Uy g (x0,y0) = (29,0) € V' de manera que g : U — V es biyectiva, y su
inversa g1 : V — U es de clase C.
Sea
W={zxeR":(z,0)€V}. (3.64)

Notemos que g € W. Ademads, del hecho de que V' es abierto en R" se sigue facilmente
que W es abierto en R™.
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Ahora de (3.63), (3.64) y el hecho de que g : U — V es biyectiva, tenemos que si x € W,
entonces existe un unico y € R™ tal que (z,y) € Uy

(2,0) = g((z,)) = (z, F(z,y)). (3.65)

Por lo tanto F(z,y) = 0.

Definamos f : W — R™ por f(z) =y, donde y es el elemento tinico de R™ que satisface
(3.65). Entonces
g7 ((2,0) = (z, f(x)), xeW (3.66)

Como g~ ! es de clase C' en V, se sigue de (3.66) que f es de clase C* en W. Ademds, de la
hipétesis F' (xo,y0) = 0 y de (3.65), se observa que f (xg) = yo v,

F(z, f(z))=0 para todo z € W. (3.67)

Finalmente, para calcular [Df(z)], definamos ¢ : W — R"™™ por ¢(x) = (x, f(x)).
Entonces ¢ es diferenciable en W, y asi, por (3.67), y usando la regla de la cadena (teorema
3.22), obtenemos

0 = [DF(z, f(z))] [De(x)]
I

= ([ )] [ )]

J

Df(x)]
~ [ st + [52 st 1070

donde 0 es la matriz nula de m X n e I es la matriz identidad de n x n. Esto ultimo es
equivalente a (3.62), y la prueba estd finiquitada. [

La demostraciéon del teorema 3.49 muestra que el teorema de la funcién inversa implica
al teorema de la funcién inversa. Como el reciproco también es cierto, véase el problema 6,
estos teoremas son equivalentes.

Ejemplo 3.50 Consideremos F : R* — R? dada por
F (21, 22,y1,92) = (yf’ + T1Yo + To, Toys + Y5 — $1) .
Las funciones componentes de F' son

Fy (1,22, Y1,Y2) = ¥} + 21Y2 + T2 Y By (21,22, Y1, Y2) = Tath + Y — 1.
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Luego
oF __ oF1 __ oF __ 2 oF __
o1 Y2, Oy 1’ o1 3y1’ Aya L1
oFy 8F2 _ OF> OF> _
Or1 L, ozs Iy dyn % By 3y2

Como todas estas derivadas parciales son continuas en R*, se sigue del teorema 3.18 que F'
es de clase C' en R*. También

[8E~] y2 1 Y?F,} 37 o
Ox; —1 y | 9y, xy 3y3|

OF, Byt |
det [ ] —det | | = yiys — T1T9;
T2 395_

Asi

de manera que [35 (xg,yo)] es invertible si 9y8’1y8’2 # T01T02, donde o = (To1,%02) Y

Yo = (Yo,1:Yo,2)-
Notemos que si v = (—1,1) y yo = (—1,0), entonces

F (20,1, 0.2, Y0,1,Yo,2) = 0 Yy Iyo 1Yo =07 —1 = 301202

Por lo tanto, por el teorema de la funcion implicita, tenemos que existen conjuntos abiertos
UCR'yW CR? con (—1,1) € W y (=1,1,—1,0) € U tales que para cada (z1,22) € W
existe un tnico (y1,y2) € R? tal que (z1,79,y1,92) € U y F (1,22, y1,y2) = 0, es decir, el
sistema de ecuaciones

Y+ Ty ta = 0

T+ Y — a1 = 0

puede ser resuelto para yy, ya en términos de x1 y xo con (xr1,x2) € W.

Definamos f: W — R? por
f (@1, 22) = (fi (w1, 22) , fo (21, 22)) = (Y1, 92) ,

donde (y1,y2) es el iinico punto en R? para el cual F (x1,x2,91,92) = 0. Se sigue del teorema
de la funcidn implicita que f es de clase C* en W, f(—=1,1) = (=1,0), F ((z1,72), f (z1,72)) =
0 para todo (z1,x9) € Wy

L Oy oF  om Tl rom  oF OFy  _OF [oF  9F
Ox1  Oxa . oY1 oy2 ox1 Oxo . 1 0y2 oy2 ox1 Oxo
dyas  dya | oF,  OF, OF, 0OF,|  O0FL0Fy,  OFOFy | _9F,  9F oF, OF |’

dx1  Oxg dy1  Oya ox1  Ozg O0y2 Oy1 0y1 Oy2 Ay1 B dx1  Oxa
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Ast, en particular

OF, OF, _ OF 0F, 5
6y1 Oy2 O Oya O . 3y2 + T

T1T9 — 9YTys

or OF 0F, _ 0OF) 0Fy
1 dy2 O Oy1 Oy

Luego
3ys + 11

oy B ta
122 — IYiys

8$1 (_17 1) =

=1.
(z1,22,y1,y2)=(-1,1,—1,0)

Problemas

1. Determine si el sistema de ecuaciones
3z +2y+ 22 +ut+v® = 0
de+3y+ 2+ +v+w+2 = 0
r4+z+u+w+2 = 0
se puede resolver para u,v y w en términos de x,y y z cerca de (x,y,z,u,v,w) =
(0,0,0,0,0,—2).
2. Sea I : R* — R definida por
F(x,y,2) = 22> +y + €.
Demuestre que existe una funcién f definida en un conjunto abierto W C R? con
(1,—1) € W tal que f(1,-1) = 0y F(x,y, f(z,y)) = 0 para todo (z,y) € W.
Encuentre %(1, —1)y g—i(l, —1).
3. Sea
A= {(:E,y,z) E]Rg:xy+22—a:O,x2—y2+z2—b:0}.

a) Si (xo, Yo, 20) € A, determine condiciones suficientes para que los puntos (z,y, z) € A
cercanos a (o, Yo, z0) puedan ser expresados en la forma x = f(z) y y = g(2).
b) Calcule f'(z) vy ¢'(2).

4. Demuestre que el sistema de ecuaciones
u? —veos(zy) +w? = 0
u® 4+ v — sen(xy) + 2w’ —2 =
UV —senxrcosy +w =

define u,v y w como funciones de clase C' de (z,y) cerca del punto (z,y,u,v,w) =
(g,O, 1, 1,0) y encuentre 2% (E 0) y du (“ O). Determine si la funcién u(z,y) es de

ox \ 27 ay \27
clase C.
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5. Sean g,h : R — R funciones de clase C! tales que ¢’ y h' son estrictamente positivas.
Si (o, Yo, 20, Uo, Vo, W), donde xq, Yo, 29 # 0, es una solucién del sistema de ecuaciones

glzu) + h(yv) =
g(yv) + h(zw) =
g(zw) + h(zu) =

demuestre que en un conjunto abierto U C R® con (¢, yo, 20, to, Vo, wo) € U, existe una

_ _ uvw

solucién unica (u,v.w) = f(x,y, z) con determinante jacobiano Jf(x,y, z) = ol

6. Demuestre que el teorema de la funciéon implicita implica el teorema de la funcion
inversa.

3.8. Integrales multiples

Consideraremos aqui funciones f : I — R acotadas, donde /™ es un rectangulo cerrado
en R”, es decir, I" = [ay,b1] X --+ X [an,b,], donde aj,b; € Ry a; < b;, j=1,...,n
Denotaremos a [a;, b;] por I;.

Si P; es una particién de [}, entonces P = (P, ..., P,) es una particién del rectangulo I"
en rectangulos componentes [c1,d;] X - - - X [¢,, d,,], donde ¢; y d; son puntos consecutivos
de P;. Denotaremos a un rectangulo componente tipico por R, y a su volumen n-dimensional

[T;-, (dj — ¢;) por |R|. Si [|P;]| es la malla de la particién P, entonces la malla P es

[1P]] = maéx [P

1<j<n

Ahora, para cada rectangulo componente R de P, definamos

mg(f) =f f(x) vy  Mg(f)=sup f(z)

y consideremos

L(P.f) =) mr(HIR v  UP[) =) Mr(f)R]|

R

A los nimeros L(P, f) y U(P, f) les llamaremos, respectivamente, suma inferior de Rie-
mann de f sobre P y suma superior de Riemann de f sobre P.

Es claro que para cualquier particion P de I™,

L(P, ) < U(P, [).
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Un refinamiento de una particién P de I™ es una particién P* tal que cada rectangulo
componente de P* es un subconjunto de un rectangulo componente de P.

La demostracién del siguiente resultado es similar a la del caso uni-dimensional (véase la
proposicién 1.1 y el corolario 1.2).

Proposicién 3.51 Sean f: I" — R una funcion acotada y P una particion de I™.
i) Si P* es un refinamiento de P, entonces

L(P.f)<L(P* f) y UWP,f) <UL ).
ii) Para cualquier otra particion Q) de I,

L(P, ) U@, ).

De esta manera, denotando por P (I™) al conjunto de todas las particiones P de I,
podemos definir

f(z)dx = sup L(P f) 'y f(x)de = inf U(P,[),
In PeP(Im) In PeP(Im)

valores reales a los que llamaremos integral inferior de Riemann de f sobre [" e integral
superior de Riemann de f sobre I™, respectivamente.

Definicién 3.52 Sean I" un rectingulo cerrado en R™ y f : I" — R una funcion acotada.
Si

L f(@)ds = :f(x)dx,

diremos que f es Riemann integrable sobre /" y al valor comun, que denotaremos por
Il  f(z)dx le llamaremos la integral miiltiple de Riemann (o simplemente, integral de
Riemann) de f sobre I".

La demostracion de los siguientes dos resultados es similar a la del caso uni-dimensional
(véase los teoremas 1.6 y 1.8).

Teorema 3.53 La funcion acotada f : I" — R es Riemann integrable sobre I™ si y sélo si
para cada € > 0 existe una particion P de I™ para la cual

U(P,f)—L(P, f) <e.

Teorema 3.54 St f : I" — R es una funcion continua en I", entonces [ es Riemann
integrable sobre I™.
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También, véase los teoremas 1.12, 1.14, 1.15, 1.17 y 1.18, es facil demostrar que la integral
multiple de Riemann satisface las propiedades establecidas en el siguiente teorema.

Teorema 3.55 Sean f y g funciones Riemann integrables sobre I"™ y ¢ € R. Entonces
i) cf es Riemann integrable sobre I"™ y

[ enas=c [ s

it) f + g es Riemann integrable sobre I™ y

| o= [ f@as [ g

n

iii) Si f(x) < g(x) para todo x € 1™, entonces

. f(z)dx < /In g(x)dx.

iv) fg es Riemann integrable sobre I™ y si infcrm |f(x)| > 0, % también es Riemann inte-

grable sobre I™.

v) Sim < f(z) < M, para todo x € I y ¢ : [m, M| — R es continua, entonces ¢ o f es
Riemann integrable sobre I™.

vi) | f| es Riemann integrable sobre I"™ y

f(z)dx

< [ |f(z)|dz.
I’ﬂ
vii) Si |f(x)] < M para todo x € I"™, entonces

< M|I"|.

f(z)dx
In

La demostracion del siguiente resultado es similar a la del teorema 2.32.

Teorema 3.56 S la sucesion f,, : I™ — R, m = 1,2,... converge uniformemente a la
funcion f : I — R y cada f,, es Riemann integrable sobre I™, entonces [ es Riemann
integrable sobre I™ y
lim fm(x)de = [ f(x)dx.
[n

m—00 Jrn
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Finalizaremos esta seccién con un teorema de integracién fundamental, el teorema de
Fubini, 1til en la evaluacién de integrales multiples por medio de integraciones iteradas sin
importar el orden en que se realicen. Desafortunadamente, si una funcién de dos variables
f(z,y) es Riemann integrable sobre I x I"™ la funcién f, : I"™ — R definida por f,(y) =
f(z,y) (z € I" fija) no es necesariamente Riemann integrable sobre /™, lo mismo sucede para
fy- Sin embargo, si f es continua en I™ x I™, entonces, debido a que f, y f, son continuas
en I"™ e I", respectivamente, se sigue (véase el teorema 3.54) que f, y f, si son Riemann
integrables en I™ e I", respectivamente.

Teorema 3.57 (Teorema de Fubini) Sean I"™ e I"™ rectangulos cerrados, y sea f : I" x I™ —
R una funcion Riemann integrable sobre I™ x I™. Definamos L,U : I — R por

— L fo(y)dy = L fla,y)dy y U(aﬁ)zlfz(y)dyzlf(x,y)dy. (3.68)

Entonces L yU son Riemann integrables sobre I"; ademdas

/Inmf(:z,y)dxdyz/” L(:v)dx:/m _Lf(:r,y)dy] dz (3.69)
/Iwm f(z,y)dvdy = /InU(I)dx: /I :Zf(x,y)dy] dz. (3.70)

Demostracion. Sea P una particion de I™ x I™. Notemos que P puede escribirse como
(Ppn, Prm), donde Prn» y Ppm son particiones de I™ e I™, respectivamente. Asi, un rectangulo
componente tipico de P es de la forma R = R X Rym. Luego

ZMR )|R| = Z(ZMRWRW |le) B

R[’rl R[m

Es claro que, para € Rin, Mg, xrm (f) = Mg, (f2). Asi, para cada x € R se tiene que

Rym R,m m

Como esto es valido para todo = € Ry, se sigue que

Z MRInXRIWL |le| > MR]" (Z/[)
Rim
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Luego
UP.f) =3 (Z M (f) \RM) [Rin| 2 ) My (U) [Rpn| = U (PrU)
R \Rpm Rn
De manera similar, puede verse que
L(P, f) < L(Pm,L).

Por lo tanto

y asi, usando la proposicién 3.51 ii) y las definiciones de integral inferior y superior de
Riemann, se deduce que

/In Imf(:z:, y)dzdy < | L(z)dr < _E(a:)d:c < / f(z,y)dzdy.

" FAg InxIm

De esto ultimo, y del hecho de que f es Riemann integrable sobre I™ x I, se concluye que
L es Riemann integrable sobre I" y que (3.69) se cumple.

Finalmente, de las desigualdades
L(Pvf) S L<PI”7£> S L(P[n,]/{) S U<P1"7u) S U(P7f>7

obtenemos que

dxd U(z)d U(x)d drd
/Inxmf(a:,y) T yé/ln () xg/m (z) xg/ f(x,y)dzdy,

Imxim

de lo cual se deduce que U es Riemann integrable sobre I y que (3.70) se cumple. [ ]

Observacioén 3.58 Intercambiando I™ por I™ y f, por f, en (3.68) puede verse que

/ f(x,y)dedy = / [ f(sc,wdx] dy
InxIm m | Jin

/In - f(z,y)dzdy = /Im [ Inf(x,y)dx} dy.

Por lo tanto

/In [Lf(w,y)dy] dx = /mm fz,y)dzdy = /Im [if(a:,y)dx] dy
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Y

/m {Zf(m,y)dy} de = /mm [z, y)dzdy = /m {:f(x,y)dx} dy. (3.71)

Corolario 3.59 Sean I" e I™ rectingulos cerrados. Si f : I" xI™ — R es continua, entonces

/InXIm f(z,y)dzdy = /In [/Im f(x,y)dy] de = /Im { ; f(x,y)dx} dy.

Demostracién. Notemos del teorema 3.54 que f es Riemann integrable sobre I™ x I"™. De
ese mismo teorema y por el hecho de que f, y f, son continuas en /™ e I", respectivamente,
se sigue que f, y f, son Riemann integrables sobre I e I", esto es

[ tewi= [ tena v [ fepi= [ jep.

De aqui, el resultado se sigue de (3.71). [ |

Si A C R™ es un conjunto acotado y f : A — R es una funciéon acotada, es comun, en la
préctica, considerar [ 1 f(x)dx. En este caso se considera un rectdngulo cerrado I" tal que
A C I" y se define g : I — R por

| flz), sizeA
9(@) _{ 0, si zel™A

Entonces, si g es Riemann integrable sobre I", [, f(x)dx se define como [, g(x)dz.

Observacién 3.60 Notemos que el valor de [, f(x)dz no depende del rectingulo cerrado
I O A que se use.

Problemas

1. Demuestre el teorema 3.54.
2. Demuestre el teorema 3.56.

3. Sea f:I" — R, la funcién constante f(x) = ¢ para todo = € I". Calcule [, f(z)dz.

4. Sean f : I" — R una funciéon Riemann integrable sobre I™ y € > 0 dado. Si para una
particion P de I™ se cumple

U(P7f>_L(P7f><€7
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demuestre que

[ flw)x =3 F(ta) RI| < e

para cualesquiera puntos typ € R. Use esto para concluir que

. f(z)dz = lim S (P,{tr},[)

17]—0

donde S (P, {tr},f) = > pf(tr)|R|. Se dice que S(P,{tg},f) es una suma de
Riemann de f.

5. Suponga que existe J € R tal que dado cualquier € > 0, existe una particiéon P de I
de manera que

’j_S<P7{tR}7f)|<€

para cualesquiera puntos tg € R. Demuestre que f es Riemann integrable sobre I™ y
que

J= [ f(x)dx.
In

6. Sea A= {(z,y,2) ER3|z,y,2>0 vy z+y+2z<1}ydefinaf: A— Rpor f(x,y,2) =
(z 4+ y+ 2)*. Calcule [, f(x,y,z)dxdydz.

7. Sea A el conjunto de todos los puntos (z,y) € R? tales que z es un ntimero racional, 0 <
x < 1, y escribiendo x = § con p y q enteros positivos sin factores primos comunes, y =

S, k=1,...,q— 1. Demuestre que fol fol 1adydx = 0, pero que f[O,I]X[O,l} 14(z, y)dxdy
no existe.
3.9. Teorema de Lebesgue
Toca ahora el turno a un teorema que es, posiblemente, uno de los resultados mas impor-
tantes en la teorfa de la integracién. Tal teorema, debido a Henri Léon Lebesgue (1875-1941),

da una condicién necesaria y suficiente para que una funciéon sea Riemann integrable.

Definicién 3.61 Sea A C R"™ un conjunto acotado. Diremos que A tiene volumen si la
funcion constante 1 es integrable sobre A, y el volumen, v(A), de A, es

V(A) = /A lda.
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Obviamente si A = I" = [ay,b1] X - -+ X [a,, b,] es un rectdngulo cerrado, entonces A tiene
volumen y v(A) =11, (b; — a;) = |A|.

El siguiente resultado, cuya demostracion dejamos como ejercicio al lector, nos da una
equivalencia de un conjunto A C R™ con volumen cero, es decir, v(A) = 0.

Proposicién 3.62 Un conjunto acotado A C R™ tiene volumen cero si y solo si para ca-
da € > 0 existe un nimero finito de rectingulos, Ry,...,R,,, tales que A C |J R; y

> |Ril <.

Nos sera de utilidad extender el concepto de conjunto de volumen cero al de conjunto de
medida cero.

Definicién 3.63 Un conjunto A C R"™ tiene medida cero si para cada € > 0 existe una
coleccion contable {Ry, Ry, ...} de rectangulos tal que A C U2y Ri y > oy |Ri| < €.

De la definicién de volumen, es claro que si A tiene volumen cero, entonces A tiene medida
cero. Es también claro que si B C A y A tiene medida cero, entonces B tiene medida cero.

El siguiente resultado nos indica la ventaja principal del concepto de medida cero sobre
el de volumen cero.

Proposicién 3.64 Si {A;, As,...} es una coleccion contable de conjuntos de medida cero

en R", entonces | J;-, A; tiene medida cero en R™.

Demostracién. Dado € > 0, sea {R;1, R;2, ...} una coleccién contable de rectangulos tal
que Az C U]oil Rij y

Z|Rij|<;, i=1,2,....
=1

Entonces {R;;} es una coleccién contable (véase por ejemplo, el corolario 1.40 en Pérez et
al. [25]) de rectdngulos tal que (JZ, Ai C ;- Rij v

Do IR =YD IRy =D 5 =
i=1

ij=1 i=1 j=1

donde la tltima igualdad se debe al hecho de que > .7, % = 1 (véase el ejemplo 2.72 en

Pérez et al. [25]). Como € > 0 es arbitrario, | J;-, 4; tiene medida cero. n
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Ejemplo 3.65 Sea A =[0,1]NQ. Sabemos que 14 no es Riemann integrable en [0, 1] (véase
el ejemplo 1.5), por lo tanto A no tiene volumen. Sin embargo, A tiene medida cero, pues
A es la union numerable de conjuntos de un unico punto, y obviamente un conjunto con un
unico punto tiene volumen y medida cero. Asi el hecho de que A tiene medida cero se sigue
de la proposicion 3.64.

Definicién 3.66 Dada una funcion f : R™ — R, la oscilacion de f en un punto xqg € R”
es

oseq (ao) =lim sup |f(@) = 1 (o),
zeVs(xo

donde Vs (xq) es la bola abierta con centro en xy de radio §.

Notemos que oscy (xy) > 0. La demostracién del siguiente resultado es sencilla y se deja
como ejercicio al lector.

Proposicién 3.67 La funcion f : R — R es continua en xy € R siy solo sioscy (o) = 0.

Teorema 3.68 (Teorema de Lebesque) Sean A C R™ un conjunto acotado y f : A — R una
funcion acotada. La funcion [ es Riemann integrable sobre A si y solo si el conjunto

D ={x eR":14f es discontinua en x}

tiene medida 0.

Demostracién. Supongamos que f es Riemann integrable sobre A. Sea I"™ un rectangulo
cerrado tal que A C I" y sea g = 14f. Tenemos de la proposicién 3.67 que el conjunto
de discontinuidades de ¢ es el conjunto {z € I" : osc,(z) > 0}. De esta manera, si D; =

{z el o0scy(x) >1},i=1,2,---, entonces D = J;°, D;.

Ahora, para un i fijo (pero arbitrario) y € > 0 dado, como ¢ es Riemann integrable sobre
I™, podemos tomar una particion P de I™ tal que

>~ [Me(g) — ma(9)l |B] = U(P.g) = L(P.g) < 5. (3.72)
R

Definamos ademés
Si={r € D;:x€0Rparaalgin R} y Sy={x € D;:x € R° para algin R},

donde OR y R° denotan a la frontera y el interior, respectivamente, de R. Entonces D; =
S1US,. Como la frontera de un rectangulo puede ser cubierta con rectangulos arbitrariamente
delgados, es claro que S; tiene medida cero. Denotemos ahora por C; a la coleccion de
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rectangulos R de la particién P que tienen a un elemento de D; en su interior. Entonces, si

R € (C,,

| —

Mg(g) —mr(g) > -

~

Luego, de (3.72)

% S IR < [IMa(g) = mr(9)] Rl < Y [Mg(g) — mr(g)] IR| < %

ReCo ReCo todo R

Por lo tanto Cy es una coleccion de rectangulos cuya unién contiene a Sy y

Z|R|<§.

ReCo

También, como S; tiene medida cero, podemos tomar una coleccion C; de rectangulos cuya

union sea S; con
€
E |R| < 3
ReCy

De esta manera, D; C C; UCy y

> IRl <e

ReC1UCo
Como € > 0 es arbitrario, se sigue que D; tiene medida cero, y en consecuencia, mediante la
aplicacién de la proposicién 3.64, concluimos que D = |J~ | D; tiene medida cero.

Supongamos ahora que D tiene medida cero. Igual que antes, sean I™ un rectangulo
cerrado (con volumen positivo) tal que I" D Ay g = 14f. Consideremos también M =

Sup,eq | f(2)]-

Dado € > 0, definamos D, = {m € I : oscy(x) > ﬁ}, entonces D, C D. Denotemos

por D¢ al conjunto de puntos de acumulacién de D.. Entonces si y € D¢, cada bola abierta
Vs(y) contiene un punto de D,; de esta manera, cada bola abierta Vs(y) es una vecindad de
un punto de D, y por la definiciéon de D,

sup |g(z) — 9(2)| = 577
z,2€Vs(y) 2 |] |
Esto implica que osc,(y) > ﬁ y asi y € D, lo cual demuestra (véase la proposiciéon 3.50

en Pérez et al. [25]) que D, es un conjunto cerrado. Como D. C I", D, es acotado y por
lo tanto, por el teorema de Heine-Borel (véase el teorema 4.19 en Pérez et al. [25]), D, es
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compacto. Ahora, como D, C D, D, tiene medida cero y asi, podemos tomar una coleccién
{R1, Ry, ...} de rectangulos (abiertos) cuya unién contenga a D, y

- €
S IR < .
p 4(M+1)

Como D, es compacto, existe un nimero finito de R;’s cuya unién contiene a D.. Supongamos

que vazl R; D D,; entonces
N €
E |Ri| < ——.
— 4(M +1)

Construyamos ahora la particiéon P de I™ generada por los puntos extremos de cada
coordenada de I™ y los puntos extremos de los rectdngulos cerrados R;, i = 1,..., N (des-

cartamos los puntos extremos que caen fuera de I™). Entonces cada rectdngulo componente
R de P pertenece a una de las siguientes dos clases

’Rlz{R:RCE para algun ie{l,...,N}}, Ro={R:RND.=0}.

En efecto, de nuestra construcciéon de P, tenemos que RN R; # () implica R C R;. Asi, si
RN D, # 0, es decir, existe zg € RN D,, entonces xy € R; para algun i, y RN R; # () para
esa i. Por lo tanto R € R;.

Para cada rectangulo R € R, la oscilacion de g en cada punto de R es menor que ﬁ

Por lo tanto, para cada x € R existe d > 0 tal que

€
21|

M;(g) —ms(g) <

donde M;(g) = supycy, ) 9(y) ¥ ms(g) = ifycv;) 9(y). Como R es compacto, existe un

nimero finito 1, 2, ...,z de puntos en R tales que R C Ule Vs (x;). Dividamos ahora el
rectangulo cerrado R en subrectangulos cerrados de manera que cada uno de estos subrec-
tangulos esté contenido en algin Vj (x;). Haciendo esto para cada R € R,, obtenemos un
refinamiento P* de P tal que

U(P*,g)—L(P*,g9) < Y [Mg(g)—mr(9)l|Rl+ > [Ma(g) —mr(9)] R

ReER1 RER2

< M 3R+ g 3 IR

ReR1 ReER-2

€ € € €
oM r<iyfoe
< (4(M+1))+2|1n|‘ <3t3=¢
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Como € > 0 es arbitrario, el criterio de integrabilidad se cumple y, por lo tanto, g es Riemann
integrable sobre ["; asi f es Riemann integrable sobre A. ]

Las demostraciones de los siguientes dos resultados se siguen de manera sencilla del
teorema de Lebesgue. Haremos la demostracion del primero de ellos y el segundo sera dejado
como ejercicio al lector.

Corolario 3.69 Un conjunto acotado A C R™ tiene volumen si y solo si OA tiene medida
cero.

Demostracién. Notemos del teorema de Lebesgue (teorema 3.68), que es suficiente
demostrar que el conjunto de discontinuidades de 14 es 0A.

Ahora, si x € A, entonces para toda bola abierta Vs(z),
V@) nA£D vy V(o)A £D.
Por lo tanto, existen puntos y € Vs(z) tales que
14(2) = 1a(y)| = 1.

De esta manera, tomando € =  tenemos que no existe § > 0 tal que [14(z) — 14(y)| < €

para todo y con |z — y| < 4, lo cual muestra que 14 no es continua en z.

Finalmente, si © ¢ 0A, entonces existe Vs(x) tal que
Vs(x)CcA 6 Vs(z) C A

En cualesquiera de estos casos, 14 es constante en Vs(z), y asi, claramente, 14 es continua
en . |

Corolario 3.70 Sea A C R" acotado y con volumen. Si f: A — R es una funcion acotada
con un numero contable de discontinuidades, entonces f es Riemann integrable sobre A.

Problemas

1. Demuestre que la circunferencia unitaria con centro en el origen tiene volumen cero en
R2.

2. Demuestre la proposicion 3.62.
3. Demuestre que la recta y = 0 tiene medida cero en R2. ; Tiene volumen cero?

4. Demuestre que el plano zz tiene medida cero en R3.
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5. Demuestre la proposicién 3.67.
6. Demuestre el corolario 3.70.

7. Sea f:R? — R dada por

f(x,y):{ ex—i-cos(é), si y#0

xT

e’, si y=0.

Demuestre que f es integrable sobre A = {(z,y) € R? : 2% + y? < 1}.

8. Sean A C R"™ un conjunto acotadoy f : A — R una funcién Riemann integrable sobre
A. Demuestre que

a) Si A tiene medida cero, entonces [, f(x)dz = 0.

b) Si f es no negativay [, f(x)dz = 0, entonces {x € A : f(x) # 0} tiene medida cero.

3.10. Teorema de cambio de variables para integrales
multiples

Finalizaremos este capitulo con un teorema més de integracién, el cual es fundamental
en la evaluacion de integrales multiples.

Teorema 3.71 (Teorema de cambio de variables para integrales maltiples) Sean A C R™ un
conjunto abierto y acotado con volumen y ¢ : A — R™ una funcion inyectiva de clase C!
tal que Jp(z) # 0 para todo x € A y |Jg|, ﬁ son acotadas sobre A. Si p(A) = B tiene

volumen y f : B — R es una funcion acotada e integrable sobre B, entonces (f o ) |Jy| es

integrable sobre A y
/f d:c—/f ) [T ()] da.

La demostracion de este teorema haréd uso de varios resultados preliminares. El primero
de ellos consiste en establecer la formula cuando ¢ = T' es un operador lineal, en cuyo caso
(véase el problema 1 de la seccién 3.3) JT = det T

Lema 3.72 Sea A C R™ un conjunto con volumen. Si T : R — R" es un operador lineal,
entonces

V(T(A)):/T(A) 1d;1::/A]detT|dx: det T| ().
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Demostracién. Consideraremos primero el caso en que A = [ay,b1] X -+ X [ay,by] es
un rectangulo cerrado y 7' es un operador lineal cuya representacién matricial en la base
canonica es una matriz
i) Ty = (t;;) tal que t;; = 0si i # j, ty, = ¢ € R para algin k € {1,...,n} y t; = 1 para
todo i # k (la matriz diagonal T} se obtiene de la matriz identidad reemplazando un 1 de la
diagonal por ¢), o bién, es una matriz
ii) T, = (t;;) tal que t;; = 1 para todo i = 1,...,n, ty = 1, para ciertos k,l € {1,...,n},
k#1,t; =0parai # j,i # kyj# 1l (la matriz T, se obtiene de la matriz identidad
escribiendo un 1 fuera de la diagonal).

En el caso i), tenemos que
Ti (A) = [ag,b1] X -+ - [cag, cbg] X <+ X [an, by],
de manera que su volumen es
v(Ty (A)) = |c|v(A) = |det T1| v(A).
En el caso ii) tenemos que
Ty (A) = {(z1, ., Xp_1, Tk + Ty, Tha1, - - - Tp) |23 € [az, 0] ,i=1,...,n}.
Notemos que T (A) es la unién de los conjuntos disjuntos siguientes:
{(x1, . 1, T + Ty Tpg1y - Tn) |75 € ai, ], 1 <i<n y ap+a <ap+a < ap+b},
{(x1,. . g1, o+ T, g1, - Tn) |25 € as, ], 1<i<n y ap+b <ap+x < a+ b},

{(@1, . T, Tk + T, Tpg1, - Tp) T € i bi], 1 <i<n y a+by <zp+a;, <bp+0b}.

Por el corolario 3.59 (véase también el comentario después de dicho corolario), se tiene que
el volumen del primer conjunto es

(b1 - Cll) ce (bkfl - qu) (bk+1 - ak+1) te (blfl - alq) (bl+1 - az+1)

akerl al+ak+bl7mk
oo (by — ay) / (/ 1dxl> dxy.
ap+a; ap

Ahora, por el segundo teorema fundamental del calculo integral (teorema 1.31) obtenemos

ap+by atag+b—xk ap+by
/ (/ 1d&3l) d&?k = / (ak + bl — xk) dl’k
apta; aj ai+aj

1 1
= (ak + bl) (bl — al) — 5 (CLk + bl)2 -+ 5 (@k + &1)2

1
= 5([)[ —al)Q.
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De manera que el volumen del primer conjunto es

1

5 (b1 - a1) s (bk—l - ak—1) (bk+1 - ak+1) s (bl—l - al—l) (bl+1 - al+1)

(bn—an) (bl —(ll)Q.

Realizando un analisis similar, puede verse que el volumen del tercer conjunto es el mismo
que el del primero. El segundo conjunto es un rectangulo con volumen:

(b1 —a1) - (bp—1 — ar—1) (bgg1 — ags1) - -+ (bi—1 — a—1) (b1 — @i41)
---(bn—an)(al+bk—ak—bl)(bl—al).

Sumando los tres volumenes anteriores obtenemos el volumen de T5(A), el cual es
v(Ty(A)) = (by —ar) - (bn — an) ,
es decir, el volumen del rectangulo [a1b1] X - - - [ay, by,]. Asi,
v (Ty(A)) = |det To| v(A),

ya que det Ty = 1.

A las matrices definidas en 1) y ii) se les conoce como matrices elementales. Supondremos
ahora que A es un conjunto arbitrario con volumen y que 7T; es una matriz elemental. En el
caso en que T; es del tipo definido en i), supondremos que ¢ # 0; y asi, en cualquier caso,

det T; # 0.

Sea I™ un rectangulo cerrado con I™ D A. Dado € > 0, consideremos una particién P de
I™ en rectangulos componentes Ry, ..., Ry, tal que

U(P14)—v(A) <e@2|detT)™" v v(A)—L(P1y) <e2|detT)™,  (3.73)

donde 14 es la funcién indicadora en A, es decir, la funcién que toma el valor 1 para x € A
y el valor 0 para = ¢ A.

Notemos que

L(P1a)= )Y |Rl v U@Pla)= Y _ IR

R,CA R; ﬂA;ﬁ@

Luego, considerando los conjuntos

RiCA R; ﬂA;é@
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obtenemos del resultado para rectangulos que
v(Ti(Vo) = |det T L (P, 1a)  y  v(Ti(We)) = |det T U (P, 14) -
Por lo tanto de (3.73) se sigue que
v (T(We) —v(Ti(Vo)) <e,

y asi T;(A) tiene volumen y
v (T,(A)) = det Ti| v(A).

Si detT; = 0, es decir, si T; es una matriz del tipo definido en i) con ¢ = 0, entonces
v (T; (I™)) = 0 para cualquier rectdngulo I C R", de manera que v (7;(A)) = 0 para
cualquier conjunto A con volumen finito.

Finalmente, supongamos que 7" es un operador lineal arbitrario y que A es un conjunto
con volumen. Como toda matriz es un producto de matrices elementales (véase O’Nan [23], p.
241), podemos escribir T' = T1T; - - - Ty, donde cada T} es una matriz elemental, 1 = 1,... k.
Luego, aplicando repetidamente el resultado obtenido para matrices elementales, nos da

v(T(A)) = |det Ty||det Ty| - - - |[det T},| v(A) = |det T'| v(A),

donde hemos usado el hecho de que el determinante de un producto de matrices es igual al
producto de los determinantes de cada matriz (véase Hoffman y Kunze [16], p. 154). n

Lema 3.73 §i el teorema 3.71 es cierto para la funcion constante f =1, entonces es cierto
para cualquier funcidn f integrable sobre p(A).

Demostracion. Notemos primero que si el teorema 3.71 es cierto para f = 1, entonces
es cierto para cualquier funcién constante.

Supongamos ahora que f es una funcién integrable sobre p(A) y sea I™ un rectdngulo ce-
rrado tal que I D p(A). Sea P una particién de I™ en rectangulos componentes Ry, ..., Ry.

Definamos mpg,(f) = inf.cg, f(x), i = 1,...,N; y denotemos por mg,(f) a la funciéon
constante sobre R; con valor constante mg,(f). Entonces

LPS) = Yma()IRI=3 [ me(fde =3 [ melf) o) (@) et da

LH(Ry)

: ;/w@ﬁf °¢) (@) [T ()| dw = / (f o) (&) |Tp(w)] da

e=t(Im)

- / (f 09) () [ Jol)] da.
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Por lo tanto

A

x)dx o) (x)|Jp(r)| dz.
[ i@ s [ (Fow@ee)

Un argumento similar con Mg, (f) = sup,cp, f(z),i=1,..., N, demuestra que

(2)dz > / (f o) () | Jo(x)] dr,

w(A)

de manera que

x)dx = o z) |Jo(x)| dx.
/Mf() /A(f o) () | T (z)|

Lema 3.74 FEl teorema 3.71 es cierto si @ es un operador lineal.

Demostracién. Tenemos del lema 3.72 que

/ 1dx:/|detg0|da::/|J<p(x)|d:z:.
e(4) A A

La segunda igualdad se debe al hecho de que, en este caso, Dy = ¢. Luego, por el lema 3.73,

x)dx = o z) |Jo(x)| dx.
L(A)f() /A(f o) () | T (z)|

Lema 3.75 Si el teorema 3.71 es cierto para ¢ : A — R" y para ¥ : B — R", donde
©(A) C B, entonces el teorema es cierto para o p : A — R™.

Demostracién. Usando la hipétesis de que el teorema 3.71 es cierto para ¢ y ¢ se
obtiene

r)dr = x)dr = o ) | Jw ()] dx
[ g = [ gwe= [ (ow) ) e

_ /A(foww(w)(uw!w)(w)!JsO(:v)!dw
_ /A<fo<ww>><w>u<ww><x>rdx,

donde en la dltima igualdad se usé la regla de la cadena (teorema 3.22). |
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Es conveniente considerar aqui la norma | - |, en R™ definida por
|2]oo = méx {|xy1|,...,|x.|}  para z=(21,...,2,) € R™

Esta norma es equivalente a la norma euclidiana | - |; de hecho (véase el ejemplo 3.33 en
Pérez et al. [25]),
|7|oo < |2| < nl|z|w  para todo z € R".

Esta norma tiene la conveniente propiedad de que en términos de ella, un cubo con centro
en p y lados de longitud 2[ se puede expresar como el conjunto {x € R" : |x — p| < 1}

Ahora, si T : R® — R" es el operador lineal con representacion matricial (a;;), definimos

IT)oo = max » " ay], (3.74)
J=1

1<i<n <

es facil ver (problema 1) que la funcién | - |, definida en (3.74) es una norma en L (R, R")
tal que
72|00 < |T|oo|®|eo  para todo xz € R™.

Si C = {x eR": |z —p|lo <1} es un cubo en el conjunto abierto A, entonces v(C) =
(20)" y, por el teorema del valor medio (teorema 3.27)

o) = i) = 30 52 (e rle)a =) (1= ). donde d < i) < 1.

Obtenemos asi que
o(2) = (D)l < Tméx|Dep(y)l ;

yeC

por lo tanto
o) c {z e o= plp)l < L Do) |
De esta manera, si ¢(C') tiene volumen, entonces

v (p(C)) < méx|De(y)| v(C). (3.75)

yeC

Para garantizar que ¢(C') tiene volumen, requerimos el siguiente resultado.

Lema 3.76 Sean U C R™ un conjunto abierto y acotado, y C' un conjunto con volumen tal
que C C U. Sip: U — R™ es una funcién inyectiva de clase C* con Jy(x) # 0 para todo
x € U, entonces (C) tiene volumen.
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Demostracién. Tenemos del corolario 3.69 que es suficiente demostrar que 0¢(C') tiene
volumen cero. Demostraremos primero que 0y(C) C v (9C). Consideremos pues z € 9y (C).

Para demostrar que x € v (0C) tomemos y = 1~ '(x). Debemos entonces demostrar que

y € oC.

Sea Vs(y) una bola abierta de radio § > 0 centrada en y con Vs(y) C U. Como ¢! es
continua, ¥ (V5(y)) es una vecindad abierta de = (véase el teorema 5.4 en Pérez et al. [25]).
Asi, debido a que x € 0¥(C),

(Vi) No(C)#0 vy Y (Vs(y) Ne(C) #0
Luego, por ser 9 inyectiva (véase el problema 5 de la seccién 1.2 en Pérez et al. [25]),
Vsl)nC#0 y Vily) NC°#0,
de manera que y € 9C. Aplicando este mismo argumento a 1!, vemos que de hecho,
O (C) = (9C).

Para demostrar que 1 (OC') tiene volumen cero, dado € > 0 consideremos rectangulos

Ry,...,Ry con 0C C vazl Ry Zf\il v (R;) < €. La ecuacién (3.75) muestra entonces que
1 (0C) es cubierto por rectangulos de volumen total menor que (méxxeuz_v_ R \Dz/;(x)|zo> €.
Por lo tanto ¢ (0C') tiene volumen cero. [

Demostracion del teorema 3.71. Sean 71" un operador lineal y S un conjunto con
volumen. Aplicando el lema 3.74 para la funcién g definida por

1, st zeTH9)
9(x) = { 0, si ¢ TS,

se obtiene que
v (T7HS)) = |det (T7")| v(S).

Notemos del lema 3.76 que S = ¢(C) tiene volumen para cualquier cubo cerrado C' en
A. Asi, de (3.75), el lema 3.75 y el uso de la regla de la cadena (teorema 3.22) obtenemos

n

|det (T71) | v (0(C) = v (T 'p(C)) < [gleég \T‘leO(y)}} v(C),
o equivalentemente

v(p(C)) < |det T [Teég ‘T_1D¢(y)}:| v(C). (3.76)
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Ahora, dado 6 > 0, dividamos el cubo C en cubos disjuntos Cf1,...,Cy; con lados de
longitud menor que ¢ y con centros en x1, ..., Z,, respectivamente. Aplicando (3.76) a cada
C; con T = Dy (z;) obtenemos

yeC.

(€)= 3 e )l { i [ ] Dot | (€

Como Dy(x) es una funcién (con valores matriciales) continua, [Dy(z)]" De(y) tiende a la
matriz identidad cuando z — y, y por lo tanto

{méx 1D ()] Dw<y>|}n <140906),

yel;

donde 7(0) — 0 cuando § — 0. Esto nos da

v ((C) < [L+n(0)] Z | Jop ()| v (C);

cuando § — 0 la suma de la derecha tiende a [, |Jo(x)| dz (véase el problema 4 de la seccién

3.8), y, en consecuencia
v(e(C) < [ 7o) de (377)

Examinando detalladamente la demostracion del lema 3.73 y recordando que f(z) = 0 para
x € B¢, se sigue de (3.77) que

(2)dx < / (f 09) () [ o)) da. (3.78)

©(4)

Aplicando (3.78) a la funcién (f o ¢) |Jo| en lugar de f, ¢! en lugar de ¢ y ¢(A) en lugar
de A, obtenemos

/A (fop) (@) | Tp@) dz < / ooy )| (eer™) )] o) ds

)
= " f(z)dx, (3.79)
)

donde en la igualdad se usé el teorema de la funcién inversa (teorema 3.45).

El resultado deseado se sigue de (3.78) y (3.79). n
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Veremos ahora tres casos particulares, muy socorridos, de la férmula del cambio de va-
riables en la evaluaciéon de integrales, usando:
i) coordenadas polares,
ii) coordenadas esféricas, y
iii) coordenadas cilindricas.

En el caso i), la funcién que cambia de coordenadas polares a las coordenadas rectan-
gulares es
o(r,0) = (rcosf,rsend), r>0 'y 0<6<27.

En este caso, la imagen bajo ¢ del conjunto U = {(r,0) : r > 0,0 < § < 27} es
o(U) =R* — {(2,0): 2 > 0}.

Aunque la imagen de esta funcién excluye al eje x no negativo, este conjunto es de medida
cero, ya que es un subconjunto de un conjunto de medida cero (véase el problema 3 de la
seccién 3.9), por lo que no afecta al valor de una integral (véase el problema 8 de la seccién

3.9).

Notemos que la funcién ¢ es inyectiva y de clase C! con

senf rcosf

cosf@ —rsenf
Jo(r, ) = det =r.

Por lo tanto Jp(r, ) # 0 para todo (r,6) € U y asi, la férmula del cambio de variables puede
ser usada; y en este caso tiene la forma:

/ f(x,y)dxdy = / f(rcosO,rsen®)rdrdd, (3.80)
©(A) A

para todo conjunto abierto y acotado A C U, con volumen, tal que |Jo| y ﬁ son acotadas

sobre A, p(A) tiene también volumen y f : ¢(A) — R es acotada y Riemann integrable
sobre p(A).

En el caso ii), la funcién que cambia de coordenadas esféricas a las coordenadas
rectangulares es (véase la figura 3.3)

o(r,¢,0) = (rsengcosf,rsenpsend,rcosgp), r>0, 0<op<nm y 0<6<2m.

En este caso, la imagen bajo ¢ del conjunto U = {(r,¢,0) :r > 0,0 < ¢ < 7,0 < 0 < 27}
es
o(U)=R>*—{(2,0,2) : 2 >0}.
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(%9, 2)

v

xr
Figura 3.3: Cambio de coordenadas esféricas a coordenadas rectangulares.

Aunque la imagen de esta funcién excluye a la parte del plano xz con = > 0, este conjunto es
de medida cero, ya que es un subconjunto de un conjunto de medida cero (véase el problema
4 de la seccién 3.9), por lo que no afecta al valor de una integral (véase el problema 8 de la
seccién 3.9).

Notemos que la funcién ¢ es inyectiva y de clase O con

senpcos) rcos¢pcos —rsengpsend
Jo(r,¢,0) = det |sendsen® rcosgsend rsenpcosd | =r?seno.
cos ¢ —7rsen ¢ 0

Por lo tanto Jp(r, ¢,0) # 0 para todo (r,¢,0) € U y asi, la formula del cambio de variables
puede ser usada; y en este caso tiene la forma:

/ f(z,y, z)dzdydz = / f (rsen¢cosf,rsen¢gsenf,rcos @) rsen pdrdpdd,  (3.81)
©(A) A

para todo A C R3 que satisfaga las condiciones del teorema 3.71. La férmula (3.81) es de
utilidad para evaluar integrales triples cuando hay simetria esférica (simetria alrededor de
un punto).

Finalmente, en el caso iii), la funcién que cambia de coordenadas cilindricas a las
rectangulares es (véase la figura 3.4)

o(r,0,z) = (rcosf,rsenf,z), r>0 0<6<2r y z€eR
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Claramente ¢ es una funcién inyectiva y de clase C! sobre

A
z

(%9, 2)

v

x

Figura 3.4: Cambio de coordenadas cilindricas a coordenadas rectangulares.
U={(r,0,z):r>0,0<6<2m,—00< 2z <00} con

cosf —rsenf 0O
Jo(r,0,z) =det [senf rcosf® 0| =r,
0 0 1

de manera que la formula del cambio de variables para este caso nos da:
/ f(x,y, z)dzdydz = / f(rcosf,rsend, z) rdrdfdz, (3.82)
e(A) A

para todo A C R3 que satisfaga las condiciones del teorema 3.71. La férmula (3.82) es de
utilidad para evaluar integrales triples cuando hay simetria cilindrica (simetria alrededor de
una recta).

En los siguientes ejemplos, usando las férmulas (3.81) y (3.82) obtendremos las férmulas
para el volumen de una esfera sélida y de un cilindro sélido.

Ejemplo 3.77 Sea B la bola abierta en R3 con centro en el origen y de radio R > 0.
Notemos que

B={(z,y,2) e R’ : 2* + y* + 2> < R*}
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es la imagen bajo p(r, ¢, 0) = (rsen¢cos,rsen psenf, rcos ) de
A={(r,¢,0) :0<r<R0O<f<2m0< ¢ <7}

(excepto por los puntos de B sobre el plano xz con x > 0). Asi, de (3.81) obtenemos (con

f=1)
drdydz = r sen ¢drdodd = - 2 sen ¢pdrdpdd
B
= / / sen pdpdl = [ (cosm — cos0)] /027T do

At R3
7

Ejemplo 3.78 Sea C' el cilindro sélido de radio R y altura H centrado en el origen. Como

la frontera de C' tiene medida cero, lo mismo que un conjunto con un unico punto, podemos
suponer que

H H
C:{(:U,y,z)€R3:0<$2+y2<R2,—3<z<5},

el cual es la imagen bajo p(r,0,z) = (rcos@,rsend, z) de
H H
A:{(r,9,2)20<7‘<R,O<6<27T,—§<z<§}

(excepto por los puntos de C sobre el eje x no negativo). Asi, de (3.82) obtenemos (con

f=1)
% 2m R
/dxdydz = /rdrd@dz:/ / / rdrdfdz
c A -ZJo Jo
2 a 2m
- 5/2/ d@dz:wRQ/ dz
2 J-gJo -4

= wHR2

vl

Problemas

1. Demuestre que la funcién |- |« : L (R™",R") — R definida por (3.74) es una norma que
cumple

72|00 < |T|oo|®|eoe  para todo xz € R™.
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2. Sea B la regién del plano limitada por las curvas oy = 1, 2y = 4, 22 —¢y?> = 1y

2? — 3% = 9. Evalue la integral

/ (:L‘2 — yQ) dxdy.
B
3. Sea B C R? el anillo centrado en el origen de radio interior 1 y radio exterior 2. Evalue

la integral
/ ety dzxdy.
B

4. Sea B el sélido limitado por las esferas 2% + 3* + 22 = 1 y 2% + y? + 22 = 4. Evalue la
integral

/ (ZL‘2 + 9y + 22) dxdydz.
B

5. Evalue la integral

2 13 pr/9—y?
/ / V2 4+ y?dxdydz.
—2Jo Jo



Capitulo 4

Integrales impropias de Riemann

4.1. Tipos de integrales impropias de Riemann

Recordemos que la integral de Riemann (para funciones de una variable) se define para
funciones con valores reales, definidas y acotadas, sobre intervalos compactos. La teoria de
la integracion impropia de Riemann considera situaciones en donde la funcién no es acotada
sobre el intervalo de integracion, el intervalo de integracién no es acotado o ambas cosas.

Definicién 4.1 (Integrales impropias de Riemann del primer tipo)
i) Dado a € R, sea f : [a,00) = R una funcion tal que f € Rla,c| para todo ¢ > a. La
integral impropia de Riemann de f sobre [a,00) es definida como

/ f(z)dz == lim [ f(z)dz

Cc—00 a

cuando el limite de la derecha exista en R, en cuyo caso diremos que faoo f(z)dz es conver-
gente. En caso contrario diremos que la integral es divergente.

ii) Dado b € R, sea f : (—00,b] = R una funcion tal que f € R|e,b] para todo ¢ < b. La
integral impropia de Riemann de f sobre (—oo,b] es definida como

b b
/_ f(z)dz = cgr_noo f(z)dz

cuando el limite de la derecha exista en R, en cuyo caso diremos que f_boo f(z)dz es con-
vergente. En caso contrario diremos que la integral es divergente.

iii) Dado c € R, sea f: R — R una funcidn tal que f € Rla,c| para todo a < ¢ y f € Rlc,b]
para todo b > c. La integral impropia de Riemann de f sobre R = (—00,0) es definida
como

00 c b
/ f(z)dr := lim f(x)dx—i—blim/ f(z)dx

a—r—0o0 a

168
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cuando los limites de la derecha existan en R, en cuyo caso diremos que ffooo f(z)dz es

convergente. En caso contrario diremos que la integral es divergente. En cualesquiera de
los casos i), i) o iii) diremos que f es una integral impropia de Riemann del primer
tipo.

Observaciéon 4.2 i) La convergencia de ffooo f(x)dx requiere la convergencia por separado
de ffoo f(z)dz y de fcoo f(z)dz, la cual es una condicion mds fuerte que la existencia del
limite lim, o0 ffa f(z)dz. Consideremos por ejemplo, la funcion identidad, f(x) = x, de
R en R. En este caso lim,_, [* f(x)dz = 0, pero lim,, o fao f(@)de y limg o [3 f(2)da
divergen a oo.

ii) La convergencia de ffooo f(x)dx es independiente de c. En efecto, supongamos que las

integrales ffloo f(@)dz y [° f(z)dx son convergentes para d < c. Entonces

c b
lim [ f(z)dz + lim/ f(z)dz

a—oo [, b—o0

~ lim [/adf(m)d:er/dcf(x)dx} + lim Udbf(a;)dx—/dcf(x)dx]
d b

= lim flz)de + lim | f(z)dz.
a—oo [, b—oo 4

El caso en que ¢ < d es andlogo.

Ejemplo 4.3 Sea p # 1. Entonces

“1 xlP e cl=p 1
1@ _1—p1_1—p_1—p
yparap =1,
cl .
/—dlena:‘lzlnc—lnlzlnc.
1T
Como
o | C 01 L > 1
im - =— ara
S l1=p  1—p -1 p p )
cl-r 1
lim ———| =00 para p<1 Y lim Inc = o0 para p =1,
c— 00 1—p 1—p c—00

tenemos que la integral impropia de Riemann del primer tipo floo x—lpdx es convergente Si

. . . 0 1 1
solo si p > 1; en cuyo caso fl —dr = o1
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Definicién 4.4 (Integrales impropias de Riemann del sequndo tipo)
i) Dados a,b € R con a < b, sea f : (a,b] — R una funcion tal que f € Rlc,b] para todo
c € (a,b), pero que f(at) € {—o0, +00}. La integral impropia de Riemann de f sobre
la,b] es definida como
b b

/ f(x)dx = lggll f(z)dx
cuando el limite de la derecha exista en R, en cuyo caso diremos que ff f(z)dz es conver-
gente. En caso contrario diremos que la integral es divergente.
ii) Dados a,b € R con a < b, sea f : |a,b) — R una funcion tal que f € Rla,c| para todo
c € (a,b), pero que f(b™) € {—o0,4+00}. La integral impropia de Riemann de f sobre
la,b] es definida como

/abf(x)dx = lim /acf(x)dx

cTb

cuando el limite de la derecha exista en R, en cuyo caso diremos que ff f(z)dz es conver-
gente. En caso contrario diremos que la integral es divergente.

iii) Dados a,b,c € R cona < c<b, sea f: (a,b) = R una funcion tal que f € R|d,c| para
todo d > a y [ € Rc,e] para todo e < b, pero que f(a™), f(b™) € {—o0, +o0}. La integral
impropia de Riemann de [ sobre [a,b] es definida como

b c e
/ f(z)dz = h'm/ f(:v)d:v—l—h’m/ f(z)dz
u dla J, b J.,
cuando los limites de la derecha existan en R, en cuyo caso diremos que ff f(z)dz es con-
vergente. En caso contrario diremos que la integral es divergente.

iv) Sea ¢ € (a,b) tal que f € Rla,d] para todo d € (a,c) y f € Rle, b] para todo e € (¢,b), pe-
ro que f(x) tiende a +00 0 —oco cuando x tiende a c. La integral impropia de Riemann
de f sobre [a,b] es definida como

/abf(x)dx = lim /adf(x)dx +lim /ebf(x)dx

cuando los limites de la derecha existan en R, en cuyo caso diremos que fab f(z)dx es con-
vergente. En caso contrario diremos que la integral es divergente.

v) Sea ¢ € (a,b) tal que f es Riemann integrable en [c,b] y también en todo subintervalo
cerrado de [a,c), pero f(c™) € {—o0,+0o0}. La integral impropia de Riemann de f
sobre [a,b] es definida como

/abf(x)dx = lé’gl /adf(x)dx + /cbf(x)dx,
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cuando el limite de la derecha exista en R, en cuyo caso diremos que f; f(z)dz es conver-
gente. En caso contrario diremos que la integral es divergente.

vi) Finalmente, sea ¢ € (a,b) tal que f es Riemann integrable en |a,c| y también en todo
subintervalo cerrado de (c,b], pero f(ct) € {—o0,+o0}. La integral impropia de Rie-
mann de f sobre [a,b] es definida como

b c b
/af(x)dx ::/af(ac)da:%—lg? f(z)dz

e

cuando el limite de la derecha exista en R, en cuyo caso diremos que f:f(x)dx es con-
vergente. En caso contrario diremos que la integral es divergente. En cualesquiera de los
casos i)-vi) diremos que f es una integral impropia de Riemann del segundo tipo.

Observacién 4.5 En la definicion 4.4 iii), la convergencia de fab f(z)dz es independiente

de ¢, es decir, si d € (a,b) es tal que facl f(z)dx y fclj f(z)dz convergen, entonces

/abf(ac)dac:/aC/f(x)dan/C/bf(x)dx.

La demostracion es similar a la dada en la observacion 4.2 ii).

Ejemplo 4.6 Sea p > 0. Entonces para p # 1,

1 P 1 1 clp
—dx = = —
. aP l—ple 1—p 1-—p
y para p =1,
1y .
—da::lnﬂ =Inl—Inc=—Inc.
(& z ¢
Como
Ii ! c ! 0<p<l1
im — = ara
o [1—p 1—p 1—p b ==
1 ct P
lggl LTP_ 1—p} =00 para p>1 gy lgig(—lnc) =00 para p=1,

tenemos que la integral impropia de Riemann del sequndo tipo fol xipd:c es convergente si y

7/ . 1
solo si 0 < p < 1; en cuyo caso fo m—lpdx = l%p.
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A las “combinaciones”de integrales impropias de Riemann del primer y segundo tipo,
les llamaremos integrales impropias de Riemann del tercer tipo. Asi, por ejemplo, si
para a,b € R con a < b, se tiene que f(a™) es +00 0 —00, f € R[e, b] para todo ¢ € (a,b) y
f € R[b,d] para todo d > b, entonces la integral impropia de Riemann del tercer tipo

/:o f(z)dx == /abf(:c)da: + /boo f(x)dx

cuando las integrales impropias del primer y segundo tipo de la derecha son convergentes, en

es definida como

. o0 . . .
cuyo caso diremos que [ f(x)dx es convergente. En caso contrario diremos que la integral
es divergente.

Problemas

1. Determine la convergencia o divergencia de las siguientes integrales impropias del pri-
mer tipo.

fooo cos xdz.
b) [ e "da.

) o et da.
d) [7 e lda.

(@]

2. Determine la convergencia o divergencia de las siguientes integrales impropias del se-
gundo tipo.

a) fol Inzdz.

b) fo 3 .
c)f (:L’—I—Q) 5 da.

d) f2 [z — —2)_2] dx.

4.2. Criterios de convergencia para integrales impro-
pias del primer tipo

Notando la analogia entre la convergencia o divergencia de una integral impropia de
Riemann con la convergencia o divergencia de una serie, es de esperarse, como lo veremos en
esta seccion, la existencia de criterios de convergencia para integrales impropias analogas a
los criterios de convergencia para series. Con el propdsito de simplificar nuestra exposicion,

formularemos los resultados unicamente para integrales impropias de la forma faoo f(z)dx
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a € R; aunque, obviamente, se tienen resultados andlogos para las demas integrales impropias
del primer tipo.

El mas sencillo de los criterios de convergencia se refiere al caso de integrandos positivos.

Proposicién 4.7 Sea f : [a,00) = R una funcion no negativa tal que f € Rla,b] para todo

b > a. Entonces faoo f(z)dz converge si y sélo si existe una constante M > 0 tal que

b
/ flz)de < M para todo b > a. (4.1)

Demostracién. Notemos que f; f(z)dz es una funcién no decreciente de b. Luego

/Oof( da::hm f( as—sup/f Ydx € [0, 00)

b>a

si y solo si existe M > 0 tal que (4.1) se cumple. [ |

El siguiente criterio de convergencia se puede demostrar mediante una aplicacion de la
proposiciéon 4.7, por lo que los detalles de su prueba se dejan como ejercicio al lector.

Proposicién 4.8 (Criterio de comparacion para integrales impropias del primer tipo) Sean
fyg:]a,00) = R, con g no negativa, tales que |f|, g € Rla, c| para todo ¢ > a. Si existe B > a

tal que |f(x)| < g(x) para todo x > B y faoo g(x)dx es convergente, entonces faoo |f(x)|dz es
convergente.

Proposicién 4.9 (Criterio del cociente para integrales impropias del primer tipo) Sean f, g
[a,00) >R con f>0yg>0.5i

f(z)

lim ——= =, donde 0 < ¢ < 00,
z—o0 g(1)

entonces faoo f(z)dx es convergente si y solo si faoog(x)dm lo es.

Demostraciéon. Supongamos que faoo f(x)dx es convergente. Por hipdtesis, para € = §,

existe B > a tal que

——c

.l’
.’E

< 5 para todo = > B,

o equivalentemente

Lg 37 para todo = > B. (4.2)

l\3|Q
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De esta manera, g(x) < (%) f(z) para todo = > B, y asi, por la proposicién 4.8, se sigue que

[ g(x)dz es convergente.

Supongamos ahora que faoo g(x)dx es convergente. De (4.2) obtenemos que

3c

f(z) < <5> g(x)  paratodo xz > B,

y entonces, nuevamente por la proposicion 4.8, obtenemos que faoo f(x)dx es convergente. m

Ejemplo 4.10 Consideremos la integral impropia

*
— R.
/0 Aty dx, donde p €

Sean f(x) = a7 Y g(z) = = para © > 0, entonces

‘;C((i)) = i ipx)l’ —1 cuando x — 00.

& 1 * 1
/ S / iz,
o (x+1)p1 e

se sigue del ejemplo 4.3 y la proposicion 4.42 que fooo ﬁdw converge si y solo si p > 2.

Como

Al igual que para series, se tiene la siguiente definicion.

Definicién 4.11 Sea faoo f(z)dx una integral impropia.

i) Si faoo |f(z)|dz es convergente, diremos que la integral impropia faoo f(x)dx es absoluta-
mente convergente.

it) Si [ f(x)dx es convergente, pero [ |f(x)|dx = oo, diremos que [ f(x)dx es condi-
ctonalmente convergente.

En el caso i) se dice también que f es absolutamente integrable sobre [a, o).

Ejemplo 4.12 Sea f : [0,00) — R definida por

sy =3 T @)

n=1
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Notemos que

Aaﬂ@mﬁiAv@Wm+Aﬁﬂ@MA~~+A:f@Mm:1—%+'“+V4VH1‘M&

n

Asi, si b > 0, tomando n € N tal quen —1 < b < n obtenemos que

n—1 b n
/ f(z)dz §/ flz)dz < / f(z)dz  si n es impar, (4.4)
0 0 0

/On flz)dx < /Obf(x)dx < /On_lf(x)d;c si n es par. (4.5)

Por el criterio de las series alternantes (véase la proposicion 2.76 en Pérez et al. [25]), la

serie 220:1 (_IT)ZLH converge, digamos a S. Mostraremos que fooo f(x)dx = S.

Sea € > 0, de (4.3) observamos que ezxiste N € N tal que

/ f(x)dx—5‘<e para todon > N — 1.
0

Dado b > N, sean € N tal quen —1 < b < n. Entonces de (4.4) y (4.5), se sigue que

/Obf(x)dx—S' < méx{ /Onf(a:)dx—s“} <e

Por lo tanto fooo f(z)dz es convergente. Sin embargo, como

Y

/On—l f(x)dx — S

" 1 1
T i
/0 |f(x)|dx +2+ —i-n

y la serie armdnica Y - | + diverge a oo, entonces

| @i = o

’ oo .
Tenemos asi que fo f(x)dx es condicionalmente convergente.

Para demostrar que la convergencia absoluta de una integral impropia implica su con-
vergencia, requerimos el siguiente resultado.
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Lema 4.13 Si F : [a,00) — R, entonces lim,_,, F'(z) existe si y sdlo si para cada € > 0,
eriste B > a tal que
|F(z) — F(y)| <e  para todo x,y > B.

Demostracién. Supongamos que lim, ., F'(z) existe, digamos lim,_,., F'(z) = S. En-
tonces, dado € > 0, existe B > a tal que

|F(z) — S| <§ para todo x > B.

Luego,

€

|[F(x) = Fy)l < |F(z) = S|+ |F(y) - S| < §+ :

=¢ paratodo x,y > B.
Para el reciproco, consideremos una sucesiéon {z,} en R con limz, = oo. Entonces,
tomando N € N tal que z,, > B para todo n > N, obtenemos
|\F (z,) — F (x,,)| <e  paratodom,n > N,

y asi, {F (z,)} es una sucesién de Cauchy en R, y por lo tanto converge; digamos a ¢ € R. Co-

mo esto es vélido para cualquier sucesién en R que diverge a 0o, se sigue que lim,_,, F'(z) = c.
[ |

Proposicion 4.14 Si la integral impropia faoo f(z)dz es absolutamente convergente, enton-
ces es convergente.

Demostracion. Dado € > 0, se tiene por el lema 4.13 que existe B > a tal que

z Yy
/ | f(t)]dt —/ ]f(t)\dt‘ <€ paratodo z,y > B.

Entonces
/ f(t)dt _/ f(t)dt‘ = / f(t)dt‘ < / ]f(t)|dt' <€ paratodo x,y > B.
Asi, el resultado se sigue aplicando nuevamente el lema 4.13. [ ]

Finalizaremos esta seccién con un criterio que relaciona la convergencia de una serie de
nimeros reales no negativos con la convergencia de una integral impropia del primer tipo.

Proposicién 4.15 (Criterio de la integral) Sea f una funcion no negativa y decreciente en
[1,00). Entonces la serie > ., f(n) converge si y sélo si la integral impropia [~ f(x)dx
converge.
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Demostracién. Como f es mondtona decreciente, se sigue del teorema 1.9 que f €
R[1,b] para cualquier b > 1. También, claramente
k
f < [ @ < f—1), k=23,

k-1

Por lo tanto, para cualquier n € N

FO+ @)+ 1) < [ fo)ds < FO)+ @)+ o+ fn - ).

Como f es no negativa, esto demuestra lo deseado. [ ]

Problemas

1. Demuestre la proposicion 4.8.

2. Demuestre lo siguiente.
a) Si en la proposicién 4.42, ¢ = 0, entonces la convergencia de faoo g(x)dx implica la

de faoo f(x)dx. En este caso, mediante un contraejemplo, demuestre que el reciproco

no es valido.
b) Si en la proposicién 4.42, ¢ = oo, entonces la divergencia de faoo g(x)dx implica la

divergencia de [ f(z)dx

3. Determine si las siguientes integrales impropias son convergentes o no.

) )" 7

b) [~ 1 $5+
) [, mdw
) J7° e
4. Determine el valor de o para el que la integral impropia f;o (m‘jjfl o +1) dx es con-
vergente y calcule su valor.
5. Determine los nimeros naturales n para los que la integral I, = fo i —L_dz es conver-

gente. Determine el limite de la sucesion J,, = f1 ——dz cuando n — oo y uselo para

1+ n
obtener el limite de I,,.

6. Si faoo f(z)dz es absolutamente convergente, demuestre que

| @l < [T @i
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COS T
xP

7. Demuestre que la integral impropia floo dx es absolutamente convergente parap > 1

y condicionalmente convergente para 0 < p < 1.

4.3. Criterios de convergencia para integrales impro-
pias del segundo tipo

Al igual que en la seccién anterior, con el propdsito de simplificar nuestra exposicion,
formularemos los resultados tnicamente para integrales impropias del segundo tipo de la
forma f;f(x)dx, —00 < a < b < o0, donde f(b") es +00 0 —o0 y f € Rla,c| para
todo ¢ € (a, b); aunque, obviamente, se tienen resultados andlogos para las demds integrales
impropias del segundo tipo.

Las tres proposiciones siguientes son los respectivos analogos de las proposiciones 4.7,
4.8 y 4.42 para el caso de integrales impropias de Riemann del segundo tipo. A manera
de ilustracion daremos la demostracién de la tercera (criterio del cociente para integrales
impropias del segundo tipo).

Proposicién 4.16 Sea f : [a,b) — R una funcion no negativa tal que f € Rla,c| para todo
c€ (a,b) y f(b™) = oco. Entonces fab f(z)dz converge si y solo si existe una constante M > 0

tal que
/ flz)de < M  para todo a < ¢ < b.

Proposicién 4.17 (Criterio de comparacion para integrales impropias del sequndo tipo)
Sean f,g : [a,b) — R, con g no negativa, tales que |f|,g € Rla,c] para todo ¢ € (a,b) y
|f(z)|,9(x) — o0 cuando x 1 b. Si existe B € [a,b) tal que |f(z)| < g(z) para todo x € [B,b)

Yy fabg(x)dx es convergente, entonces fab |f(x)|dx es convergente.

Proposicién 4.18 (Criterio del cociente para integrales impropias del sequndo tipo) Sean
fig : [a,b) = R, con f >0y g > 0, tales que f,g € Rla,c| para todo ¢ € (a,b) y
f(x),g(x) — oo cuando x T b. Si

@)

m—-= =c¢, donde 0 < ¢ < 00,
xzTb g(l’)

entonces fabf(x)dx es convergente si y sélo si f; g(x)dx lo es.



CAPITULO 4. INTEGRALES IMPROPIAS DE RIEMANN 179

Demostraciéon. Supongamos que fab f(x)dz es convergente. Por hipétesis, para € = £,

existe 6 > 0 tal que
< —  paratodo z € (b—4,b),

——c

I’
J]

o equivalentemente
Lx; % para todo = € (b — 9,b). (4.6)
x

De esta manera, g(z) < (2) f(z) para todo z € (b—4,b), y asi, por la proposicién 4.17 (con

C

l\DIo

B =0b—0), se sigue que f;g(ac)dx es convergente.

Supongamos ahora que fab g(x)dx es convergente. De (4.6) obtenemos que

f(z) < (%C> g(x)  paratodo x € (b—0,b),

y entonces, nuevamente por la proposiciéon 4.17, obtenemos que f; f(z)dz es convergente.
[ |

Ejemplo 4.19 Consideremos la integral impropia

/0 1 ﬁdw.

Como x® — 1= (x — 1)(2* + x + 1), tenemos que

ol

W=

., (zr—=1)3 1 (1)3
lIm———=llm—— = (=] .
el (23— 1) oMl (22424 1)3 3

Luego, debido a que la integral impropia fol ﬁdm es convergente (véase el ejemplo 4.6),

se sigue de la proposicion 4.18 que fol ﬁdw es convergente.

Los conceptos de convergencia absoluta y convergencia condicional para integrales im-
propias del segundo tipo es andloga a la de integrales impropias del primer tipo (s6lo debe
cambiarse oo por b); y al igual que en ese caso, si una integral impropia del segundo tipo es
absolutamente convergente, entonces es convergente.
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Problemas

1. Demuestre lo siguiente.

a) Si en la proposicién 4.18, ¢ = 0, entonces la convergencia de ff g(x)dx implica la de

b
[ f(x)da.
b) Si en la proposicién 4.18, ¢ = oo, entonces la divergencia de f;g(x)dm implica la

divergencia de f; f(z)dx.

2. Determine si las siguientes integrales impropias son convergentes o no.

a) fog L_dx.

CosxT

b) [y <td.

c) fol In () da.
d) [} iz gy,

11—z

3. Determine los valores de «, f > 0 para los cuales la integral impropia fol mdx es

convergente.

4. Demuestre que

1
¢
h'mx/ St — 1.
.t

L Es la integral impropia fol “3dz convergente o divergente?

4.4. Ejemplos de convergencia para integrales impro-
pias del tercer tipo

Recordemos que una integral impropia del tercer tipo se puede descomponer en una
suma de integrales impropias del primer tipo e integrales impropias del segundo tipo. De
esta manera, la integral impropia converge, si cada uno de los sumandos es una integral
impropia convergente; y diverge, si al menos uno de los sumandos es una integral impropia
divergente. En estos casos, entonces, se hace uso de los criterios de convergencia tanto de
integrales impropias del primer tipo como del segundo tipo.

Ejemplo 4.20 Consideremos la integral tmpropia

/°° f(z)dz, donde f(x) = ., x>0.
0
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Como f(07) = o0, f € Rle, 1] para todo ¢ >0 y f € R[1,d] para todo d > 1, tenemos que

o - 1 —=z © _—x
e (& e
/ 1d93:/ ldz—i—/ —d.
0 T3 0 X3 1 xT3
e—l

Ahora, como 0 < ¢+ < % para todo 0 < x < 1 y fol Ldr es convergente (véase el
x3 x3

x3

ejemplo 4.6), se sigue del criterio de comparacion para integrales impropias del sequndo
tipo (proposicion 4.17) que fol € dx es convergente. También, debido a que 0 < ¢+ < e~
x3 xr3

T

para todo x > 1 vy floo e "dx es convergente (véase el problema 1 b) de la seccion 4.1), se

sigue del criterio de comparacion para integrales impropias del primer tipo (proposicion 4.8)
e

—dx es
3

que floo j—;dx es convergente. Por lo tanto la integral impropia del tercer tipo fooo

convergente.

Ejemplo 4.21 Sean p,q > 0. Consideremos la integral impropia

o 1
dz.
/0 xp—l—:vqx

Andlogamente al ejemplo 4.20, obtenemos aqui que

> 1 L Sl |
dr = dr + dz.
o xP 4zt o TP+ x4 1 TP+

Notemos que para p = q, la convergencia de la integral impropia del sequndo tipo fol ﬁ

1
2xP

excluye la del primer tipo floo dx y viceversa (véase los ejemplos 4.3 y 4.6).

Supongamos ahora que p < q. Como zP + x? = xP(1 4+ x97P), tenemos que

, P , 1
lim =lim-——
0 xP + x4 zl0 1 4 x97P

Luego, debido a que la integral impropia fol xipdx converge si y solo s1 0 < p < 1, se sigue de
la proposicion 4.18 que fol Ip—}rﬂd:r; converge para 0 < p < 1.

Ahora, debido a que xP 4+ x7 = 29(1 + 2P79),

x? , 1

1m
z—o0 P 4+ x4 z—o0 | 4+ xP—4

Como la integral impropia floo x—lqu converge si y solo st q > 1, se sigue de la proposicion

4.42 que floo ﬁdw converge para q > 1.
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Notado la simetria en p y q del integrando, concluimos que la integral impropia fooo xp—}rﬂdx

converge en cualesquiera de las siquientes dos situaciones:
O<p<l y g>1 o0 p>1 9y 0<qg<l;

y diverge en cualquier otro caso.

Ejemplo 4.22 Consideremos la integral impropia

>~ 1
/ o $dx. (4.7)

—00

En este caso tenemos que

/wld—/11d+/01d+/éld (4.8)
_oon—xx_ _OOxQ—a:x _1x2—xx 0 22— .

Para que la integral impropia del tercer tipo (4.7) sea convergente, cada una de las integrales
impropias del primer tipo, sequndo tipo, sequndo tipo, sequndo tipo, sequndo tipo y tercer
tipo, respectivamente, de la parte derecha de (4.8) deben ser convergentes. Sin embargo,
como x* —x = x(x — 1),

X
lim = lim =-1
J:M).%Q—Z' zl0 x — 1

1 1
Y f02 %dx es divergente (véase el ejemplo 4.6), se sigue de la proposicion 4.18 que f02 x21_xdx

es divergente. Por lo tanto, la integral impropia del tercer tipo (4.7) es divergente.

Ejemplo 4.23 Consideremos la integral impropia

/ "N (4.9)
0

X

Aparentemente, el integrando muestra una singularidad en x = 0; sin embargo, por la regla

de I’Hopital, tenemos que
sen x

lim = limcosz =1,
x0 xT z0

de manera que para f(x) = 22 2 > 0, tenemos que f(07) = 1, y as?, la integral (4.9) es,

en realidad, una integral impropia del primer tipo.
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Definiendo

tenemos que f € R[0,1]. Luego

0 1 0
/ Se”dx:/ f(x)dx—i—/ BT dr.
0 x 0 1 r

De esta manera, para determinar la convergencia de la integral (4.9), basta con demostrar

RLdx es convergente.

que la integral impropia floo -

Usando integracion por partes, puede verse que para todo ¢ > 1 se cumple

C Cc
sen x COs C CoS X
/ da::———l—cosl—/ dzx.
1 1

T c 2

Por lo tanto

x 2

/ XY 4z = cos1— / L . (4.10)
1 1

Cos T
x2

Como floo x%d:c es convergente (véase el ejemplo 4.3) y ‘ | < :%2 para todo x > 1, se

©SZdx es convergente (absolutamente) y asi, de (4.10),

sigue por la proposicion 4.8 que floo >

o0
obtenemos que f1 = Edx es convergente.

Problemas

1. Demuestre que la integral impropia del ejemplo 4.23 no es absolutamente convergente.

2. Determine si las siguientes integrales impropias son convergentes o no.

2) Jo~ T
0 1
b) [, VIR

) [o° = tda.

3. Determine los valores de a € R para los cuales la integral impropia fooo rte "dr es
convergente y los valores para los cuales es divergente.

4.5. Funciones definidas por integrales

En esta secciéon analizaremos algunas propiedades de funciones que son definidas por
medio de integrales ordinarias de Riemann y funciones que son definidas por integrales



CAPITULO 4. INTEGRALES IMPROPIAS DE RIEMANN 184

impropias de Riemann; y aplicaremos tales propiedades para obtener el limite de algunas
integrales impropias de Riemann convergentes.

Sean a,b,c,d € R con a < by ¢ < d. Claramente, si f : [a,b] X [¢,d] — R es continua,
entonces f(-,t) es una funcién continua en [a, b] para cada t € [c,d] fijo; y también f(x,-)
es continua en [c,d] para cada x € [a,b] fijo. De esta manera, f(x,-) € R[e,d| para cada
x € |a, b]. Podemos asi, definir

I(2) = / ft)dt,  welab] (4.11)

La demostracion del siguiente resultado es sencilla y se deja como ejercicio al lector.
Proposicién 4.24 La funcion I : [a,b] — R definida en (4.11) es continua.

Observacién 4.25 Por el corolario 3.59, se sigue que

/j[(:v)dx— /cddt/jf(x,t)dx

para cualesquiera o, B € [a,b], a < .

El siguiente teorema es un caso particular del teorema 3.19 (véase la observacién 3.20 y
témese F'(t) =t para todo t € [c,d]).

Teorema 4.26 Si % existe y es continua en [a,b] X [c,d], entonces I es diferenciable en
la,b] e
d af

I'(z) = %(x,t)dt.

c

Ejemplo 4.27 Dado b > 0, consideremos la funcion

b
1
I(z) :/ 5dt, x> 0.
0o T+1

Del teorema 4.26 se sigue que

b
I'(z) = —/0 (—dt para todo x > 0.



CAPITULO 4. INTEGRALES IMPROPIAS DE RIEMANN 185

Luego

S

FEs facil ver que I(x) = 75 arctan \%; yasi I'(z) = —%x% (arctan =+ - ) Por lo tanto

En particular,
b
1 1 1
——dt = - | arctanb + —— | .
/0 (1+¢2)° 2( 1+b2)

Consideremos ahora a,b,¢ € R con a < b. Si f : [a,b] X [¢,00) — R es continua, entonces
f(-,t) es una funcién continua en [a, b] para cada t > ¢ fijo; y también f(x,-) es continua en
[c,00) para cada = € [a,b] fijo. De esta manera, para cada x € [a,b], f(x, ) € Rlc,d] para
todo d > ¢. Si para cada = € [a, b], fcoo f(z,t)dt es convergente, podemos entonces definir la

funcion

I(x):/oof(x,t)dt, € lab. (4.12)

Proposicién 4.28 Si [ f(-,t)dt converge uniformemente, en [a,b], a la funcidn I definida

en (4.12), entonces I es continua.

Demostracién. Sea ¢ > 0. Como [ f(-,¢)dt converge uniformemente a I, existe d > ¢
tal que

d €
‘](:p) —/ f(:):,t)dt‘ <3 para todo x € [a,b]. (4.13)

Fijemos ahora y € [a,b]. Debido a que f es continua en [a,b] X [¢, 00), existe § > 0 tal que

|f(y,t) — f(z,t)] < 30— o) cuando |y — x| < 0. (4.14)

De (4.13) y (4.14) obtenemos

1)~ 1()] < ‘I(y) -/ df(y,wdt\ ¥ \I(x) -/ df(m)dt\ - F@t) - F )] dt < c

cuando |y — z| < 0. Como y € [a, b] es arbitrario, se concluye entonces que I es continua. m
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Proposicién 4.29 Bajo las hipotesis de la proposicion 4.28, se tiene que

/jd:c/:o f(xat)dtZ/coodt/jf(m,t)dx (4.15)

para cualesquiera o, § € [a,b], a < G.

Demostracién. Para cualquier d > ¢, se sigue del corolario 3.59 que

/cddt/j f(z,t)de = /j (/jf(:c,t)dt) dx

para cualesquiera «, 5 € [a,b], a < 5. Asi, el resultado se sigue haciendo d — oo y usando

la convergencia uniforme, en [a,b], de [° f(-,t)dt (véase el teorema 2.32). u

Ejemplo 4.30 Dado y > 1, consideremos la integral impropia

oo —t _ -ty
/ €T at (4.16)
0

t

Notemos que

g(t) =

t t

y—1, st t=0
—6_:“’_@, st t>0

es continua en [0,00). En efecto, la continuidad de g en (0,00) es clara, y para t = 0,
tenemos por la regla de L' Hopital que

€_t _ ,—ty
lim ————— =1lim(—e "+ ye ™) =y — 1,

t—0 t t—0

lo cual prueba la continuidad de g en t = 0. Tenemos, de esta manera, demostrado que la
integral impropia (4.16) es del primer tipo.

Yy —t —ty
_ e " —e
e mdl’ =
1 t

9] b 1 1
/ e dt = lim [ e7dt = lim —(1 — ") = —. (4.17)
0

b—oo 0 b—oo I xT

Notemos ahora que

Claramente, el limite en (4.17) es uniforme en [1,y], pues dado € > 0,

lefbx

T

1
(1 — ety - =
x( ) x

ge’b<e
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para todo x € [1,y| con b suficientemente grande. Tenemos asi, por la proposicion 4.29, que

o0 7t 1
/ dt / / e drdt = / dx/ e dt = / —dr=Iny—Inl=Iny.
0

ajaf

Teorema 4.31 Si % existe y es continua en [a,b] X [c,00) y la integral | Dt es uni-

formemente convergente en |a,b], entonces I es diferenciable en [a,b] e

= of

I'z)= | o

—(x, t)dt.

C

Demostracién. Sea p € [a, b]. Como f:o f(-,t)dt converge a I, dado € > 0, existe My > ¢

tal que
© €
t)dt —/C f(p, t)dt' < m para todo e,d > M,. (4.18)
Denotando por J al limite uniforme de [} > 8f Dt en [a, ], tenemos que existe M; > c¢ tal
que
/da—f( t)dt—J()<; ra todo d > M (4.19)
asgligb e z, x h—axl) para todo d > M;. .

Luego por la desigualdad del triangulo

sup
a<x<b

1of caof €
- _ > . .
/ e (x,t)dt r —(x, t)dt’ b—at D) para todo e,d > M, (4.20)

Ahora, dados cualesquiera dos puntos distintos z1, xs € [a,b], tenemos por el teorema 4.26

y el teorema del valor medio aplicado a fcd f(-,t)dt — f f(-,t)dt que existe un punto z entre

r1y 2o tal que

Ucdf(@,t)dt—/:f(:c2,t)dt] — [/cdf(ml,t)dt—/ef(xl,t)dt}

. U 8f(§z t)dt_/c af(g; t)dt}

Tenemos asi, de (4.20), que

‘{/Cdf(:cg,t)dt—/jf(@,t)dt} - Vcdf(xl,t)dt—/:f(xl,t)dtH

|$2—-$1‘6

tod d > M. 4.21
20 —at1) para todo e,d > M, ( )
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Consideremos ahora un punto z € [a,b]\{p} y M = mix{M,, M,}. Entonces tomando

= py z3 = x obtenemos de (4.21) que
d e d e

[ rwna- [ rena) - |[sena- [ oo

[z —ple

< tod d> M.
2b—a+1) para todo e,d >

Luego de (4.18), para todo z € [a,b] (incluyendo x = p),

/fxtdt /f:ctdt’ (1(Z|_x_p|>)

Se sigue asi que f f(-,t)dt converge uniformemente a I en |[a, b].

| /\

<€ paratodo e, d> M.

€
2

Consideremos ahora x € (a,b) y tomemos h # 0 de manera que = + h € [a, b]. Entonces
por (4.21) con o1 = & y x9 = x + h tenemos

JLf@ htydt — 1 ft)dt [ f(x+ hot)dt = [2 f(w,t)dt
h h

€
< _—
2b—a+1)
Haciendo e — oo en (4.22) obtenemos que

ffx+htdt ffxt (@ +h)—1(x)
h h

para todo e,d > M. (4.22)

€

todo d > M.
20 —a 1) PHatede @=

(4.23)
Usando de nuevo el teorema 4.26 tenemos que existe § > 0 tal que

[ f(@+ htydt — [ f(x,t)dt /af

t)dt
: P C)

cuando 0 < |h| < §.

€
4(b—a—|—1)

(4.24)

Entonces, mediante el uso de la desigualdad del tridngulo, se sigue de (4.23), (4.24) y (4.19)
que

’I(x—i—h)—](m)_J(x) < I(x+h)—I(z) ffx—i—htdt ffxtdt
h - h h
J2 @+ hotydt — [ f(a,t)dt of
+ N —/C 855(:1: t)dt
+ /8 (x,t)dt — J(x)| < b—;—l—l e para 0 < |h] <.
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Tenemos asi que I'(z) existe y que es igual a J(z) = [ %(m, t)dt. El argumento anterior es

también valido cuando z = a y cuando x = b, tomando respectivamente, h >0y h < 0. ®

Ejemplo 4.32 Dado x > 0, consideremos la integral impropia

* sent
/ — et (4.25)
0 t
Como
, sent _,.
lim e =1,
t—0 ¢t

la integral impropia (4.25) es del primer tipo.

Sean
I(x) = /000 Set—ntemdt Y flz,t) = %ntem.
Entonces
%(z,t} = —e "gent,
la cual es continua para todo t > 0 y todo x > 0.
Como
sente_m <e ™  para todo x >0,

y fooo e dt es convergente (véase (4.17)) para x > 0, se sigue del criterio de comparacion

para integrales impropias del primer tipo (proposicion 4.8) que

*sent
I(x) = / Te’mdt es convergente para x > 0.
0

La convergencia de I(0) se demostrd en el ejemplo 4.23.

Ademas,
OO 8f OO —tx 3 ‘ —tx
—(z,t)dt = — e “sentdt = — lim | e “sentdt
o Ox 0 7 Jo
e~ “(xsenc+ cosc) 1 1
cggo{ 1+ 22 1+x2} 1+ 22 ( )

Notemos que la convergencia en (4.26) es uniforme para x € [a,b] con 0 < a < b < 00, pues

dado € > 0,

e~ “(rsenc+ cosc)
1+ 2?2

<(b+1le“<e
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para todo x € [a,b] con ¢ suficientemente grande. Tenemos ast, del teorema 4.31, que I(x)
es diferenciable en [a,b] e

9
') = /0 a—j;(x,t)dt:—ﬁ. (4.27)

Como a y b son numeros positivos arbitrarios (con a < b), (4.27) es vdlido para todo x > 0.
por lo tanto

1
I(z) = — / 522 dx = —arctanx + C. (4.28)

sent
t

convergente para x > 0. Consideremos pues, € > 0. Notemos que para todo x > 0,

Para determinar la constante C, probaremos primero que fo e *dt es uniformemente

“sent > sent 4 sent
I(z)— | Zletogy| = / R et = [1im [ ety
o t . t d—oo |,
d
Y _pcosc  _g.cosd _jcost
= dlggo [e ¢ g —/C (1+tx)e 2 dt”
Ccos (1 +tx)e " cost
_ | meacose _/ (1+tx)e ™ cos dt‘
c . 12
e | cosc *1(1+tx)e ™ cost
< —‘ |+/ ‘( +to) dt.
c . 2
Ahora, como
(14 tx)cost 1
'W < 2 para todo x > 0,

Obtenemos que

‘[(:U)—/&nte_mdt‘ﬁe +/ %dtge L.z
o ¢ c e U c c ¢ ¢ ¢

para todo ¢ > % Esto concluye la demostracion de que I(x) es uniformemente convergente

en [0,00). De esta manera (véase la observacion 2.25),

lfm I(z) = lim / SN ete g = / lfm o ety = / 0dt = 0 (4.29)
T—00 z—o0 Jq t 0 *T—00 t 0
Y
, ) “sent _,. < sent _,. *sent
lim I(z) = lim e dt = lim e dt = dt. (4.30)
z—0 =0 J, t o =0 ¢ 0 13
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Regresando a (4.28), de (4.29) se sigue que

Zic

0= — lim arctanz + C = —
T—00 2

y asi, C' = 5. Por lo tanto

Oo t
I(x) = PN e~tedt = — arctana + .
t 2
0

En particular (véase (4.30)),

* sent T
I(O)—/ —dt = —.
0 t 2

Problemas

1. Demuestre la proposicion 4.24.

2. Demuestre que

/ e dy = ﬁ
0 2

2 2 et x?
Sugerencia: Defina F(t) = (f(f e dx) y G(t) = fol %dm; y demuestre que
F(t) + G(t) = T para todo t € R.

]
* senz T

—dr = 4/ —.

A ) \/;

Sugerencia: Haga el cambio de variables x = s/t en el problema 2 para obtener

2 [ —s%tg._ 1
TEfoe ds = .

3. Demuestre que

4. Dado = > 0, demuestre que

> sen xt
/ ; e tdt = arctan x.
0

5. Demuestre que para cada x € R,

/ e cos(2tx)dt = ge_ﬁ.
0
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6. Sea f:[0,1] x [0,00) — R definida por
flz,t) = (2at — 2°t*) e,
Demuestre que

I(2) = /Ooo o, )t

no es uniformemente convergente en [0, 1]; y que la férmula (4.15), en este caso, no es
valida.

4.6. Funcién gamma y funcién beta

En esta seccion veremos dos funciones definidas por integrales impropias que son de gran
importancia, debido a sus multiples aplicaciones; la funcién gamma y la funcién beta.

Dado z > 0, consideremos primero la integral

1
/ t" e L. (4.31)
0

Notemos que esta integral, es una integral propia para x > 1 y es una integral impropia del
segundo tipo para 0 < x < 1. En este segundo caso, tenemos que
txfleft ;

=lime " =1,
10

lim
10

tl—z

donde 0 < 1 — z < 1. Luego, en este caso, la convergencia de la integral impropia (4.31) se
sigue del ejemplo 4.6 y la proposicion 4.18.

Consideremos ahora la integral impropia

o) 1 0o
/ t"lemldt = / t" e tdt + / t"letdt. (4.32)
0 0 1

Por lo anterior, tenemos que ésta es una integral del primer tipo para x > 1 y es una integral
impropia del tercer tipo para 0 < x < 1. En cualquier caso, tomando n € N de manera que
n > x + 1, tenemos por la regla de L'Hopital que

tx—le—t ta&—‘rl T+ 1)taz _

:h'm(

tllglo = - tlggo et twoo et (4.33)
_ lim (x+ Dz (x—n+2)tr ! — lim (z+Dz-(z—n+2) o,
t—o0 et t—00 tn—r—1let

pues n —x — 1 > 0. Por lo tanto (véase el problema 2 a) de la seccién 4.2), la integral
impropia (4.32) es convergente. Podemos, entonces, dar la siguiente definicién.
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Definicién 4.33 A la funcion I': (0,00) — (0,00) dada por

[(z) = / t"te~tdt, (4.34)
0

se le conoce como la funcion gamma.

Proposicion 4.34 La funcion I' satisface
i) (1) = 1.
ii) T(z + 1) =2l(x), x>0.

Demostracién. i) Notemos que

(1) = /Ooo e”'dt.

Asi, el resultado se sigue de (4.17) con x = 1.

ii) Para la demostracién de este inciso, debemos probar que

/ tTetdt :x/ t*~letdt.
0 0

Comenzando con el lado izquierdo y usando integracién por partes con u = t*, dv = e 'dt
(por lo tanto du = xt*'dt y v = —e™"), obtenemos

0o b b
/ t'e”tdt = lim [ t*e”'dt = lim [—tme_tv(’) + x/ tw_le_tdt}
0 b—o0 0

b—o0 0

= lim [—b’”e_b] +93/ t*~Le~tdt.
0

b—oo

T

De aqui, el resultado se sigue notando (véase (4.33)) que limy_,o [=5-] = 0. n

Notemos de la proposicién 4.34 que si n € N, entonces
I'n+1)=nl(n)=---=nll'(1) =nl (4.35)

Por este motivo, a la funcién I' se le conoce también como la funcion factorial.

Ejemplo 4.35 Usando el hecho (véase el problema 2) de que T (%) = /7, mostraremos de
una manera muy sencilla, sin usar la sugerencia dada en el problema 2 de la seccion 4.5,

que
/ e dy = ﬁ
0 2
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Para ello, hagamos el cambio de variables u = x2; entonces dv = 1 sodu = Tdu Luego, para

b, 1
/e_m dx:—/ u 2e “du.
0 2 Jo
Por lo tanto

o) b b2 [ee)
1 1 1 1
/ e~ dx = lim e dr = = lim uze "ty = —/ wretdu==-T (=)= ﬁ
; 2 ; 2 J; 27 \2

b—o0 0 b—o0

cualquier b > 0,

Ahora, dados x,y > 0, consideremos la integral

/1 "1 (1 —t)vldt. (4.36)

Notemos que esta integral, es una integral propia six > 1y y > 1;perosi0 < x < 1o
0 <y < 1, entonces es una integral impropia del segundo tipo. En este segundo caso tenemos
lo siguiente.

i)Si0<x<1lyy>1, entonces

1—1 1
(1 —t)Y ( tl_l < i, para todo 0 <t <1.
Como 0 < 1 —x < 1, la integral impropia fol tl%xdt es convergente (véase el ejemplo 4.6).
Luego, por el criterio de comparacién para integrales impropias del segundo tipo (proposicién
4.17), la integral impropia (4.36) es convergente.

i) Siz>1y 0 <y <1, entonces

et 1

e 1(1—t) (1—t)1 Y < (1_15)1,

para todo 0 <t < 1.

Como 0 < 1 —y < 1, la integral impropia fo mdt es convergente; vy asi, en este caso,
nuevamente por la proposicién 4.17, la integral impropia (4.36) es convergente.

iii) Finalmente, si 0 <2 < 1y 0 <y < 1, entonces escribiendo

1 . . 1 1
Y71 — )Y dt = — dt =
/0 =9 / (=0 /

y notando que

L g / 1 L
VD A A e

SIS

DO | —

> para todo 0 <t <
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Y que

1 . 1 1
—t1—$(1 ) <2 [—<1 — t)l_yl para todo 3 <t<1,

se sigue, nuevamente por la proposicién 4.17 y el hecho de que las integrales impropias

2 1 Lo
dt ———dt
/O tl—x y /é‘ (1 _ t)l—y

son ambas convergentes, que la integral impropia (4.36) es convergente. Se concluye, de este

analisis, que podemos dar la siguiente definicion.

Definicién 4.36 A la funcién B : (0,00) x (0,00) — (0,00) dada por

1
B(w,y)—/ "1 — ),
0

se le conoce como la funcion beta.

Proposicién 4.37 Si x,y > 0, entonces

['(z)C(y)

B(z,y) = Twty)

Demostracién. Notemos, por la definicién de I" y el teorema de Fubini (véase el corolario
3.59), que

[(x)T(y) = /0 tg”_le_tdt/o sv"te %ds

b b
= lim [/ tm_le_tdt/ sy_le_sds} (4.37)
b—o0 0 0

= lim ¥ e () g ds,
b—o0 C(b)

donde C(b) es el cuadrado con vértices opuestos (0,0) y (b, b). El segmento de recta que une
los puntos (b,0) y (0,b) divide al cuadrado C'(b) en dos tridngulos rectdngulos. Sea A(b) el
triangulo de la particién cuyo tercer vértice es (0,0).

Notemos ahora que el triangulo A(b) es la imagen bajo ¢(u,v) = (u,v — u) del conjunto
{(u,v): 0<u<v<b},y

()] —det|
u, V)| = det =
v -1 1
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Luego, por el teorema de cambio de variables para integrales multiples (teorema 3.71), te-

nemos que
/ 12ty 1= (t49) gt s —/ dv/ (v—u) v=le™vdu.
A(b)

La sustitucién v = vz en la integral interior del lado derecho nos da

b 1
/ oLy lem ) dtds = / dv/ YT - 2) e Vde
A(b) 0 0

b
= B(x,y)/ v eV dy. (4.38)
0
Sea C' (%) el cuadrado con vértices opuestos (0,0) y (g, g) Entonces

C <g) C A(b) C C(b).

Luego, debido a que t*~1s¥~le=(+5) > () para todo t,s > 0,

3 C()

/ 12 1gv=1e=(+9) gt ds S/ 7Ly 1e=(t49) i s §/ t* Ly 1e=(t49) i (s,
c(3) A(b)

Haciendo b — oo, se observa de (4.37) que las integrales de los extremos convergen ambas a
[(x)I'(y); y de (4.38) se observa que la integral de enmedio converge a B(z,y)['(z + y). Por
lo tanto

B(z,y)l'(z +y) = T(x)'(y),

lo cual finaliza la demostracién. ]

Ejemplo 4.38 Dado n € N, usando la proposicion 4.37, mostraremos que
x 1(3)(5)+(n=1) =

z SG () 3 st n es par
/2 sen” 0df = A ) 2 (4.39)
0

2(4)(6)--(n—1) ; ;
OIEEOR, st M es impar.

En efecto, por la proposicion 4.37 y el problema 6, se tiene que

Luego, tomando © = 2=
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Supongamos primero que n es par, digamos, n = 2k, k € N. Entonces (véase el problema 2

y (4.35))

s

[Fearaw — LEEDTO (LT VE 1)) 2k - 1)

o(k+1)  2k(k—1)---1 Wk(k—1)---1 2
13)(5)--- (2k — 1)
(2k)(2k —2) -+ (2)

|

z 1
/ senmogg = LWL ()
0 or (k

Luego, nuevamente del problema 2 y (4.35), obtenemos

us

/Qsen”HdG (k=D(k=2)-1)yr 2" k—1)(k—2) -1
0 2<wﬁ> o 13)(55)---(2k— 1)

2k

(2k —2)(2k —4)---2  2(4)(6) - (n — 1)

13)(5)- (2k—=1) — 1(3)(5)-++(n)

lo cual finaliza la demostracion de (4.39).

Problemas

1
/ T le7tdt
0

1. Demuestre que

es divergente para z < 0.

2. Demuestre que

r(l):ﬁ y r(n+1):1<3><5>“'<2”‘1>ﬁ para n=1,2,....

3. Demuestre que
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4. Demuestre que

5. Sean z,y > 0. Demuestre que
a) B(z,y) = B(y, x).
b) B(z,y +1) =yB(z + 1,y).
¢) B(z,y) = Bz + 1,y) + B(z,y + 1).
d) B(z,y) = (z + y)B(z + 1,y).

6. Demuestre que

jus

B(z,y) = 2/2 sen®* "1 ) cos® 1 Odf.
0

7. Demuestre que
[ e T
o Vi—an o al(L+1)

Sugerencia: Haga la sustitucién 1 — 2" = cos? 6.

N

4.7. Nociones sobre la transformada de Laplace

Finalizaremos este capitulo con la introduccién de una transformacion lineal L, llamada
la transformada de Laplace (en honor del astrénomo, fisico y matemético francés Pierre-
Simon Laplace, 1749-1827), definida en el espacio vectorial V', de todas las funciones f :
[0,00) — R tales que la integral impropia fooo e " f(t)dt es convergente para cada x > 0.
Este operador juega un papel fundamental en las aplicaciones, en particular, resulta ideal
para la solucion de ecuaciones diferenciales ordinarias con condiciones iniciales.

Dada f € V, ala funcién Lf : (0,00) — R dada por

Lf(z) = / et f(t)dr,

0

se le llama la transformada de Laplace de f. Ademas, debido a que para f,g € V' y
a,beR,

L(af(z) + by(x)) = / e (af () + bg(r)) dt

= a/ e " f(t)dt + b/ e "g(t)dt = aLf(x) + bLg(x)
0 0
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para cada z > 0, L es una transformacion lineal del espacio vectorial V en el espacio vectorial
de todas las funciones f : (0,00) — R, llamada, transformada de Laplace.

Ejemplo 4.39 a) De (4.17) tenemos que para la funcion constante f = c,

X

Lf(a:):/ ce_txdt:E, x> 0.
0
b) Para la funcion g(t) = t™, tenemos, para cada x > 0,

oo 1 o
Lg(z) = / the M dt = E/ (tz) e " dt.
0 0

De aqui, haciendo s = tx, se sigue que

1 o r 1
Lg(x) = / s"e %ds = Ln+1)
0

xn+1 anrl

y ast, de (4.35),

n!

c) De (4.26) tenemos que para la funcion h(t) = sent,

1

Lema 4.40 Si para f:[0,00) — R se cumple que

lim e ™ f(t) =0 para todo x > 0, (4.40)

t—o00

entonces para cualquier x > 0,
i) fo e " f(t)dt es absolutamente convergente.

i) Hmy oo e ¥t f(t) = 0.
ii1) fo e ¥t f(t)dt es absolutamente convergente.

Demostracién. i) Dado x > 0, fijemos z, € (0, ). Entonces
e—tmf<t) _ [e—t(x—mo)f<t>] (e—txo) )
Como = — zo > 0, se sigue de (4.40) que

lim e~@==0) f(¢) = 0

t—o00
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Luego, existe B > 0 tal que
‘e_mf(m < e ™ para todo t > B.

Como fooo e "0dt es convergente, i) se sigue de la proposicién 4.8.

ii) Tomemos de nuevo zy € (0, z). Entonces

et f(t) = [e7 "m0 ()] (e7tot) .
El resultado se sigue del hecho de que cada factor de la derecha tiende a 0 cuando t — oo.
iii) Sea g(t) = tf(t). Claramente, el resultado se sigue de ii) e i). [

Proposicién 4.41 Si f : [0,00) — R es como en el lema 4.40, entonces su transformada
de Laplace, Lf, es continua en (0,00).

Demostracién. Si Lf = 0, la conclusién es obvia. Supongamos pues que Lf # 0.
Entonces, de esta suposicién y el lema 4.40 iii) obtenemos que

0< / e tf(t)| dt < .
0

Dados £ > 0 y € > 0, tomemos
€

Jo ettt ()] dt

Consideremos y > 0 tal que |z — y| < §. Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que
x < y; entonces existe h > 0 tal que y = x + h, donde h < . Luego

OO —t(z+h) dt — OO —tx d’
/Oe F(t)dt / f(t)dt

0

5:

[Lf(y) = Lf(z)| = |Lf(x+h)—Lf(z)| =

| e f(t)dt\ < [Ceser il @y
0 0

Ahora, por el teorema del valor medio (véase (3.38)), existe 0 < 6 < 1 tal que
e —1=—hte

y asi,
‘e‘ht—l‘ < ht para t > 0.

Por lo tanto, de (4.41), obtenemos

|Lf(y) — Lf(z)] < h/ooo e Itf(t)| dt < 5/000 e Ttf(t)|dt = e.
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Teorema 4.42 (Teorema de Lerch) Sea f :[0,00) — R una funcion continua que satisface
(4.40). Si Lf(z) = 0 para todo x > 0, entonces f(t) =0 para todo t > 0.

Demostracién. Sea
p(t) = Z axt”
k=0

un polinomio con coeficientes reales. Entonces

/0 h e “pe) f(t)dt = /0 et <iak6_tk> f(t)dt

k=0

= Zak /OOO e t@R) £ (1) dt (4.42)
k=0

n

— Zaka(x—i—k) =0 para todo x > 0.
k=0

Haciendo el cambio de variable z = e~*, obtenemos de (4.42) que
1
/ 2" p(2)f(—Inz)dz =0 para todo x > 0.
0

Fijemos z; > 1. Dado ¢ > 0, como limy_,, e @1~V f(¢) = 0, existe M > 0 tal que
’e’t(“’l)f(t)‘ < e paratodot > M,
o equivalentemente
‘z“_lf(—lnz)‘ < e paratodo z >e M,
Esto implica que la funcion

g(z) = 2" f(—In 2), 0<z<1,

tiende a 0 cuando z — 0. Luego, definiendo ¢g(0) = 0, tenemos que g es una funcién continua
en el compacto [0, 1] que satisface

/0 g(z)p(2)dz = 0. (4.43)

Consideremos ahora (véase el corolario 2.69) una sucesiéon de polinomios {p,} tal que
pn — ¢ uniformemente en [0, 1]. Como (4.43) se cumple para todo polinomio con coeficientes
reales, entonces

1
/ 9(2)pn(2)dz =0 paratodon=1,2,....
0
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Luego, por la convergencia uniforme en [0, 1] de {p, } a g, obtenemos (véase el teorema 2.32)

que
1
/ g*(2)dz = 0.
0

Se sigue de esto (véase el problema 3 de la seccién 1.1) que
g(z) =0 para todo z € [0,1].

Como g(z) = 2" 7! f(—1In z) para todo z € (0, 1], entonces, obviamente, f(t) = 0 para todo
t>0. [ |

Corolario 4.43 Si f,g:[0,00) — R son funciones continuas que satisfacen (4.40) y Lf =
Lg, entonces f = g.

Demostracién. Se sigue inmediatamente de la linealidad de L y el teorema de Lerch.
]

Observacion 4.44 Del corolario 4.43 se observa que si E es el espacio vectorial de todas
las funciones [ : [0,00) — R continuas que satisfacen (4.40), entonces L : E — Im(E) es
invertible, donde Im(E) es la imagen de E bajo L.

A lainversa, L~!, de la transformada de Laplace L, se le llama la transformada inversa
de Laplace.

En la siguiente proposicién se establece que L~! es un operador lineal.

Proposicién 4.45 La transformada inversa de Laplace, L™ : Im(E) — E, es un operador
lineal.

Demostraciéon. Sean F y F; las transformadas de Laplace de ciertas funciones fi, fs €
E,yabeR. Si

f = Lil (CI,Fl + ng) y g = CLLilFl + bLilFQ,
entonces por la linealidad de L,

Lf=L[L7" (aF 4+ bF,)] = aFy + bF,

Lg=1L (aL*1F1 + bLing) =alL (Llel) + bl (Ling) = aly + bFs.
De esta manera, Lf = Lg, y asi, por la inyectividad de L en F, f = g; es decir,
L (aFy +bFy) = aL ' Fy, + bL™'Fy.
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Proposicién 4.46 Sea f : [0,00) — R tal que las derivadas f', ..., f™) existen y se cumple
(4.40) para f, f', ..., f"~V. Entonces

Lf™(z) = 2"Lf(z) — zn:xi_lf(”_i)(O), x> 0. (4.44)
i=1

Demostracion. Realizaremos la demostracion por induccion. Por el teorema de integra-
cién por partes (teorema 1.25) y (4.40), tenemos

o) b
Lf() = /O ey = Jin [ o

b—o0

= lim [em fOh+ 2 /0 b et f(t)dt] (4.45)

- yéwamﬂwﬁ—fmwzmvww—ﬂm.

De esta manera, el resultado es valido para n = 1. Supongamos ahora que el resultado es

vélido para n = k. Entonces, por (4.45) aplicado a %) obtenemos

L (@) = 2Lf(z) - f*(0)

k
zalﬁLﬂ@—E:ﬂlﬂkwm - /()
"

_ :L’k+1Lf(.I) _ Z xi—lf(k—l—l—i) (0)

De esta manera, el resultado es valido para n = k + 1. Por lo tanto, por induccién, se sigue
que (4.44) es valido para cada n tal que las derivadas f/, ..., f(™ existan y se cumpla (4.40)

para f, f',..., f= Y. n
Ejemplo 4.47 Consideremos la ecuacion diferencial ordinaria de seqgundo orden
U +u =2, u(0) =4, «'(0)=0. (4.46)

De la linealidad de L, obtenemos
Lu" + Lu = L2.

Luego, del ejemplo 4.39 a) y la proposicion 4.46,

2
2*Lu(z) — 42 + Lu(z) = =,
T
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o equivalentemente

Lu(z) 2 + 4z 2+ 2z
wzr) = ———— ==+ ——.
x(l4+2?) =z 1422

Asi, de la linealidad de L™, el ejemplo 4.39 a) y el problema 1, tenemos que

2 T 2 x
71 B | -1 _

es la solucion (inica) de la ecuacion diferencial (4.46).

Problemas

1. Sea f(t) = cost, t > 0. Demuestre que

Lf(z) = 1 —fo para todo x > 0.

2. Encuentre la transformada de Laplace de la funcién
ft) =t t>0.

3. Resuelva la ecuacién diferencial ordinaria de segundo orden

u" +u=0, u(0) =0, «'(0)=1.

4. Resuelva la ecuacién diferencial ordinaria de primer orden

' +2u=r¢e", u(0) = 0.

5. Si f € E, demuestre que lim,_,,, Lf(z) = 0.
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