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Introducción

Este trabajo es una continuación del libro “Introducción Básica al Estudio del Análisis

Matemático” de Pérez et al. [25], el cual se escribió con el propósito de ser una gúıa en

la impartición de un primer curso semestral de Análisis Matemático para estudiantes uni-
versitarios de la carrera de Matemáticas. En ese primer libro se abordaron, principalmente,
conceptos y resultados sobre convergencia y continuidad en espacios métricos; sentando las
bases para el estudio de la integración y diferenciación de manera más general y rigurosa
que la estudiada en los cursos previos de cálculo. El objetivo del presente trabajo es, en-
tonces, el de servir como gúıa en la impartición de un segundo curso semestral de Análisis
Matemático para estudiantes universitarios. En éste se abordan conceptos como el de in-
tegral de Riemann-Stieltjes, convergencia puntual y uniforme de sucesiones y series, teoŕıa
sobre la diferenciación e integración de funciones de varias variables y las integrales impro-

pias de Riemann. Se espera que este tomo y el anterior, sean (juntos), una referencia de

caracter elemental y autocontenida que les permita a los estudiantes comprender con mayor
profundidad, que la adquirida en sus cursos previos de cálculo, estos valiosos conceptos de
la matemática. Con este propósito, al final de cada sección, se presentan varios problemas
relativos al tema espećıfico desarrollado en esa sección. Esperamos también, que pueda ser-
vir como gúıa a los profesores en la impartición de los temas aqúı abordados y que se han
dispuesto de la manera siguiente. En el caṕıtulo 1 se inicia con la integración de Riemann-
Stieltjes, primero para integradores no decrecientes, mediante ĺımites de sumas inferiores y
superiores; para luego, extender los conceptos y resultados a una clase de integradores más
amplia, la de las funciones de variación acotada, que se caracterizan por poder expresarse
como la diferencia de dos funciones no decrecientes. Se finaliza este primer caṕıtulo con el
estudio de la integración de Riemann-Stieltjes de funciones vectoriales y la determinación de
la longitud de curvas. En el caṕıtulo 2 se abordan la convergencia puntual y la convergencia
uniforme de sucesiones y series de funciones. Se muestra que la mera convergencia puntual no
garantiza la adquisición, por la función ĺımite, de propiedades importantes de las funciones
de la sucesión, tales como continuidad, integrabilidad y diferenciación, entre otras propieda-
des concernientes al intercambio de ĺımites. Sin embargo se ve que la convergencia uniforme
si garantiza, en la mayoŕıa de los casos, que la función ĺımite herede las propiedades de las
funciones de la sucesión. En este segundo caṕıtulo se analiza también la convergencia de las
series de potencias y se muestra que toda función que puede ser expresada como una serie de

potencias (función anaĺıtica) es infinitamente diferenciable y que sus derivadas se pueden ob-
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tener diferenciando la serie término a término. Se presenta además la fórmula de Taylor para
funciones de una variable y se muestra que si el residuo, de una función infinitamente dife-
renciable en un punto, tiende a cero, entonces dicha función puede ser expresada en términos
de su serie de Taylor alrededor de ese punto. Finalmente, se estudia también el teorema de
Ascoli que da condiciones bajo las cuales una sucesión de funciones continuas definidas sobre
un espacio métrico compacto tiene una subsucesión uniformemente convergente; aśı como el
teorema de Stone-Weierstrass que da condiciones suficientes bajo las cuales un subconjunto
del espacio de las funciones continuas definidas sobre un espacio métrico compacto es denso
en tal espacio. En el caṕıtulo 3 se da la definición rigurosa de la derivada de una función de
un subconjunto abierto E de Rn en Rm y su representación matricial en las bases canónicas
de Rn y Rm. Se muestra además que una función es continuamente diferenciable en E si y
sólo si todas sus derivadas parciales existen y son continuas en E. Se estudian dos técnicas
de diferenciación, una para la composición de funciones, llamada la regla de la cadena y otra
para el producto, llamada regla de Leibniz. Se da también la generalización a funciones de
varias variables del teorema del valor medio y el teorema de Taylor. Se estudia el teorema de
la función inversa y el teorema de la función impĺıcita, los cuales resultan ser equivalentes.
El primero da condiciones suficientes para que una función definida en un conjunto abierto

E de Rn en Rn sea (localmente) invertible y se expresa la derivada de la función inversa en

términos de la inversa de la derivada de la función. El segundo da condiciones suficientes bajo

las cuales un sistema de ecuaciones de la forma F (x, y) = 0 tiene solución única (localmente)

para la variable y ∈ Rm en términos de la variable x ∈ Rn, donde F es una función de un

subconjunto abierto E de Rn+m en Rm y da además una fórmula para calcular la derivada

Df(x), donde f(x) se define como el valor único, y, tal que F (x, y) = 0. Se estudia la gene-

ralización de la integral de Riemann para funciones de varias variables con valores reales, y
se da una condición necesaria y suficiente para que una función con valores reales acotada
definida sobre un subconjunto acotado de Rn sea Riemann integrable sobre dicho conjunto

(teorema de Lebesgue). Se finaliza este tercer caṕıtulo con un teorema fundamental en la

evaluación de integrales múltiples, a saber, el teorema de cambio de variables y su aplica-
ción en tres casos particulares: coordenadas polares, esféricas y ciĺındricas. Finalmente, en el
caṕıtulo 4 se analizan los diferentes tipos de integrales impropias de Riemann, se dan criterios
de convergencia y ejemplos para los diferentes tipos de integrales. Se analizan propiedades
de funciones que son definidas por medio de integrales impropias de Riemann y su aplicación
para obtener el ĺımite de algunas integrales impropias convergentes. Se analizan dos funcio-
nes definidas por integrales impropias de gran importancia en las aplicaciones; a saber, la
función gamma y la función beta. Por último, se da una breve introducción al estudio de
la transformada de Laplace, la cual desarrolla un papel fundamental en las aplicaciones, en
particular, en la solución de ecuaciones diferenciales ordinarias.



Caṕıtulo 1

Integración de Riemann-Stieltjes

1.1. Definición y existencia de la integral de Riemann-

Stieltjes

Consideremos un alambre sobre el eje x, con extremos en a, b ∈ R, a < b, y supongamos
que este alambre tiene una distribución de masa no uniforme. Por ejemplo, cuando x vaŕıa,

el alambre puede variar ligeramente en espesor o en densidad (masa por unidad de longitud).

Supongamos que se desea calcular, si es posible, la densidad en cada punto como una función

f(x).

Lo que podemos medir de manera eficaz es la distribución de la masa a lo largo del
alambre. Es decir, podemos medir fácilmente la masa de cualquier segmento del alambre, y

conocer por lo tanto, la masa del segmento situado a lo largo del intervalo [a, x] como una

función F (x). De esta manera, somos capaces de medir la masa de pequeños trozos como

dm = F (x+ dx) − F (x) = dF , lo cual nos lleva a definir la densidad como f(x) = dm
dx

=

F ′(x), la derivada de la distribución F (x), si F es, desde luego, diferenciable.

Pero aqúı F es una función creciente, no necesariamente diferenciable. ¿Qué podemos
hacer en el caso en que F no es diferenciable? ¿Podŕıamos, por ejemplo, encontrar aún el

centro de masa? (el punto de equilibrio del alambre).

Como suele suceder, desde el punto de vista f́ısico, mucho de lo que se requiere conocer
no depende de la diferenciación, sino más bien en la integración. Para ver esto, utilicemos,
solamente, el formalismo del curso inicial de cálculo para escribir dF como la masa de un
pequeño trozo de alambre. Aśı, la masa total es

m =

∫ b

a

dF (x) = F (b)− F (a);

1



CAPÍTULO 1. INTEGRACIÓN DE RIEMANN-STIELTJES 2

y pueden calcularse también varios momentos como integrales, a saber,

µ =
1

m

∫ b

a

xdF (x) (el centro de masa)

y

σ2 =
1

m

∫ b

a

(x− µ)2 dF (x) (el momento de inercia sobre µ).

Podŕıamos, incluso, querer considerar varias medidas ϕ y calcular expresiones tales como

1

m

∫ b

a

ϕ(x)dF (x) (valor esperado de ϕ).

El punto aqúı, es que es posible dar sentido a estas integrales de Riemann “generalizadas”
sin hacer ninguna suposición sobre la diferenciabilidad de F . Aunque, como veremos más

adelante, si F ′ existe, esta nueva integral es consistente con la de Riemann y en este caso,∫ b

a

ϕ(x)dF (x) =

∫ b

a

ϕ(x)F ′(x)dx.

En particular, veremos que en el caso F (x) = x obtenemos la integral de Riemann.

El concepto de integral, informalmente introducido en las ĺıneas anteriores, data de 1894
y se debe al astrónomo y matemático holandés Thomas Joannes Stieltjes. Esta integral,
llamada la integral de Riemann-Stieltjes, como se aprecia en la introducción inicial, tiene
aplicaciones en f́ısica e ingenieŕıa, aśı como en varias áreas de las matemáticas. En particular,
esta integral permite tratar simultáneamente a las variables aleatorias continuas y discretas,
lo cual conlleva a aplicaciones a la teoŕıa de la probabilidad y estad́ıstica.

De la discusión anterior, se observa que la integración de Riemann-Stieltjes comprende
dos funciones f y F , que a menos que especifiquemos lo contrario, supondremos que son

funciones de valores reales definidas en el intervalo [a, b] ⊂ R, a < b con f acotada y F no

decreciente.

Dada una partición P = {x0, x1, . . . , xn} de [a, b], es decir, un conjunto finito de puntos

x0, x1, . . . , xn ∈ [a, b] tales que a = x0 < x1 < · · · < xn = b, escribiremos

∆Fi = F (xi)− F (xi−1) , i = 1, . . . , n.

Notemos que ∆Fi ≥ 0, i = 1, . . . , n, y que
∑n

i=1 ∆Fi = F (b)− F (a).

Ahora, para cada i(= 1, . . . , n), definamos

mi = ı́nf
xi−1≤x≤xi

f(x) y Mi = sup
xi−1≤x≤xi

f(x)
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y consideremos

L(P, f, F ) =
n∑
i=1

mi∆Fi y U(P, f, F ) =
n∑
i=1

Mi∆Fi.

A los números L(P, f, F ) y U(P, f, F ) les llamaremos, respectivamente, suma inferior de

Riemann-Stieltjes de f respecto a F sobre P y suma superior de Riemann-Stieltjes
de f respecto a F sobre P .

Es claro que para cualquier partición P de [a, b],

L(P, f, F ) ≤ U(P, f, F ). (1.1)

Recordemos de nuestros cursos de cálculo elemental, que una partición P ∗ de [a, b] es

llamada un refinamiento de la partición P si P ∗ ⊃ P . Aśı, dadas dos particiones P1 y P2

de [a, b], P ∗ = P1 ∪ P2 es un refinamiento tanto para P1 como para P2, y nos referiremos a

tal refinamiento como el refinamiento común de P1 y P2.

Proposición 1.1 Sean f : [a, b] → R acotada, F : [a, b] → R no decreciente y P , P ∗

particiones de [a, b]. Si P ∗ es un refinamiento de P , entonces

L(P, f, F ) ≤ L(P ∗, f, F ) (1.2)

y

U(P ∗, f, F ) ≤ U(P, f, F ). (1.3)

Demostración. Supongamos primero que P ∗ tiene solamente un punto más que P , es

decir, si P = {x0, x1, . . . , xn}, entonces P ∗ = {x0, . . . , xi−1, x∗, xi, . . . , xn}. Consideremos

w1 = ı́nf
xi−1≤x≤x∗

f(x) y w2 = ı́nf
x∗≤x≤xi

f(x).

Es claro que w1 ≥ mi y w2 ≥ mi, donde mj = ı́nfxj−1≤x≤xj f(x), j = 1, . . . , n. En consecuen-

cia,

L(P ∗, f, F )− L(P, f, F )

=
i−1∑
j=1

mj∆Fj + w1 [F (x∗)− F (xi−1)] + w2 [F (xi)− F (x∗)] +
n∑

j=i+1

mj∆Fj

−
i−1∑
j=1

mj∆Fj −mi∆Fi −
n∑

j=i+1

mj∆Fj

= w1 [F (x∗)− F (xi−1)] + w2 [F (xi)− F (x∗)]−mi [F (xi)− F (xi−1)]

= (w1 −mi) [F (x∗)− F (xi−1)] + (w2 −mi) [F (xi)− F (x∗)]

≥ 0.
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Si P ∗ tiene k puntos más que P , la conclusión de (1.2) se sigue aplicando k veces el razona-

miento anterior.

Debido a que U(P, f, F ) = −L(P,−f, F ) (problema 1), (1.3) se sigue de lo que tenemos

ya demostrado.

Corolario 1.2 Para cualesquiera dos particiones P y Q de [a, b],

L(P, f, F ) ≤ U(Q, f, F ). (1.4)

Demostración. Sea P ∗ el refinamiento común de P y Q. Entonces por la proposición

1.1 y (1.1) obtenemos

L(P, f, F ) ≤ L(P ∗, f, F ) ≤ U(P ∗, f, F ) ≤ U(Q, f, F ).

Considerando la partición R = {a, b}, se observa de la proposición 1.1 y el corolario 1.2

que para toda partición P y Q de [a, b],

m [F (b)− F (a)] ≤ L(P, f, F ) ≤ U(Q, f, F ) ≤M [F (b)− F (a)] ,

donde m = ı́nfa≤x≤b f(x) y M = supa≤x≤b f(x).

De esta manera, denotando por P [a, b] al conjunto de todas las particiones P de [a, b],

podemos definir ∫ b

a

fdF = sup
P∈P[a,b]

L(P, f, F ) (1.5)

y ∫ b

a

fdF = ı́nf
P∈P[a,b]

U(P, f, F ), (1.6)

valores reales a los que llamaremos integral inferior de Riemann-Stieltjes de f respecto

a F sobre [a, b] e integral superior de Riemann-Stieltjes de f respecto a F sobre [a, b],

respectivamente.

Se observa también del corolario 1.2 que∫ b

a

fdF ≤
∫ b

a

fdF.

En efecto, fijando Q se sigue de (1.4) que∫ b

a

fdF = sup
P∈P[a,b]

L(P, f, F ) ≤ U(Q, f, F ).
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Como la anterior desigualdad es válida para cualquier partición Q de [a, b], se obtiene

∫ b

a

fdF ≤ ı́nf
P∈P[a,b]

U(P, f, F ) =

∫ b

a

fdF.

Tenemos ya lo suficiente para dar la definición de la integral de Riemann-Stieltjes de

funciones f : [a, b]→ R acotadas respecto a funciones F : [a, b]→ R no decrecientes.

Definición 1.3 Sean f : [a, b] → R una función acotada y F : [a, b] → R una función no

decreciente. Si ∫ b

a

fdF =

∫ b

a

fdF,

diremos que f es Riemann-Stieltjes integrable con respecto a F sobre [a, b] y al valor

común, que denotaremos por∫ b

a

fdF (o por

∫ b

a

f(x)dF (x)) (1.7)

le llamaremos la integral de Riemann-Stieltjes de f respecto a F sobre [a, b].

A la función f en (1.7) le llamaremos el integrando y a F el integrador. Denotaremos

a la clase de todas las funciones Riemann-Stieltjes integrables con respecto a F sobre [a, b]

por R[F ; a, b].

Es conveniente completar la definición de la integral de Riemann-Stieltjes considerando∫ a

b

fdF = −
∫ b

a

fdF

cuando la integral de la derecha exista y∫ a

a

fdF = 0

para todas las funciones f y F .

Notemos que la integral de Riemann-Stieltjes (1.7) se reduce a la integral de Riemann

de f sobre [a, b] cuando F (x) = x para todo x ∈ [a, b]. A la clase de todas las funciones

Riemann integrables sobre [a, b] la denotaremos por R[a, b].
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Ejemplo 1.4 Toda función f ≡ c constante es Riemann-Stieltjes integrable respecto a cual-
quier función no decreciente F y∫ b

a

cdF = c [F (b)− F (a)] .

Esto se sigue del hecho de que, para cada partición P = {x0, x1, . . . , xn} de [a, b],

L(P, c, F ) = U(P, c, F ) =
∑
i

c∆Fi = c [F (b)− F (a)] .

Ejemplo 1.5 Consideremos la función f : [a, b] → R definida por f(x) = 1Q(x), donde Q
es el conjunto de los números racionales y 1Q : [a, b]→ R es la función indicadora en Q,

es decir, la función que toma el valor 1 para x ∈ [a, b] ∩ Q y el valor 0 para x /∈ [a, b] ∩ Q.

Entonces para cualquier partición P = {x0, x1, . . . , xn} de [a, b],

mi = ı́nf
xi−1≤x≤xi

f(x) = 0 y Mi = sup
xi−1≤x≤xi

f(x) = 1, i = 1, . . . , n.

Por lo tanto, para cualquier función F : [a, b]→ R no decreciente

∫ b

a

fdF = 0 y

∫ b

a

fdF = F (b)− F (a).

Aśı, si F no es una función constante, f /∈ R[F ; a, b].

Estableceremos ahora una condición necesaria y suficiente para que f ∈ R[F ; a, b]. En

este punto es conveniente recordar nuestra convención de que f y F son funciones con valores

reales que son, respectivamente, acotada y no decreciente en [a, b].

Teorema 1.6 La función f ∈ R[F ; a, b] si y sólo si para cada ε > 0 existe una partición P

de [a, b] para la cual

U(P, f, F )− L(P, f, F ) < ε. (1.8)

Demostración. Supongamos que f ∈ R[F ; a, b] y sea ε > 0 dado. Se sigue de la definición

1.3 y (1.5), que existe una partición P1 de [a, b] tal que∫ b

a

fdF − L(P1, f, F ) <
ε

2
,
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y de la definición 1.3 y (1.6), que existe una partición P2 de [a, b] tal que

U(P2, f, F )−
∫ b

a

fdF <
ε

2
.

Considerando el refinamiento común, P = P1 ∪ P2, de P1 y P2 se sigue de la proposición 1.1
que

U(P, f, F ) ≤ U(P2, f, F ) <
ε

2
+

∫ b

a

fdF <
ε

2
+
ε

2
+ L(P1, f, F ) ≤ ε+ L(P, f, F ),

de donde
U(P, f, F )− L(P, f, F ) < ε.

Rećıprocamente, dado ε > 0, existe, por hipótesis, una partición P de [a, b] tal que

U(P, f, F )− L(P, f, F ) < ε. Como

L(P, f, F ) ≤
∫ b

a

fdF ≤
∫ b

a

fdF ≤ U(P, f, F ),

entonces ∫ b

a

fdF −
∫ b

a

fdF < ε.

Como esto es válido para todo ε > 0, se sigue que

∫ b

a

fdF =

∫ b

a

fdF.

Por lo tanto f ∈ R[F ; a, b].

Observación 1.7 De las desigualdades (1.2) y (1.3) se sigue inmediatamente que si P

es una partición para la cual (1.8) se cumple, entonces se cumple también para cualquier

refinamiento P ∗ de P .

Denotaremos al espacio de todas las funciones f : [a, b] → R continuas por C[a, b].
Notemos que si f ∈ C[a, b], entonces, debido a que [a, b] es compacto en R, f es acotada en

[a, b].

Teorema 1.8 C[a, b] ⊂ R[F ; a, b].
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Demostración. Consideremos f ∈ C[a, b] y sea ε > 0 dado. Del teorema 1.6, tenemos

que basta encontrar una partición P de [a, b] tal que U(P, f, F )− L(P, f, F ) < ε.

Elijamos η > 0 de manera que

[F (b)− F (a)] η < ε.

Como f es continua en el compacto [a, b], se sigue que es uniformemente continua en

[a, b], por lo que existe δ > 0 tal que

| f(x)− f(y) |< η (1.9)

cuando x, y ∈ [a, b] y | x− y |< δ.

Si P = {x0, x1, . . . , xn} es una partición de [a, b] tal que ∆xi < δ para todo i(= 1, . . . , n),

entonces de (1.9) se obtiene que

Mi −mi ≤ η, i = 1, . . . , n.

Por lo tanto

U(P, f, F )− L(P, f, F ) =
n∑
i=1

(Mi −mi) ∆Fi ≤ η
n∑
i=1

∆Fi = η [F (b)− F (a)] < ε.

Esto demuestra que f ∈ R[F ; a, b].

Dada una partición P = {x0, x1, . . . , xn} de [a, b], definamos

‖P‖ = máx {xi − xi−1, i = 1, . . . , n} .

A ‖P‖ le llamaremos la malla de la partición P .

Teorema 1.9 Si f es monótona en [a, b] y F es continua (recordemos que es, además, no

decreciente), entonces f ∈ R[F ; a, b].

Demostración. Notemos primero que por ser F continua en el compacto [a, b], F es

uniformemente continua. Supongamos ahora que f es no decreciente. Entonces si P =

{x0, x1, . . . , xn} es una partición de [a, b],

mi = f(xi−1) y Mi = f(xi), i = 1, . . . , n.
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Luego

U(P, f, F )− L(P, f, F ) =
n∑
i=1

[f(xi)− f(xi−1)] ∆Fi

=
n∑
i=1

[f(xi)− f(xi−1)] [F (xi)− F (xi−1)]

≤ máx
1≤i≤n

[F (xi)− F (xi−1)]
n∑
i=1

[f(xi)− f(xi−1)]

= máx
1≤i≤n

[F (xi)− F (xi−1)] [f(b)− f(a)] −→ 0

cuando ‖P‖ → 0, por la continuidad uniforme de F . El caso en que f es no creciente es

similar y se dejará como ejercicio al lector.

Teorema 1.10 Sea f : [a, b] → R acotada. Si f tiene sólo un número finito de puntos de

discontinuidad y F es continua en todo punto de discontinuidad de f , entonces f ∈ R[F ; a, b].

Demostración. Sean ε > 0 dado y M = supx∈[a,b] |f(x)|. Si M = 0, entonces f ≡ 0 en

[a, b] y por consiguiente será Riemann-Stieltjes integrable respecto a F sobre [a, b]. Aśı que

supondremos M > 0. Sea D el conjunto de puntos de discontinuidad de f en [a, b], digamos

D = {z1, z2, . . . , zk} con z1 < z2 < · · · < zk.

Como F es continua en zj, existe δj > 0 tal que

|x− zj| < δj implica |F (x)− F (zj)| <
ε

8kM
, para j = 1, . . . , k.

Sea δ0 = mı́n {δ1, δ2, . . . , δk} > 0, y sean uj, vj ∈ [a, b], j = 1, . . . , k, tales que

1. u1 ≤ z1 < v1 < u2 < z2 < v2 < · · · < uk−1 < zk−1 < vk−1 < uk < zk ≤ vk y

2. máx {vj − uj, j = 1, . . . , k} < δ0.

De la elección de δ0 se sigue que

F (vj)− F (uj) = [F (vj)− F (zj)] + [F (zj)− F (uj)] <
ε

8kM
+

ε

8kM
=

ε

4kM
,

de manera que
k∑
j=1

[F (vj)− F (uj)] <
k∑
j=1

ε

4kM
=

ε

4M
. (1.10)
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Sea

K = [a, b]−
k⋃
j=1

(uj, vj) = [a, u1] ∪ [v1, u2] ∪ · · · ∪ [vk−1, uk] ∪ [vk, b].

Como K es una unión finita de conjuntos compactos, es compacto, y debido a que f es
continua en K se sigue que f es uniformemente continua en K. Por lo tanto, existe δ > 0

tal que |s− t| < δ, s, t ∈ K implica

|f(s)− f(t)| < ε

2[F (b)− F (a)]
. (1.11)

Sea P = {a = x0, x1, . . . , xn = b} una partición de [a, b] con las siguientes propiedades:

1. uj, vj ∈ P , j = 1, . . . , k.

2. Ningún punto del segmento (uj, vj) está en P , j = 1, . . . , k.

3. Si xi−1 no es uno de los uj, entonces ∆xi = xi − xi−1 < δ.

Aśı que de (1.10) y (1.11) se sigue que

U(P, f, F )− L(P, f, F )

=
k∑
j=1

[Mj −mj][F (vj)− F (uj)] +
∑

xi−1 6=uj ,j=1,...,k

[Mi −mi][F (xi)− F (xi−1)]

≤ 2M
k∑
j=1

[F (vj)− F (uj)] +
ε

2[F (b)− F (a)]

∑
xi−1 6=uj , j=1,...,k

∆Fi

< 2M ε
4M

+ ε
2[F (b)−F (a)]

[F (b)− F (a)] = ε,

con ε > 0 arbitrario. Aśı que se sigue una vez más del criterio de integrabilidad (teorema

1.6) que f ∈ R[F ; a, b].

El siguiente ejemplo muestra que si f y F tienen un punto de discontinuidad en común,
entonces f no es necesariamente Riemann-Stieltjes integrable respecto a F .

Ejemplo 1.11 Definamos f : [−1, 1]→ R por f(x) = 0 si x 6= 0 y f(0) = 1; y F : [−1, 1]→
R por F (x) = 0 si x ≤ 0 y F (x) = 1 si x > 0. Notemos que f y F son ambas discontinuas

en 0. Ahora, si P es una partición con 0 ∈ P , digamos xj−1 < 0 < xj+1, entonces mi = 0

para todo i = 1, . . . , n, Mi = 0 para i 6= j, j + 1 y Mj = Mj+1 = 1. Además ∆Fi = 0 para

todo i 6= j + 1 y ∆Fj+1 = 1. Por lo tanto

U(P, f, F ) = 1 y L(P, f, F ) = 0.
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Ésto, junto con la observación 1.7 muestra que f /∈ R[F ;−1, 1] (dado que para cualquier

partición Q de [−1, 1] puede considerarse el refinamiento P = Q ∪ {0}).

Problemas
1. Demuestre que

U(P, f, F ) = −L(P,−f, F )

y use esta igualdad para demostrar (1.3).

2. Demuestre que si f es no creciente en [a, b] y F es continua y no decreciente en [a, b],

entonces f ∈ R[F ; a, b].

3. Sea f una función continua y no negativa en [a, b] tal que∫ b

a

f(x)dx = 0.

Demuestre que f(x) = 0 para todo x ∈ [a, b].

4. Demuestre que si f ∈ R[F ; a, b], entonces L(P, f, F ), U(P, f, F ) →
∫ b
a
fdF cuando

‖P‖ → 0.

5. Sea F ∈ C[a, b] no decreciente. Demuestre que si f es acotada en [a, b] y para cada

0 < h < b− a, f ∈ R[F ; a+ h, b], entonces f ∈ R[F ; a, b] y∫ b

a

fdF = ĺım
h↓0

∫ b

a+h

fdF.

6. Sean f ∈ R[F ; a, b] y ε > 0 dado. Si (1.8) se cumple para la partición P = {x0, x1, . . . , xn},
demuestre que

a)
n∑
i=1

|f (ti)− f (si)|∆Fi < ε

para cualesquiera puntos ti, si ∈ [xi−1, xi], i = 1, . . . , n.

b) ∣∣∣∣∣
∫ b

a

fdF −
n∑
i=1

f (ti) ∆Fi

∣∣∣∣∣ < ε

para cualesquiera puntos ti ∈ [xi−1, xi], i = 1, . . . , n.
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7. Suponga que existe I ∈ R tal que dado cualquier ε > 0, existe una partición P =

{x0, x1, . . . , xn} de [a, b] de manera que∣∣∣∣∣I −
n∑
i=1

f (ti) ∆Fi

∣∣∣∣∣ < ε,

para cualesquiera puntos xi−1 ≤ ti ≤ xi, i = 1, . . . , n. Demuestre que f ∈ R[F ; a, b] y

que I =
∫ b
a
fdF .

8. Sean F,G,H : [−1, 1] → R dadas por F = 1(0,1], G = 1[0,1] y H = 1
2
(F + G). Dada

f : [−1, 1]→ R acotada, demuestre que

a) f ∈ R[F ;−1, 1] si y sólo si f (0+) = f(0), en cuyo caso∫ 1

−1
fdF = f(0).

b) f ∈ R[G;−1, 1] si y sólo si f (0−) = f(0), en cuyo caso∫ 1

−1
fdG = f(0).

c) f ∈ R[H;−1, 1] si y sólo si f es continua en 0, en cuyo caso∫ 1

−1
fdF =

∫ 1

−1
fdG =

∫ 1

−1
fdH = f(0).

Donde f (0+) = ĺımx↓0 f(x) y f (0−) = ĺımx↑0 f(x).

9. Diremos que una función F : [a, b] → R es escalonada si existe una partición P =

{x0, x1, . . . , xn} de [a, b] tal que F es constante en cada intervalo abierto (xi−1, xi),

i = 1, . . . , n. El número Si = F
(
x+i
)
− F

(
x−i
)
, es llamado el salto de F en xi si

i = 1, . . . , n−1. El salto en a es S0 = F (a+)−F (a) y el salto en b es Sn = F (b)−F (b−).

a) Suponga que F es no decreciente y que f : [a, b]→ R es una función acotada que es

continua en cada xi, demuestre que f ∈ R[F ; a, b] y que

∫ b

a

fdF =
n∑
i=0

f (xi)Si.

b) Si f es continua en [1,n], calcule
∫ n
1
f(x)d[x], donde [x] es la parte entera de x.
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1.2. Propiedades de la integral de Riemann-Stieltjes

Teorema 1.12 (Linealidad en el integrando) Sean f, g ∈ R[F ; a, b] y c ∈ R. Entonces

i) cf ∈ R[F ; a, b] y
∫ b
a
(cf)dF = c

∫ b
a
fdF .

ii) f + g ∈ R[F ; a, b] y
∫ b
a
(f + g)dF =

∫ b
a
fdF +

∫ b
a
gdF .

Demostración. i) El resultado es obvio para el caso en que c = 0. Supongamos entonces

que c 6= 0. Dado ε > 0, consideremos una partición P = {x0, x1, . . . , xn} de [a, b] tal que

U(P, f, F )− L(P, f, F ) <
ε

|c|
, (1.12)

la existencia de tal P se sigue del criterio de integrabilidad dado en el teorema 1.6.

Si c > 0,

sup
xi−1≤x≤xi

(cf) (x) = c sup
xi−1≤x≤xi

f(x) e ı́nf
xi−1≤x≤xi

(cf) (x) = c ı́nf
xi−1≤x≤xi

f(x) i = 1, . . . , n,

de lo cual
U(P, cf, F ) = cU(P, f, F ) y L(P, cf, F ) = cL(P, f, F ). (1.13)

Ahora, si c < 0,

sup
xi−1≤x≤xi

(cf) (x) = |c| sup
xi−1≤x≤xi

(−f(x)) = −|c| ı́nf
xi−1≤x≤xi

f(x) = c ı́nf
xi−1≤x≤xi

f(x)

y similarmente,

ı́nf
xi−1≤x≤xi

(cf) (x) = c sup
xi−1≤x≤xi

f(x), i = 1, . . . , n.

De lo cual,

U(P, cf, F ) = cL(P, f, F ) y L(P, cf, F ) = cU(P, f, F ). (1.14)

De (1.13) y (1.14) se sigue que

U(P, cf, F )− L(P, cf, F ) = |c| [U(P, f, F )− L(P, f, F )]

para cualquier c 6= 0, y aśı, por (1.12),

U(P, cf, F )− L(P, cf, F ) < ε,

lo cual demuestra (teorema 1.6) que cf ∈ R[F ; a, b].
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Como (1.13) es válido para toda partición P de [a, b] y f, cf ∈ R[F ; a, b],

∫ b

a

cfdF =

∫ b

a

cfdF = ı́nf
P∈P[a,b]

U(P, cf, F )

= c ı́nf
P∈P[a,b]

U(P, f, F ) = c

∫ b

a

fdF = c

∫ b

a

fdF

para c > 0. También, debido a que (1.14) es válido para toda partición P de [a, b],

∫ b

a

cfdF =

∫ b

a

cfdF = ı́nf
P∈P[a,b]

U(P, cf, F )

= ı́nf
P∈P[a,b]

[cL(P, f, F )] = c sup
P∈P[a,b]

L(P, f, F ) = c

∫ b

a

fdF = c

∫ b

a

fdF

si c < 0.

ii) Debido a que para cualquier partición P = {x0, x1, . . . , xn} de [a, b],

ı́nf
xi−1≤x≤xi

f(x) + ı́nf
xi−1≤x≤xi

g(x) ≤ ı́nf
xi−1≤x≤xi

(f + g)(x)

≤ sup
xi−1≤x≤xi

(f + g)(x) ≤ sup
xi−1≤x≤xi

f(x) + sup
xi−1≤x≤xi

g(x),

se sigue que

L(P, f, F ) +L(P, g, F ) ≤ L(P, f + g, F ) ≤ U(P, f + g, F ) ≤ U(P, f, F ) +U(P, g, F ). (1.15)

Ahora, dado ε > 0, se sigue nuevamente del criterio de integrabilidad dado en el teorema

1.6 que existen particiones P1 y P2 de [a, b] tales que

U(P1, f, F )− L(P1, f, F ) <
ε

2
y U(P2, g, F )− L(P2, g, F ) <

ε

2
. (1.16)

Como (1.16) se cumple si se reemplazan P1 y P2 por su refinamiento común P = P1 ∪P2, se

sigue de (1.15) que

U(P, f + g, F )− L(P, f + g, F ) ≤ [U(P, f, F )− L(P, f, F )] + [U(P, g, F )− L(P, g, F )]

<
ε

2
+
ε

2
= ε,

lo cual demuestra que f + g ∈ R[F ; a, b].
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Ahora, de (1.16), con el refinaniento P , se tiene

U(P, f, F ) < L(P, f, F ) +
ε

2
≤
∫ b

a

fdF +
ε

2

y

U(P, g, F ) < L(P, g, F ) +
ε

2
≤
∫ b

a

gdF +
ε

2
.

Luego, por (1.15),∫ b

a

(f + g)dF ≤ U(P, f + g, F ) ≤ U(P, f, F ) + U(P, g, F ) <

∫ b

a

fdF +

∫ b

a

gdF + ε.

Como esta desigualdad es válida para todo ε > 0, se concluye que∫ b

a

(f + g)dF ≤
∫ b

a

fdF +

∫ b

a

gdF.

La desigualdad contraria se obtiene reemplazando f y g por −f y −g, respectivamente, y

aplicando el inciso i) con c = −1.

El siguiente teorema, cuya demostración se dejará de ejercicio al lector, muestra que la
integral de Riemann-Stieltjes es, también, lineal en el integrador.

Teorema 1.13 (Linealidad en el integrador) Sean c una constante no negativa, f ∈ R[F ; a, b]

y f ∈ R[G; a, b]. Entonces

i) f ∈ R[cF ; a, b] y
∫ b
a
fd(cF ) = c

∫ b
a
fdF .

ii) f ∈ R[F +G; a, b] y
∫ b
a
fd(F +G) =

∫ b
a
fdF +

∫ b
a
fdG.

El siguiente resultado nos indica que la integral de Riemann-Stieltjes es monótona sobre
el integrando.

Teorema 1.14 (Monotońıa de la integral) Si f, g ∈ R[F ; a, b] y f(x) ≤ g(x) para todo

x ∈ [a, b], entonces ∫ b

a

fdF ≤
∫ b

a

gdF.

Demostración. Sea P = {x0, x1, . . . , xn} una partición (arbitraria) de [a, b]. Definamos

Mi = sup
xi−1≤x≤xi

f(x) y M∗
i = sup

xi−1≤x≤xi
g(x), i = 1, . . . , n.
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Claramente, Mi ≤M∗
i , i = 1, . . . , n. Luego

U(P, f, F ) ≤ U(P, g, F ). (1.17)

Como la desigualdad (1.17) es válida para toda partición P de [a, b], se sigue que

∫ b

a

fdF =

∫ b

a

fdF ≤
∫ b

a

gdF =

∫ b

a

gdF.

Analizaremos ahora la integrabilidad del producto y el cociente de funciones.

Teorema 1.15 Sean f, g ∈ R[F ; a, b]. Entonces

i) fg ∈ R[F ; a, b].

ii) Si ı́nfa≤x≤b |f(x)| > 0, 1
f
∈ R[F ; a, b].

Demostración. Probaremos únicamente i) y dejaremos ii) como ejercicio al lector.

Debido a que f y g son acotadas, existe una constante M > 0 tal que |f(x)|, |g(x)| ≤M

para todo x ∈ [a, b]. Ahora, dado ε > 0, consideremos una partición P = {x0, x1, . . . , xn} de

[a, b] tal que

U(P, f, F )− L(P, f, F ) <
ε

2M
y U(P, g, F )− L(P, g, F ) <

ε

2M
. (1.18)

Como

|f(x)g(x)− f(y)g(y)| = |f(x)g(x)− f(x)g(y) + f(x)g(y)− f(y)g(y)|
≤ M |f(x)− f(y)|+M |g(x)− g(y)|,

se sigue que

sup
xi−1≤x≤xi

(fg)(x)− ı́nf
xi−1≤x≤xi

(fg)(x)

≤ M

[
sup

xi−1≤x≤xi
f(x)− ı́nf

xi−1≤x≤xi
f(x)

]
+M

[
sup

xi−1≤x≤xi
g(x)− ı́nf

xi−1≤x≤xi
g(x)

]
,

i = 1, . . . , n. De donde

U(P, fg, F )−L(P, fg, F ) ≤M [U(P, f, F )−L(P, f, F )]+M [U(P, g, F )−L(P, g, F )]. (1.19)

De (1.18) y (1.19) obtenemos

U(P, fg, F )− L(P, fg, F ) < ε.
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Lo cual demuestra que fg ∈ R[F ; a, b].

Notemos, tomando g = f en i) del teorema 1.15 que f 2 ∈ R[F ; a, b] si f ∈ R[F ; a, b]. El

siguiente resultado involucra las integrales de f 2, g2 y fg, y es conocido como la desigualdad
de Cauchy-Schwarz para integrales de Riemann-Stieltjes.

Teorema 1.16 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz para integrales) Si f, g ∈ R[F ; a, b], en-
tonces ∣∣∣∣∫ b

a

fgdF

∣∣∣∣ ≤ (∫ b

a

f 2dF

) 1
2
(∫ b

a

g2dF

) 1
2

. (1.20)

Demostración. Sea ε > 0 dado. Como f 2, g2, fg ∈ R[F ; a, b], existe una partición

P = {x0, x1, . . . , xn} de [a, b] tal que

U(P, f 2, F )−L(P, f 2, F ) < ε, U(P, g2, F )−L(P, g2, F ) < ε y U(P, fg, F )−L(P, fg, F ) < ε.

Luego por el problema 6 b) de la sección 1.1,∣∣∣∣∣
n∑
i=1

f(ti)
2∆Fi −

∫ b

a

f 2dF

∣∣∣∣∣ < ε,

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

g(ti)
2∆Fi −

∫ b

a

g2dF

∣∣∣∣∣ < ε y

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

(fg)(ti)∆Fi −
∫ b

a

fgdF

∣∣∣∣∣ < ε

para cualesquiera ti ∈ [xi−1, xi], i = 1, . . . , n. Tenemos aśı, usando la desigualdad de Cauchy-

Schwarz para sumas (véase el lema 3.1 en Pérez et al. [25]) y el hecho de que ||x| − |y|| ≤
|x− y| para cualesquiera x, y ∈ R, que∣∣∣∣∫ b

a

fgdF

∣∣∣∣− ε ≤
∣∣∣∣∣
n∑
i=1

f(ti)g(ti)∆Fi

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

f(ti) (∆Fi)
1
2 g(ti) (∆Fi)

1
2

∣∣∣∣∣
≤

(
n∑
i=1

f(ti)
2∆Fi

) 1
2
(

n∑
i=1

g(ti)
2∆Fi

) 1
2

(1.21)

≤
(∫ b

a

f 2dF + ε

) 1
2
(∫ b

a

g2dF + ε

) 1
2

.

Como (1.21) es válido para cualquier ε > 0, (1.20) se cumple.

Teorema 1.17 Si f ∈ R[F ; a, b], m ≤ f(x) ≤ M para todo x ∈ [a, b] y ϕ : [m,M ] → R es

continua, entonces g = ϕ ◦ f ∈ R[F ; a, b].
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Demostración. Sea ε > 0 dado y K = supm≤t≤M |ϕ(t)|. Si K=0, entonces 0 ≡ g ∈
R[F ; a, b]. Aśı que supondremos que K > 0. Como ϕ es continua en [m,M ] y [m,M ] es

compacto, se sigue que ϕ es uniformemente continua en [m,M ], por lo que existe δ > 0 tal

que δ < ε
4K

y s, t ∈ [m,M ], |s− t| < δ implica que

|ϕ(s)− ϕ(t)| < ε

2[F (b)− F (a)]
. (1.22)

Ahora, como f ∈ R[F ; a, b], se sigue del criterio de integrabilidad (teorema 1.6) que existe

una partición P = {x0, x1, . . . , xn} de [a, b] tal que

U(P, f, F )− L(P, f, F ) < δ2. (1.23)

Sean mi = ı́nfxi−1≤x≤xi f(x), Mi = supxi−1≤x≤xi f(x), m∗i = ı́nfxi−1≤x≤xi g(x) y M∗
i =

supxi−1≤x≤xi g(x), i = 1, . . . , n; y consideremos A = {i|Mi −mi < δ} y B = {i|Mi −mi ≥ δ}.

Si i ∈ A, entonces para z, w ∈ [xi−1, xi], se tiene que |f(z) − f(w)| < δ, y esto implica

por (1.22) que |ϕ(f(z))− ϕ(f(w))| < ε
2[F (b)−F (a)]

, que a su vez implica que

M∗
i −m∗i ≤

ε

2[F (b)− F (a)]
. (1.24)

Ahora, si i ∈ B se sigue de (1.23) que

δ
∑
i∈B

∆Fi ≤
∑
i∈B

(Mi −mi)∆Fi ≤
n∑
i=1

(Mi −mi)∆Fi < δ2,

de manera que
∑

i∈B ∆Fi < δ. De aqúı, junto con (1.24), el hecho de que M∗
i −m∗i ≤ 2K y

la elección de δ, se sigue que

U(P, g, F )− L(P, g, F ) =
∑
i∈A

(M∗
i −m∗i )∆Fi +

∑
i∈B

(M∗
i −m∗i )∆Fi

≤ ε

2[F (b)− F (a)]

∑
i∈A

∆Fi + 2K
∑
i∈B

∆Fi

≤ ε

2[F (b)− F (a)]
[F (b)− F (a)] + 2Kδ

<
ε

2
+
ε

2
= ε.

Una vez más por el criterio de integrabilidad (teorema 1.6), se sigue que g ∈ R[F ; a, b].

Dejaremos la demostración del siguiente resultado como ejercicio al lector.
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Proposición 1.18 Sea f ∈ R[F ; a, b].

i) |f | ∈ R[F ; a, b] y
∣∣∣∫ ba fdF ∣∣∣ ≤ ∫ ba |f |dF .

ii) Si |f(x)| ≤M para todo x ∈ [a, b], entonces
∣∣∣∫ ba fdF ∣∣∣ ≤M [F (b)− F (a)].

Proposición 1.19 Sea F : [a, b] → R no decreciente. Si c ∈ (a, b), a < b, entonces f ∈
R[F ; a, b] si y sólo si f ∈ R[F ; a, c] y f ∈ R[F ; c, b]. En cuyo caso∫ b

a

fdF =

∫ c

a

fdF +

∫ b

c

fdF.

Demostración. Sea ε > 0 dado, y sean P , P1 y P2 particiones de [a, b], [a, c] y [c, b],

respectivamente, tales que

U(P, f, F )−
∫ b

a

fdF < ε, U(P1, f, F )−
∫ c

a

fdF < ε y U(P2, f, F )−
∫ b

c

fdF < ε.

Consideremos P ′ = P∪P1∪P2. Notemos que P ′ es un refinamiento de P y c ∈ P ′, digamos,

P ′ = {a = x0, x1, . . . , xi−1, xi = c, xi+1, . . . , xn = b}. Es claro que P ′1 = {x0, x1, . . . , xi} y

P ′2 = {xi, xi+1, . . . , xn} son refinamientos de las particiones P1 y P2, respectivamente, y

además
U(P ′, f, F ) = U(P ′1, f, F ) + U(P ′2, f, F ). (1.25)

Luego

−ε <
∫ c

a

fdF − U(P ′1, f, F ) ≤ 0, −ε <
∫ b

c

fdF − U(P ′2, f, F ) ≤ 0 y

0 ≤ U(P ′, f, F )−
∫ b

a

fdF < ε.

Sumando estas desigualdades y usando (1.25) obtenemos

−2ε <

∫ c

a

fdF +

∫ b

c

fdF −
∫ b

a

fdF < ε.

Como esto es válido para todo ε > 0, se sigue que

∫ b

a

fdF =

∫ c

a

fdF +

∫ b

c

fdF. (1.26)
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De manera similar puede verse (problema 6) que∫ b

a

fdF =

∫ c

a

fdF +

∫ b

c

fdF. (1.27)

Aśı, si f ∈ R[F ; a, b], se sigue de (1.26) y (1.27) que

∫ c

a

fdF +

∫ b

c

fdF =

∫ b

a

fdF =

∫ c

a

fdF +

∫ b

c

fdF,

o equivalentemente (∫ c

a

fdF −
∫ c

a

fdF

)
+

(∫ b

c

fdF −
∫ b

c

fdF

)
= 0.

Como cada sumando de la izquierda es no negativo, ambos son cero. Esto finaliza la demos-
tración de la necesidad. La suficiencia se demuestra en forma similar.

Definamos ahora la función

E(x) =

{
0, si x < 0
1, si x ≥ 0,

a la cual llamaremos la función escalón unitario .

La demostración de la siguiente propiedad de la integral con integrador F (x) = E(x−s),
x ∈ [a, b] para a < s < b se dejará como ejercicio al lector.

Lema 1.20 Sea f : [a, b]→ R una función acotada. Si f es continua en un punto s ∈ (a, b)

y F (x) = E(x− s), x ∈ [a, b], entonces∫ b

a

fdF = f(s). (1.28)

En general, tenemos lo siguiente.

Teorema 1.21 Supongamos que
∑∞

n=1 an es una serie convergente de números reales no

negativos y que {cn} es una sucesión de puntos distintos en (a, b). Si f es continua en [a, b]

y F (x) =
∑∞

n=1 anE(x− cn), entonces∫ b

a

fdF =
∞∑
n=1

anf(cn). (1.29)
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Demostración. Como 0 ≤ anE(x − cn) ≤ an para todo n, se sigue del criterio de

comparación de series (véase la proposición 2.71 en Pérez et al. [25]) que
∑∞

n=1 anE(x− cn)

converge para todo x ∈ [a, b], por lo que F está bien definida. Es claro además que F (a) = 0,

F (b) =
∑∞

n=1 an < ∞ y x ≤ y implica F (x) ≤ F (y), de lo cual tenemos que F es no

decreciente en [a, b]. Aśı, debido a la continuidad de f en [a, b] se tiene por el teorema 1.8

que f ∈ R[F ; a, b].

Consideremos ahora ε > 0 y sea M = supa≤x≤b |f(x)|. Si M = 0, entonces f ≡ 0 en [a, b]

y la igualdad (1.29) es válida. Supongamos pues que M > 0. Como por hipótesis la serie∑∞
n=1 an es convergente, existe N ∈ N tal que

∑∞
n=N+1 an <

ε
2M

.

Definamos para cada x ∈ [a, b],

F1(x) =
N∑
n=1

anE(x− cn) y F2(x) =
∞∑

n=N+1

anE(x− cn).

Del teorema 1.13 y el lema 1.20 se tiene que∫ b

a

fdF1 =
N∑
n=1

anf(cn). (1.30)

Por otro lado, para F2 se tiene que

F2(b)− F2(a) =
∞∑

n=N+1

an <
ε

2M
,

por lo que de la proposición 1.18 ii) se sigue que∣∣∣∣∫ b

a

fdF2

∣∣∣∣ ≤M [F2(b)− F2(a)] < M
ε

2M
=
ε

2
. (1.31)

Como F = F1 + F2 se sigue del teorema 1.13, (1.30) y (1.31) que∣∣∣∣∣
∫ b

a

fdF −
∞∑
n=1

anf(cn)

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∫ b

a

fdF1 +

∫ b

a

fdF2 −
N∑
n=1

anf(cn)−
∞∑

n=N+1

anf(cn)

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
∫ b

a

fdF2 −
∞∑

n=N+1

anf(cn)

∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∫ b

a

fdF2

∣∣∣∣+
∞∑

n=N+1

an |f(cn)|

≤ ε

2
+M

∞∑
n=N+1

an
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=
ε

2
+M

ε

2M
= ε,

con ε > 0 arbitrario. Por lo tanto, (1.29) se cumple.

Problemas
1. Demuestre el teorema 1.13.

2. Complete la demostración del teorema 1.15.

3. Demuestre la proposición 1.18.

4. Demuestre que el rećıproco del inciso i) de la proposición 1.18 no necesariamente es

cierto, es decir, |f | ∈ R[F ; a, b] no implica que f ∈ R[F ; a, b].

5. Sean p, q > 0 tales que 1
p

+ 1
q

= 1. Demuestre que

a) Si u, v ≥ 0, entonces uv ≤ up

p
+ vq

q
.

b) Si f, g ∈ R[F ; a, b], entonces∣∣∣∣∫ b

a

fgdF

∣∣∣∣ ≤ (∫ b

a

|f |pdF
) 1

p
(∫ n

a

|g|qdF
) 1

q

.

A esta desigualdad se le conoce como la desigualdad de Hölder. Observe que cuando

p = q = 2, se obtiene la desigualdad de Cauchy-Schwarz (teorema 1.16).

6. Sean f : [a, b]→ R acotada y F : [a, b]→ R no decreciente. Demuestre que∫ b

a

fdF =

∫ c

a

fdF +

∫ b

c

fdF.

7. Demuestre el lema 1.20.

8. Dada F : [a, b]→ R no decreciente, defina para cada f ∈ R[F ; a, b]

‖f‖2 =

(∫ b

a

|f |2dF
) 1

2

.

a) Si f, g, h ∈ R[F ; a, b], demuestre que

‖f − h‖2 ≤ ‖f − g‖2 + ‖g − h‖2 .

b) Si f ∈ R[F ; a, b], demuestre que para cada ε > 0 fijo, existe una función continua g

en [a, b] tal que ‖f − g‖2 < ε.

Para una sugerencia véase el ejercicio 6.12 de Rudin [28].
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9. Para f ∈ C[a, b] defina

‖f‖1 =

∫ b

a

|f(x)|dx.

Demuestre que ‖ · ‖1 define una norma en C[a, b].

1.3. Teoremas elementales

El primer resultado de esta sección nos muestra, que en ciertos casos, una integral de
Riemann-Stieltjes se puede calcular mediante una integral de Riemann ordinaria.

Teorema 1.22 Supongamos que F es una función no decreciente y diferenciable en [a, b]

tal que F ′ ∈ R[a, b]. Si f es una función acotada en [a, b], entonces f ∈ R[F ; a, b] si y sólo

si fF ′ ∈ R[a, b]. En este caso ∫ b

a

fdF =

∫ b

a

f(x)F ′(x)dx. (1.32)

Demostración. Probaremos primero que∫ b

a

fdF =

∫ b

a

f(x)F ′(x)dx. (1.33)

Sea M = supa≤x≤b |f(x)|. Si M = 0, entonces f ≡ 0 y (1.33) es, en este caso, válido.

Supongamos pues que M > 0 y sea ε > 0 dado. Como por hipótesis F ′ ∈ R[a, b], se sigue

del criterio de integrabilidad (teorema 1.6) que existe una partición P = {x0, x1, . . . , xn} de

[a, b] tal que

U(P, F ′)− L(P, F ′) <
ε

M
. (1.34)

Por el teorema del valor medio, para cada i (= 1, . . . , n), existe ti ∈ [xi−1, xi] tal que

F ′(ti) =
F (xi)− F (xi−1)

xi − xi−1
,

esto es
∆Fi = F ′(ti)∆xi, i = 1, . . . , n. (1.35)

Usando (1.34) se sigue (véase el problema 6 a) de la sección 1.1) que si si ∈ [xi−1, xi],

i = 1, . . . , n, entonces
n∑
i=1

|F ′(si)− F ′(ti)|∆xi <
ε

M
. (1.36)
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De (1.35) y (1.36) se tiene que∣∣∣∣∣
n∑
i=1

f(si)∆Fi −
n∑
i=1

f(si)F
′(si)∆xi

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

f(si)[F
′(ti)− F ′(si)]∆xi

∣∣∣∣∣
≤

n∑
i=1

|f(si)| |F ′(ti)− F ′(si)|∆xi (1.37)

< M
ε

M
= ε,

lo cual implica que

n∑
i=1

f(si)∆Fi ≤
n∑
i=1

f(si)F
′(si)∆xi + ε ≤ U(P, fF ′) + ε,

para cualesquiera si ∈ [xi−1, xi], i = 1, . . . , n. En consecuencia

U(P, f, F ) ≤ U(P, fF ′) + ε.

De manera similar, se sigue de la desigualdad (1.37) que

U(P, fF ′) ≤ U(P, f, F ) + ε.

Por lo tanto
|U(P, f, F )− U(P, fF ′)| ≤ ε. (1.38)

Como la desigualdad (1.38) se cumple para cualquier refinamiento de P , se tiene que∣∣∣∣∣
∫ b

a

fdF −
∫ b

a

f(x)F ′(x)dx

∣∣∣∣∣ ≤ ε

y debido a que ε > 0 es arbitrario se concluye que la igualdad (1.33) es válida. Con un

argumento similar (problema 3) se prueba también que∫ b

a

fdF =

∫ b

a

f(x)F ′(x)dx. (1.39)

Si f ∈ R[F ; a, b], se sigue de (1.33) y (1.39) que

∫ b

a

f(x)F ′(x)dx =

∫ b

a

fdF =

∫ b

a

f(x)F ′(x)dx,



CAPÍTULO 1. INTEGRACIÓN DE RIEMANN-STIELTJES 25

por lo que fF ′ ∈ R[a, b] y (1.32) se cumple.

Rećıprocamente, si fF ′ ∈ R[a, b] se sigue también de (1.33) y (1.39) que

∫ b

a

fdF =

∫ b

a

f(x)F ′(x)dx =

∫ b

a

fdF,

por lo que f ∈ R[F ; a, b] y (1.32) se cumple.

Los teoremas 1.21 y 1.22 ilustran, respectivamente, que si F es una función de la forma

F (x) =
∑
anE(x − cn), la integral de Riemann-Stieltjes se reduce a una suma (finita o

infinita) y si F tiene derivada Riemann-integrable, la integral de Riemann-Stieltjes se reduce

a una integral de Riemann.

Teorema 1.23 (Teorema de cambio de variable) Sea ϕ : [A,B] → [a, b] suprayectiva, es-

trictamente creciente y continua. Si F es no decreciente en [a, b] y f ∈ R[F ; a, b], entonces

f ◦ ϕ ∈ R[F ◦ ϕ;A,B] y ∫ B

A

(f ◦ ϕ)d(F ◦ ϕ) =

∫ b

a

fdF. (1.40)

Demostración. De la hipótesis se sigue que F ◦ ϕ : [A,B] → R es no decreciente en

[A,B] y que f ◦ϕ : [A,B]→ R es acotada. Sea P = {x0, x1, . . . , xn} una partición (arbitraria)

de [a, b]. Como ϕ es biyectiva, para cada i (= 0, 1, . . . , n) existe yi ∈ [A,B], único, tal que

ϕ(yi) = xi. Además, como ϕ es estrictamente creciente, Q = {y0, y1, . . . , yn} es una partición

de [A,B]. De hecho todas las particiones de [A,B] se pueden obtener de esta forma. Ahora,

puesto que para cada i (= 1, . . . , n)

(f ◦ ϕ)([yi−1, yi]) = {f (ϕ(y)) : yi−1 ≤ y ≤ yi} = {f (x) : xi−1 ≤ x ≤ xi} = f([xi−1, xi]),

se sigue que

Mi = sup
xi−1≤x≤xi

f(x) = sup
yi−1≤y≤yi

f (ϕ(y)) y mi = ı́nf
xi−1≤x≤xi

f(x) = ı́nf
yi−1≤y≤yi

f (ϕ(y)) .

Esto, junto con el hecho de que

(F ◦ ϕ)(yi) = F (xi), i = 0, 1, . . . , n,

implican que

U(Q, f ◦ ϕ, F ◦ ϕ) = U(P, f, F ) y L(Q, f ◦ ϕ, F ◦ ϕ) = L(P, f, F ). (1.41)
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Sea ε > 0 dado. Como f ∈ R[F ; a, b], se sigue del criterio de integrabilidad (teorema 1.6)

que existe una partición P = {x0, x1, . . . , xn} de [a, b] tal que

U(P, f, F )− L(P, f, F ) < ε.

Igual que antes, denotamos por Q = {y0, y1, . . . , yn} a la partición de [A,B] tal que ϕ(yi) =

xi, i = 0, 1, . . . , n. Entonces por (1.41) se sigue que

U(Q, f ◦ ϕ, F ◦ ϕ)− L(Q, f ◦ ϕ, F ◦ ϕ) = U(P, f, F )− L(P, f, F ) < ε,

en consecuencia, se sigue una vez más del criterio de integrabilidad que f ◦ϕ ∈ R[F ◦ϕ;A,B].

Además∫ B

A

(f ◦ ϕ)d(F ◦ ϕ) = ı́nf
Q∈P[A,B]

U(Q, f ◦ ϕ, F ◦ ϕ) = ı́nf
P∈P[a,b]

U(P, f, F ) =

∫ b

a

fdF.

De los teoremas 1.22 y 1.23 se obtiene el teorema de cambio de variable para la integral
ordinaria de Riemann.

Corolario 1.24 Supongamos que ϕ mapea [A,B] en [a, b] y que es estrictamente creciente

y diferenciable en [A,B]. Si ϕ′ ∈ R[A,B], entonces∫ b

a

f(x)dx =

∫ B

A

f(ϕ(y))ϕ′(y)dy.

Demostración. Tomemos F (x) = x y apliquemos el teorema 1.22 a la parte izquierda

de (1.40).

Teorema 1.25 (Teorema de integración por partes) Supongamos que f y g son funciones

no decrecientes en [a, b]. Entonces f ∈ R[g; a, b] si y sólo si g ∈ R[f ; a, b], en cuyo caso∫ b

a

fdg +

∫ b

a

gdf = f(b)g(b)− f(a)g(a). (1.42)

Demostración. Sea P = {x0, x1, . . . , xn} una partición arbitraria de [a, b]. Usando que

f y g son funciones no decrecientes obtenemos

U(P, f, g)− L(P, f, g) =
n∑
i=1

f(xi)[g(xi)− g(xi−1)]−
n∑
i=1

f(xi−1)[g(xi)− g(xi−1)]

=
n∑
i=1

g(xi)[f(xi)− f(xi−1)]−
n∑
i=1

g(xi−1)[f(xi)− f(xi−1)]

= U(P, g, f)− L(P, g, f).



CAPÍTULO 1. INTEGRACIÓN DE RIEMANN-STIELTJES 27

De aqúı, es evidente por el criterio de integrabilidad (teorema 1.6), que f ∈ R[g; a, b] si y

sólo si g ∈ R[f ; a, b].

Notemos también que

U(P, f, g) + L(P, g, f) =
n∑
i=1

f(xi)[g(xi)− g(xi−1)] +
n∑
i=1

g(xi−1)[f(xi)− f(xi−1)]

= f(b)g(b)− f(a)g(a). (1.43)

Ahora, dado ε > 0, elijamos una partición P de [a, b] tal que

U(P, f, g)− ε <
∫ b

a

fdg ≤ U(P, f, g)

y

L(P, g, f) ≤
∫ b

a

gdf < L(P, g, f) + ε.

Sumando estas desigualdades y usando (1.43) obtenemos

f(b)g(b)− f(a)g(a)− ε <
∫ b

a

fdg +

∫ b

a

gdf < f(b)g(b)− f(a)g(a) + ε.

Como ε > 0 es arbitrario, (1.42) se cumple.

Teorema 1.26 (Primer teorema del valor medio para integrales de Riemann-Stieltjes) Sea

f ∈ R[F ; a, b]. Si m = ı́nfa≤x≤b f(x) y M = supa≤x≤b f(x), existe c ∈ [m,M ] tal que∫ b

a

fdF = c[F (b)− F (a)]. (1.44)

En particular, si f es continua en [a, b], entonces c = f(x0) para algún x0 ∈ [a, b].

Demostración. Si F es constante en [a, b], el teorema es trivialmente válido, ya que en

este caso, ambos lados de (1.44) son cero. Si F no es constante en [a, b], entonces, debido a

que F es no decreciente, F (a) < F (b). Además, debido a que para toda partición P de [a, b],

m[F (b)− F (a)] ≤ L(P, f, F ) ≤ U(P, f, F ) ≤M [F (b)− F (a)]

se tiene que

m[F (b)− F (a)] ≤
∫ b

a

fdF ≤M [F (b)− F (a)]
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o equivalentemente

m ≤ 1

F (b)− F (a)

∫ b

a

fdF ≤M.

Aśı, (1.44) se cumple con c = 1
F (b)−F (a)

∫ b
a
fdF .

Ahora, si f es continua en [a, b], se sigue del teorema del valor intermedio que existe

x0 ∈ [a, b] tal que c = f(x0).

De los teoremas 1.25 y 1.26 se obtiene (véase el problema 1) el segundo teorema del

valor medio para integrales de Riemann-Stieltjes.

Corolario 1.27 (Segundo teorema del valor medio para integrales de Riemann-Stieltjes) Si

F : [a, b] → R es una función continua no decreciente y f : [a, b] → R es una función no

decreciente, entonces existe x0 ∈ [a, b] tal que∫ b

a

fdF = f(a)

∫ x0

a

dF + f(b)

∫ b

x0

dF.

Observación 1.28 Al ser F continua y f no decreciente en [a, b], se tiene (véase el teorema

1.9) que f ∈ R[F ; a, b].

Teorema 1.29 Sea f ∈ R[F ; a, b] y definamos α(x) =
∫ x
a
fdF para a ≤ x ≤ b. Entonces

i) α es continua en todo punto donde F lo es.

ii) α es diferenciable en todo punto donde F es diferenciable y f es continua. En cualesquiera

de estos puntos x, α′(x) = f(x)F ′(x).

Demostración. Sea M = supa≤x≤b |f(x)|. De las proposiciones 1.18 y 1.19 se sigue que

para cualesquiera números reales x, y ∈ [a, b] con x < y,

|α(y)− α(x)| =
∣∣∣∣∫ y

x

fdF

∣∣∣∣ ≤M [F (y)− F (x)].

De aqúı, la validez del inciso i) es clara.

Finalmente, del primer teorema del valor medio para integrales de Riemann-Stieltjes

(teorema 1.26), se sigue que existe c(x, y) ≡ c ∈
[́
ınfx≤z≤y f(z), supx≤z≤y f(z)

]
tal que

α(y)− α(x) = c[F (y)− F (x)]. (1.45)

Notemos que si f es continua en x, entonces

ĺım
y→x

c(x, y) = f(x).
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Luego, dividiendo ambos lados de la igualdad (1.45) por y − x obtenemos

α(y)− α(x)

y − x
= c

F (y)− F (x)

y − x
→ f(x)F ′(x) cuando y → x,

para cada punto x en el cual f es continua y F es diferenciable; esto prueba ii) y la demos-

tración está finiquitada.

Tomando F (x) = x, en el teorema 1.29, obtenemos el primer teorema fundamental

del cálculo integral.

Corolario 1.30 (Primer teorema fundamental del cálculo integral) Sea f ∈ R[a, b] y defi-

namos α(x) =
∫ x
a
f(t)dt para a ≤ x ≤ b. Entonces α es continua en [a, b] y si f es continua

en un punto x0 ∈ [a, b], entonces α es diferenciable en x0 y α′(x0) = f(x0).

Dejaremos la demostración del último resultado de esta sección, segundo teorema
fundamental del cálculo integral, como ejercicio al lector.

Teorema 1.31 (Segundo teorema fundamental del cálculo integral) Si f ∈ R[a, b] y existe

una función diferenciable α en [a, b] tal que α′ = f , entonces∫ b

a

f(x)dx = α(b)− α(a).

Problemas

1. Demuestre el corolario 1.27.

2. Demuestre el teorema 1.31.

3. Sean f una función acotada en [a, b] y F una función no decreciente y derivable en

[a, b] tal que F ′ ∈ R[a, b], demuestre que∫ b

a

fdF =

∫ b

a

f(x)F ′(x)dx.

4. Sea F (x) = cos x para π ≤ x ≤ 2π. Encuentre el valor de
∫ 2π

π
xdF .

5. Encuentre el valor de
∫ √2π√

π
cos (z2) d (cos (z2)).
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6. Sea f : [a, b]→ R diferenciable tal que f, f ′ ∈ C[a, b], f(a) = f(b) = 0 y
∫ b
a
f 2(x)dx = 1.

Demuestre que ∫ b

a

xf(x)f ′(x)dx = −1

2

y que (∫ b

a

[f ′(x)]
2
dx

)(∫ b

a

x2f 2(x)dx

)
≥ 1

4
.

7. Demuestre que si
∫ b
a
fdF = 0 para una función continua f en [a, b] tal que f(x) 6= 0

para todo x ∈ [a, b], entonces F es una constante.

8. Demuestre que

C[a, b] =
⋂
{R[F ; a, b] : F es no decreciente} .

9. Sean f, g ∈ R[F ; a, b] y suponga que g(x) ≥ 0 para todo x ∈ [a, b]. Si m = ı́nfx≤a≤b f(x)

y M = supx≤a≤b f(x), demuestre que existe c ∈ [m,M ] tal que

∫ b

a

fgdF = c

∫ b

a

gdF.

Note que cuando g ≡ 1, es el primer teorema del valor medio para integrales de
Riemann-Stieltjes.

10. Sean f, g ∈ C[a, b] con g ≥ 0. Si F (x) =
∫ x
a
g(t)dt, demuestre que

∫ b

a

fdF =

∫ b

a

f(x)g(x)dx.

1.4. Funciones de variación acotada

Veremos en esta sección una clase de funciones, llamadas funciones de variación aco-

tada, que están ı́ntimamente relacionadas tanto con las curvas de longitud finita (curvas

rectificables, véase la sección 1.6) como con las funciones monótonas. En la sección 1.5 ha-

remos uso de esta última conexión para extender la clase de integradores en la integral de
Riemann-Stieltjes, pasando de la clase de integradores no decrecientes a la clase, más amplia,
de integradores de variación acotada; aprovechando, por supuesto, la teoŕıa ya desarrollada
en las secciones anteriores.
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Definición 1.32 Sea F : [a, b]→ R.

i) Si existe M > 0 tal que para cualquier partición P = {x0, x1, . . . , xn} de [a, b]

V (P, F ) =
n∑
i=1

|∆Fi| ≤M,

diremos que F es de variación acotada en [a, b].

ii) Si F es de variación acotada en [a, b], al número

V (F ; a, b) = sup
P∈P[a,b]

V (P, F )

le llamaremos la variación total de F en [a, b].

Proposición 1.33 Si F es monótona en [a, b], entonces F es de variación acotada en [a, b]
y

V (F ; a, b) = |F (b)− F (a)|.

Demostración. Supongamos primero que F es no decreciente. Entonces para cualquier

partición P = {x0, x1, . . . , xn} de [a, b], ∆Fi ≥ 0, i = 1, . . . , n; y aśı

V (P, F ) =
n∑
i=1

|∆Fi| =
n∑
i=1

∆Fi =
n∑
i=1

[F (xi)− F (xi−1)] = F (b)− F (a).

Por lo tanto

V (F ; a, b) = F (b)− F (a) si F es no decreciente en [a, b]. (1.46)

Si F es no creciente, puede verse fácilmente (problema 1) que

V (F ; a, b) = F (a)− F (b).

Este hecho junto con (1.46) prueban lo deseado.

Proposición 1.34 Si F es continua en [a, b] y F ′ existe y es acotada en (a, b), entonces F

es de variación acotada en [a, b].

Demostración. Sea P = {x0, x1, . . . , xn} una partición de [a, b]. Por el teorema del valor

medio, para cada i (= 1, . . . , n), existe ti ∈ (xi−1, xi) tal que

∆Fi = F (xi)− F (xi−1) = F ′(ti)(xi − xi−1). (1.47)
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Considerando M > 0 tal que |F ′(x)| ≤M para x ∈ (a, b), tenemos de (1.47) que

V (P, F ) =
n∑
i=1

|∆Fi| =
n∑
i=1

|F ′(ti)|∆xi ≤M

n∑
i=1

∆xi = M(b− a).

Debido a que P es una partición arbitraria de [a, b], la demostración está completa.

Proposición 1.35 Si F es de variación acotada en [a, b], entonces F es acotada en [a, b].

Demostración. Sea x ∈ (a, b). Considerando la partición P = {a, x, b} de [a, b] tenemos

|F (x)− F (a)|+ |F (b)− F (x)| ≤ V (F ; a, b).

Lo cual implica que

|F (x)| − |F (a)| ≤ |F (x)− F (a)| ≤ V (F ; a, b),

y aśı

|F (x)| ≤ V (F ; a, b) + |F (a)|.

Como esta desigualdad es válida también para x = a o x = b, F es acotada en [a, b].

El siguiente ejemplo muestra que una función continua no es, necesariamente, de variación
acotada.

Ejemplo 1.36 Definamos F : [0, 1] → R por F (x) = x sen(π
x
) si x ∈ (0, 1] y F (0) = 0.

Notemos que F es continua en [0, 1], sin embargo, considerando la partición

P =

{
0,

2

2n+ 1
,

2

2n
,

2

2n− 1
, . . . ,

2

5
,
2

4
,
2

3
, 1

}
del intervalo [0, 1] obtenemos

V (P, F ) =
2n+1∑
i=1

|∆Fi| =
2

2n+ 1
+

2

2n+ 1
+

2

2n− 1
+

2

2n− 1
+ · · ·+ 2

5
+

2

5
+

2

3
+

2

3

= 4

[
1

3
+

1

5
+ · · ·+ 1

2n+ 1

]
,

y aśı, debido a que la serie armónica generalizada
∑∞

n=1
1

2n+1
diverge, es claro que no existe

M > 0 tal que

V (P, F ) =
2n+1∑
i=1

|∆Fi| ≤M para todo n.

Por lo tanto F no es de variación acotada en [0, 1].
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Proposición 1.37 Sean F y G funciones de variación acotada en [a, b]. Entonces

i) |F | es de variación acotada en [a, b] y

V (|F |; a, b) ≤ V (F ; a, b).

ii) F +G es de variación acotada en [a, b] y

V (F +G; a, b) ≤ V (F ; a, b) + V (G; a, b).

iii) FG es de variación acotada en [a, b] y

V (FG; a, b) ≤MGV (F ; a, b) +MFV (G; a, b),

donde MG = supa≤x≤b |G(x)| y MF = supa≤x≤b |F (x)|.
iv) Si 0 < mF ≡ ı́nfa≤x≤b |F (x)|, entonces 1

F
es de variación acotada en [a, b] y

V (
1

F
; a, b) ≤ 1

m2
F

V (F ; a, b).

Demostración. Probaremos unicamente iii) y dejaremos el resto como ejercicio al lector.

Sea P = {x0, x1, . . . , xn} una partición (arbitraria) de [a, b]. Entonces

|∆(FG)i| = |F (xi)G(xi)− F (xi−1)G(xi−1)|
= |F (xi)G(xi)− F (xi−1)G(xi) + F (xi−1)G(xi)− F (xi−1)G(xi−1)|
≤ |G(xi)||F (xi)− F (xi−1)|+ |F (xi−1)||G(xi)−G(xi−1)|
≤ MG|∆Fi|+MF |∆Gi|,

i = 1, . . . , n. Luego

V (P, FG) =
n∑
i=1

|∆(FG)i| ≤MG

n∑
i=1

|∆Fi|+MF

n∑
i=1

|∆Gi| = MGV (P, F ) +MFV (P,G).

Esto implica que FG es de variación acotada en [a, b] y

V (FG; a, b) = sup
P∈P[a,b]

V (P, FG)

≤ MG sup
P∈P[a,b]

V (P, F ) +MF sup
P∈P[a,b]

V (P,G)

= MGV (F ; a, b) +MFV (G; a, b).
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Proposición 1.38 Sean a, b, c ∈ R tales que a < b < c. Entonces F es de variación acotada

en [a, c] si y sólo si F es de variación acotada en [a, b] y en [b, c], en cuyo caso

V (F ; a, c) = V (F ; a, b) + V (F ; b, c). (1.48)

Demostración. Supongamos primero que F es de variación acotada en [a, c]. Sean P1

una partición de [a, b] y P2 una partición de [b, c]. Entonces P = P1 ∪P2 es una partición de

[a, c] y claramente

V (P1, F ) + V (P2, F ) = V (P, F ) ≤ V (F ; a, c) <∞.

Por lo tanto F es de variación acotada en [a, b] y en [b, c] y

V (F ; a, b) + V (F ; b, c) ≤ V (F ; a, c). (1.49)

Supongamos ahora que F es de variación acotada en [a, b] y en [b, c]. Sea P = {x0, x1, . . . , xn}
una partición de [a, c] y consideremos P0 = P ∪ {b}.

Si b ∈ (xm−1, xm) para algún m ≤ n, entonces P1 = {x0, x1, . . . , xm−1, b} y P2 =

{b, xm, . . . , xn} son particiones de [a, b] y [b, c] respectivamente y claramente

V (P, F ) ≤ V (P0, F ) = V (P1, F ) + V (P2, F ) ≤ V (F ; a, b) + V (F ; b, c) <∞. (1.50)

Como (1.50) es también válido si xm−1 = b o xm = b, se sigue que F es de variación acotada

en [a, c] y que

V (F ; a, c) ≤ V (F ; a, b) + V (F ; b, c). (1.51)

Finalmente, (1.48) se sigue de (1.49) y (1.51).

Dada una función de variación acotada F en [a, b], definamos

νF (x) =

{
0, si x = a
V (F ; a, x), si a < x ≤ b.

Tenemos los siguientes resultados.

Teorema 1.39 Una función es de variación acotada si y sólo si es la diferencia de dos
funciones no decrecientes.

Demostración. Supongamos que F es de variación acotada en [a, b]. Si a ≤ x < y ≤ b,

entonces por (1.48),

νF (y) = νF (x) + V (F ;x, y). (1.52)
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Debido a que V (F ;x, y) ≥ 0, se sigue de (1.52) que νF (y)− νF (x) ≥ 0, lo cual muestra que

νF es no decreciente en [a, b].

Como F = νF − (νF −F ), la necesidad se seguirá si demostramos que H ≡ νF −F es no

decreciente en [a, b]. Consideremos pues, de nuevo, a ≤ x < y ≤ b. Entonces por (1.52),

H(y)−H(x) = [νF (y)− νF (x)]− [F (y)− F (x)] = V (F ;x, y)− [F (y)− F (x)] . (1.53)

Como |F (y)− F (x)| = V (P, F ) para la partición P = {x, y} de [x, y], se sigue de (1.53) que

H(y)−H(x) ≥ 0, y aśı, H es no decreciente en [a, b].

La suficiencia se sigue de la proposición 1.33 y los incisos ii) y iii) de la proposición 1.37.

La caracterización de una función de variación acotada dada en el teorema 1.39 nos
permitirá, en la sección 1.5, pasar de una manera muy simple de integradores no decrecientes
a integradores de variación acotada.

Teorema 1.40 Si F es una función de variación acotada en [a, b] y y ∈ [a, b], entonces F es

continua por la derecha (izquierda) en y si y sólo si νF es continua por la derecha (izquierda)
en y.

Demostración. Supongamos que F es continua por la derecha en y ∈ [a, b). Entonces

dado ε > 0, existe δ > 0 tal que 0 < x− y < δ implica |F (x)− F (y)| < ε
2
. Para esta misma

ε, existe también una partición P = {x0, x1, . . . , xn} de [y, b] tal que

V (F ; y, b)− ε

2
< V (P, F ) =

n∑
i=1

|∆Fi|. (1.54)

Como V (P, F ) ≤ V (P ∗, F ) para todo refinamiento P ∗ de P , podemos suponer que 0 <

x1 − y < δ. De lo cual se sigue que

|∆F1| = |F (x1)− F (y)| < ε

2

y aśı, de (1.54) obtenemos

V (F ; y, b)− ε

2
<
ε

2
+

n∑
i=2

|∆Fi| ≤
ε

2
+ V (F ;x1, b),

debido a que {x1, x2, . . . , xn} es una partición de [x1, b]. En consecuencia

V (F ; y, b)− V (F ;x1, b) < ε. (1.55)
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Ahora, de (1.55) y la proposición 1.38 se obtiene

0 ≤ νF (x1)− νF (y) = V (F ; y, x1) = V (F ; y, b)− V (F ;x1, b) < ε,

de lo cual se concluye que νF es continua por la derecha en y.

Rećıprocamente, si νF es continua por la derecha en y ∈ [a, b), dado ε > 0 existe δ > 0

tal que

0 ≤ νF (x)− νF (y) < ε cuando 0 < x− y < δ.

De aqúı usando el hecho de que

|F (x)− F (y)| ≤ νF (x)− νF (y)

se concluye que F es continua por la derecha en y.

El caso en que y ∈ (a, b] es un punto de continuidad por la izquierda se trabaja en forma

similar y se dejará como ejercicio al lector.

Como consecuencia de los teoremas 1.39 y 1.40 tenemos lo siguiente.

Corolario 1.41 Sea F una función continua en [a, b]. Entonces F es de variación acotada

en [a, b] si y sólo si F es la diferencia de dos funciones continuas no decrecientes.

Problemas
1. Demuestre que si F : [a, b]→ R es no creciente, entonces F es de variación acotada en

[a, b] y

V (F ; a, b) = F (a)− F (b).

2. Complete la demostración de la proposición 1.37.

3. Sea F : [a, b]→ R una función de Lipschitz, con constante de Lipschitz c > 0. Demues-

tre que F es de variación acotada en [a, b] y que

V (F ; a, b) ≤ c(b− a).

4. Sean a, b ∈ R con a < b. Dadas una sucesión {cn} en R y una sucesión {xn} de puntos

distintos en (a, b). Defina

F (x) =

{
cn, si x = xn, para algún n
0, de otra manera.

¿És, en general, F de variación acotada? Argumente su respuesta. ¿Bajo qué condicio-
nes es F de variación acotada?
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5. Dada f ∈ R[G; a, b] defina

F (x) =

∫ x

a

fdG.

Demuestre que F es de variación acotada en [a, b] y que

V (F ; a, b) =

∫ b

a

|f |dG.

6. Sea F una función de variación acotada en [a, b]. Demuestre que F es continua por la

izquierda en y ∈ (a, b] si y sólo si νF lo es.

1.5. Integradores de variación acotada

Dada una función F de variación acotada en [a, b] definamos

PF =
1

2
[νF + F − F (a)] y NF =

1

2
[νF − F + F (a)] .

Notemos que

PF (a) = NF (a) = 0 y PF −NF = F − F (a). (1.56)

A las funciones PF y NF se les llama, respectivamente, función de variación positiva

y función de variación negativa de F (la razón para esta nomenclatura es evidente del

problema 1).

La demostración del siguiente resultado es sencilla y se dejará como ejercicio al lector.

Proposición 1.42 Las funciones PF y NF son no decrecientes en [a, b].

Se sigue también, del teorema 1.40, que PF y NF son continuas por la derecha (izquierda)

en todo punto donde F lo sea. Además (véase el problema 3), las funciones PF y NF son las

funciones más pequeñas que satisfacen (1.56).

Estamos ahora listos para extender la definición de la integral de Riemann-Stieltjes de
manera que se acepten integradores de variación acotada.

Definición 1.43 Sea F una función de variación acotada en [a, b]. Diremos que una función

acotada f en [a, b] es Riemann-Stieltjes integrable con respecto a F en [a, b] si f es

Riemann-Stieltjes integrable con respecto a PF y NF en [a, b], en cuyo caso definimos∫ b

a

fdF =

∫ b

a

fdPF −
∫ b

a

fdNF .
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Proposición 1.44 Sea F una función de variación acotada en [a, b]. Si G y H son funciones

no decrecientes en [a, b] tales que F = G−H y f es una función acotada que es Riemann-

Stieltjes integrable con respecto a G y H en [a, b], entonces f es Riemann-Stieltjes integrable

con respecto a F y ∫ b

a

fdF =

∫ b

a

fdG−
∫ b

a

fdH.

Demostración. Si f es la función constante 0, el resultado es trivial. Supongamos pues

que f no es la función constante 0, entonces M ≡ supa≤x≤b |f(x)| > 0. Probaremos primero

que f es Riemann-Stieltjes integrable con respecto a νF .

Dado ε > 0, elijamos una partición P = {x0, x1, . . . , xn} de [a, b] tal que

U(P, f,G)− L(P, f,G) <
ε

4
, U(P, f,H)− L(P, f,H) <

ε

4
(1.57)

y

V (P, F ) > V (F ; a, b)− ε

4M
= νF (b)− ε

4M
. (1.58)

Como |F (y)− F (x)| ≤ [G(y)−G(x)]+[H(y)−H(x)] para x, y ∈ [a, b] con x ≤ y, obtenemos

de (1.57) que
n∑
i=1

(Mi −mi) |F (xi)− F (xi−1)| <
ε

2
, (1.59)

donde Mi = supxi−1≤x≤xi f(x) y mi = ı́nfxi−1≤x≤xi f(x), i = 1, . . . , n. También de (1.58) se

sigue que

0 ≤
n∑
i=1

(Mi −mi) ([νF (xi)− νF (xi−1)]− |F (xi)− F (xi−1)|)

≤ 2M
n∑
i=1

([νF (xi)− νF (xi−1)]− |F (xi)− F (xi−1)|)

= 2M [νF (b)− V (P, F )] <
ε

2
. (1.60)

De (1.59) y (1.60) obtenemos que

U (P, f, νF )− L (P, f, νF ) =
n∑
i=1

(Mi −mi) [νF (xi)− νF (xi−1)] < ε,

de manera que f ∈ R[νF ; a, b].
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Como por la proposición 1.42, PF = 1
2

[νF +G−H − F (a)] yNF = 1
2

[νF −G+H + F (a)]

son funciones no decrecientes en [a, b], se sigue del teorema 1.13 que f es Riemann-Stieltjes

integrable con respecto a PF y NF . Por lo tanto f ∈ R[F ; a, b].

Ahora, de (1.56) y nuestra hipótesis, tenemos que

PF −NF = F − F (a) = G−H − F (a),

es decir
PF +H = NF +G− F (a).

Luego, notando que ∫ b

a

fd (G− F (a)) =

∫ b

a

fdG,

obtenemos (véase el teorema 1.13)∫ b

a

fdPF +

∫ b

a

fdH =

∫ b

a

fdNF +

∫ b

a

fdG,

de lo cual se sigue que ∫ b

a

fdF =

∫ b

a

fdG−
∫ b

a

fdH.

La mayoŕıa de las propiedades sobre la integral de Riemann-Stieltjes con respecto a
integradores no decrecientes son fácilmente extendidas a integradores de variación acotada.
Aśı, por ejemplo, el análogo a los teoremas 1.12 y 1.13 queda como sigue.

• Para cualquier constante c,∫ b

a

(cf + g)dF = c

∫ b

a

fdF +

∫ b

a

gdF

y ∫ b

a

fd(cF +G) = c

∫ b

a

fdF +

∫ b

a

fdG,

donde en cada caso, la existencia de las integrales de la derecha implica la existencia de la
integral de la izquierda. Notemos que ahora, en la segunda igualdad, no se requiere suponer
que c ≥ 0, ya que los integradores no son necesariamente no decrecientes. Sin embargo, el
análogo a la proposición 1.18 si sufre cambios en su apariencia.

Proposición 1.45 Sean F una función de variación acotada en [a, b] y f ∈ R[F ; a, b].

i) |f | ∈ R[νF ; a, b] y
∣∣∣∫ ba fdF ∣∣∣ ≤ ∫ ba |f |dνF .

ii) Si |f(x)| ≤M para todo x ∈ [a, b], entonces
∣∣∣∫ ba fdF ∣∣∣ ≤MV (F ; a, b).
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Demostración. i) Se sigue de la definición 1.43 que f es Riemann-Stieltjes integrable con

respecto a PF y NF en [a, b]. Luego, debido a que νF = PF +NF , se tiene por la proposición

1.13 que f ∈ R[νF ; a, b]. Como νF es no decreciente en [a, b], la proposición 1.18 i) indica

que |f | ∈ R[νF ; a, b]. Además,∣∣∣∣∫ b

a

fdF

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∫ b

a

fdPF

∣∣∣∣+

∣∣∣∣∫ b

a

fdNF

∣∣∣∣
≤

∫ b

a

|f |dPF +

∫ b

a

|f |dNF

=

∫ b

a

|f |d(PF +NF ) =

∫ b

a

|f |dνF .

ii) Si |f(x)| ≤M para todo x ∈ [a, b], se sigue de i) y la proposición 1.18 ii) que∣∣∣∣∫ b

a

fdF

∣∣∣∣ ≤ ∫ b

a

|f |dνF ≤M [νF (b)− νF (a)] = MV (F ; a, b).

Dejaremos la demostración de las versiones de los teoremas de cambio de variable y de
integración por partes para integradores de variación acotada, teoremas 1.46 y 1.47 dados
abajo, como ejercicio al lector.

Teorema 1.46 (Teorema de cambio de variable) Sea F una función de variación acotada

en [a, b] y f ∈ R[F ; a, b]. Si ϕ es una función continua y estrictamente monótona tal que

ϕ(A) = a y ϕ(B) = b, A,B ∈ R, entonces f ◦ ϕ ∈ R[F ◦ ϕ;A,B] y∫ B

A

(f ◦ ϕ)d(F ◦ ϕ) =

∫ b

a

fdF.

Notemos que a diferencia del teorema de cambio de variable para integradores no decre-

cientes (teorema 1.23), en el cual se pide que la función ϕ sea estrictamente creciente, en la

versión para integradores de variación acotada (teorema 1.46), se pide que ϕ sea estricta-

mente monótona, es decir, estrictamente creciente ó estrictamente decreciente.

Teorema 1.47 (Teorema de integración por partes) Supongamos que f y g son funciones

de variación acotada en [a, b]. Entonces f ∈ R[g; a, b] si y sólo si g ∈ R[f ; a, b], en cuyo caso∫ b

a

fdg +

∫ b

a

gdf = f(b)g(b)− f(a)g(a).
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Problemas
1. Sea F una función de variación acotada en [a, b]. Dada una partición P = {x0, x1, . . . , xn}

de [a, b], defina

p(P, F ) =
1

2

n∑
i=1

(|F (xi)− F (xi−1)|+ [F (xi)− F (xi−1)]) ,

n(P, F ) =
1

2

n∑
i=1

(|F (xi)− F (xi−1)| − [F (xi)− F (xi−1)]) .

Note que p(P, F ) es la suma de los términos |F (xi)− F (xi−1)| para los cuales F (xi)−
F (xi−1) ≥ 0 y n(P, F ) de los que F (xi)− F (xi−1) ≤ 0. Si

pF (b) = sup
P∈P[a,b]

p(P, F ) y nF (b) = sup
P∈P[a,b]

n(P, F ),

demuestre que

pF (b) + nF (b) = V (F ; a, b) y pF (b)− nF (b) = F (b)− F (a)

y deduzca que para a < x ≤ b,

pF (x) = PF (x) y nF (x) = NF (x).

2. Demuestre la proposición 1.42.

3. Sea F una función de variación acotada en [a, b]. Si G y H son funciones no decrecientes

en [a, b] tales que

G(a) = H(a) = 0 y G−H = F − F (a),

demuestre que

G(x) ≥ PF (x) y H(x) ≥ NF (x)

para todo x ∈ [a, b].

4. Sean f continua en [a, b] y F de variación acotada en [a, b]. Denotando por P =

{x0, x1, . . . , xn} a una partición (arbitraria) de [a, b] y por ti a cualquier punto en

[xi−1, xi], i = 1, . . . , n demuestre que

n∑
i=1

f (ti) ∆Fi →
∫ b

a

fdF

cuando ‖P‖ → 0 (véase el problema 6 b) de la sección 1.1).
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5. Demuestre el teorema 1.46.

6. Demuestre el teorema 1.47.

7. Demuestre que el teorema 1.26 no se cumple para integradores de variación acotada.

8. Resuelva las siguientes integrales de Riemann-Stieltjes

a)
∫ 1

−1 xdF , donde F (x) = e|x|, −1 ≤ x ≤ 1.

b)
∫ 2

−1 (x5 − 1) dG, donde G(x) = |x|3, −1 ≤ x ≤ 2.

1.6. Integración de funciones vectoriales y curvas rec-

tificables

Consideremos las proyecciones πi : Rn → R dadas por πi (x1, . . . , xn) = xi, i = 1, . . . , n.

Definición 1.48 Sea F : [a, b] → R una función de variación acotada. Diremos que una

función f : [a, b] → Rn es Riemann-Stieltjes integrable con respecto a F en [a, b] si πi ◦ f :

[a, b]→ R lo es, para cada i = 1, . . . , n. En cuyo caso definimos∫ b

a

fdF =

(∫ b

a

(π1 ◦ f) dF, . . . ,

∫ b

a

(πn ◦ f) dF

)
.

Notemos que
∫ b
a
fdF es el vector en Rn cuya i-ésima coordenada es

∫ b
a

(πi ◦ f) dF . De esto,

es claro que las propiedades de linealidad en el integrando y en el integrador son válidas
para este tipo de integrales vectoriales, sólo se deben aplicar los resultados a cada función
coordenada πi ◦ f . La proposición 1.19 y los teoremas 1.22 y 1.31 también son válidos en
este contexto; el teorema 1.29 resulta también válido, pero F debe seguirse considerando no
decreciente. A manera de ilustración, damos enseguida el análogo al teorema 1.29.

Teorema 1.49 Sea F : [a, b] → R una función no decreciente. Si f : [a, b] → Rn es una

función Riemann-Stieltjes integrable con respecto a F en [a, b] y definimos α : [a, b] → Rn

por α(x) =
∫ x
a
fdF , entonces

i) α es continua en todo punto donde F lo es.

ii) α es diferenciable en todo punto donde F es diferenciable y f es continua. En cualesquiera

de estos puntos x, α′(x) = f(x)F ′(x).

Demostración. Sea Mi = supa≤x≤b |(πi◦f)(x)|. De las proposiciones 1.18 y 1.19 se sigue

que para cualesquiera números reales x, y ∈ [a, b] con x < y,

|(πi ◦ α)(y)− (πi ◦ α)(x)| =
∣∣∣∣∫ y

x

(πi ◦ f)dF

∣∣∣∣ ≤Mi[F (y)− F (x)].
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De aqúı, es claro que πi ◦ α es continua en todo punto donde F lo es. Como esto es válido

para todo i = 1, . . . , n, la demostración de i) está finalizada (véase la proposición 5.13 en

Pérez et al. [25]).

Finalmente, del primer teorema del valor medio para integrales de Riemann-Stieltjes

(teorema 1.26), se sigue que existe ci(x, y) ≡ ci ∈
[́
ınfx≤z≤y(πi ◦ f)(z), supx≤z≤y(πi ◦ f)(z)

]
tal que

(πi ◦ α)(y)− (πi ◦ α)(x) = ci[F (y)− F (x)]. (1.61)

Si f es continua en x, entonces πi ◦ f también es continua en x y en consecuencia

ĺım
y→x

ci(x, y) = (πi ◦ f)(x).

Luego, dividiendo ambos lados de (1.61) por y − x obtenemos

(πi ◦ α)(y)− (πi ◦ α)(x)

y − x
= ci

F (y)− F (x)

y − x
→ (πi ◦ f)(x)F ′(x) cuando y → x,

para cada punto x en el cual f es continua y F es diferenciable. Esto prueba que para cada

i (= 1, . . . , n)

(πi ◦ α)′(x) = (πi ◦ f)(x)F ′(x),

y por lo tanto

α′(x) = ((π1 ◦ α)′(x), . . . , (πn ◦ α)′(x))

= ((π1 ◦ f)(x)F ′(x), . . . , (πn ◦ f)(x)F ′(x))

= ((π1 ◦ f)(x), . . . , (πn ◦ f)(x))F ′(x) = f(x)F ′(x).

Esto prueba ii) y la demostración está finalizada.

El análogo al teorema 1.16 (desigualdad de Cauchy-Schwarz para integrales) es como

sigue.

Teorema 1.50 Sea F : [a, b] → R una función no decreciente. Si f, g : [a, b] → Rn son

Riemann-Stieltjes integrables con respecto a F en [a, b], entonces

∣∣∣∣∣
∫ b

a

(
n∑
i=1

(πi ◦ f)(πi ◦ g)

)
dF

∣∣∣∣∣ ≤
[∫ b

a

(
n∑
i=1

(πi ◦ f)2

)
dF

] 1
2
[∫ b

a

(
n∑
i=1

(πi ◦ g)2

)
dF

] 1
2

.

Demostración. Aplicando primero la proposición 1.18 i), luego la desigualdad de Cauchy-

Schwarz para sumas (véase el lema 3.1 en Pérez et al. [25]) y por último el teorema 1.16
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obtenemos ∣∣∣∣∣
∫ b

a

(
n∑
i=1

(πi ◦ f)(πi ◦ g)

)
dF

∣∣∣∣∣ ≤
∫ b

a

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

(πi ◦ f)(πi ◦ g)

∣∣∣∣∣ dF
≤

∫ b

a

(
n∑
i=1

(πi ◦ f)2

) 1
2
(

n∑
i=1

(πi ◦ g)2

) 1
2

dF

≤


∫ b

a

( n∑
i=1

(πi ◦ f)2

) 1
2

2

dF


1
2

∫ b

a

( n∑
i=1

(πi ◦ g)2

) 1
2

2

dF


1
2

=

[∫ b

a

(
n∑
i=1

(πi ◦ f)2

)
dF

] 1
2
[∫ b

a

(
n∑
i=1

(πi ◦ g)2

)
dF

] 1
2

.

La existencia de las integrales anteriores se sigue de la definición 1.48, los teoremas 1.12,
1.15, 1.17 y la proposición 1.18.

Dado x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn, definamos ‖x‖ =
√
x21 + . . .+ x2n. El análogo a la proposi-

ción 1.18, el cual dejamos como ejercicio al lector, es como sigue.

Proposición 1.51 Sea F : [a, b]→ R una función no decreciente y sea f : [a, b]→ Rn una

función Riemann-Stieltjes integrable con respecto a F en [a, b].

i) ‖f‖ ∈ R[F ; a, b] y
∥∥∥∫ ba fdF∥∥∥ ≤ ∫ ba ‖f‖dF .

ii) Si ‖f(x)‖ ≤M para todo x ∈ [a, b], entonces
∥∥∥∫ ba fdF∥∥∥ ≤M [F (b)− F (a)].

Finalizaremos este primer caṕıtulo con un tema geométrico ı́ntimamente relacionado

(véase el teorema 1.55) con las funciones de variación acotada.

Definición 1.52 Una curva en Rn es una función continua γ : [a, b]→ Rn.

Es importante notar que se ha definido una curva como una función, no como un conjunto
de puntos, sin embargo, cada curva tiene asociado un conjunto de puntos en Rn, a saber, la

imagen (o rango) γ ([a, b]).

Ejemplo 1.53 Las funciones γ1, γ2 : [0, 2π] → R2 dadas por γ1(t) = (cos t, sen t) y γ2(t) =

(cos 2t, sen 2t), son, claramente, funciones continuas y definen por lo tanto, curvas en R2.

En este caso, ambas curvas tienen la misma imagen, a saber, la circunferencia unitaria con
centro en el origen. De esta manera, tenemos mostrado aqúı, que diferentes curvas pueden
tener la misma imagen.



CAPÍTULO 1. INTEGRACIÓN DE RIEMANN-STIELTJES 45

En esta sección estamos interesados en determinar la longitud de una curva. La idea para
lograrlo es mediante la legendaria técnica de aproximar al rango de la curva por poĺıgonos
inscritos, pues debido a que la distancia más corta entre dos puntos es la longitud del
segmento de recta que los une, intuitivamente, la longitud de todo poĺıgono inscrito no
excede a la longitud de la curva. De esta manera, parece natural definir la longitud de la
curva como el supremo de las longitudes de todos los poĺıgonos inscritos. Sin embargo, como

veremos (ejemplo 1.56), existen curvas para las cuales tal supremo es igual a +∞. Pasamos

pues, a la formalización de ideas.

Sea γ : [a, b] → Rn una curva. Para cada partición P = {t0, t1, . . . , tm} de [a, b],

los puntos γ(t0), γ(t1), . . . , γ(tm) son los vértices de un poĺıgono inscrito. De esta mane-

ra, ‖γ(ti)− γ(ti−1)‖ es la longitud del segmento de recta que une a los puntos γ(ti−1) y γ(ti)

y aśı

Λ(P, γ) =
m∑
i=1

‖γ(ti)− γ(ti−1)‖

es la longitud del poĺıgono inscrito determinado por la partición P .

Definición 1.54 Sea γ : [a, b]→ Rn una curva.

i) Se dice que γ es rectificable si el conjunto {Λ(P, γ) : P ∈ P [a, b]} es acotado.

ii) Si γ es rectificable, al número Λ(γ; a, b) = supP∈P[a,b] Λ(P, γ) se le llama la longitud de

la curva γ.

Teorema 1.55 Sea γ : [a, b] → Rn una curva. La curva γ es rectificable si y sólo si para

cada k (= 1, . . . , n), πk ◦ γ es de variación acotada en [a, b]. En cuyo caso,

V (πk ◦ γ; a, b) ≤ Λ(γ; a, b) ≤ V (π1 ◦ γ; a, b) + · · ·+ V (πn ◦ γ; a, b), k = 1, . . . , n.

Demostración. Sea P = {t0, t1, . . . , tm} una partición de [a, b]. Usando las desigualdades

máx{x1, x2, . . . , xn} ≤

(
n∑
j=1

x2j

) 1
2

≤
n∑
j=1

xj,

válidas para todo x1, x2, . . . , xn ≥ 0, obtenemos que para cada k (= 1, . . . , n) y cada i

(= 1, . . . ,m),

|(πk ◦ γ)(ti)− (πk ◦ γ)(ti−1)| ≤ ‖γ(ti)− γ(ti−1)‖ ≤
n∑
j=1

|(πj ◦ γ)(ti)− (πj ◦ γ)(ti−1)| .
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Sumando sobre i obtenemos que para cada k = 1, . . . , n,

m∑
i=1

|(πk ◦ γ)(ti)− (πk ◦ γ)(ti−1)| ≤ Λ(P, γ) ≤
m∑
i=1

n∑
j=1

|(πj ◦ γ)(ti)− (πj ◦ γ)(ti−1)| ,

de lo cual se observa la validez de todas las afirmaciones del teorema.

Ejemplo 1.56 Se vió ya (ejemplo 1.36) que la función continua F (x) = x sen(π
x
) si x 6= 0

y F (0) = 0 no es de variación acotada en [0, 1]. Luego, del teorema 1.55 se sigue que

γ : [0, 1]→ R2 dada por γ(x) = (x, F (x)) (gráfica de F en [0, 1]) no es una curva rectificable.

El siguiente teorema nos da una condición suficiente para que una curva γ : [a, b] → Rn

sea rectificable y muestra que bajo dicha condición, la longitud de la curva esta dada por
una integral de Riemann.

Teorema 1.57 Sea γ una curva con valores en Rn diferenciable en [a, b]. Si γ′ es continua

en [a, b], entonces γ es rectificable y

Λ(γ; a, b) =

∫ b

a

‖γ′(t)‖dt.

Demostración. Notemos primero que como ‖γ′(·)‖ es continua, del teorema 1.8 se sigue

que es Riemann integrable en [a, b]. Sea P = {t0, t1, . . . , tm} una partición de [a, b]. Usando

el segundo teorema fundamental del cálculo integral para funciones con valores vectoriales y
la proposición 1.51, obtenemos

‖γ(ti)− γ(ti−1)‖ =

∥∥∥∥∫ ti

ti−1

γ′(t)dt

∥∥∥∥ ≤ ∫ ti

ti−1

‖γ′(t)‖dt, i = 1, . . . ,m.

De esto, junto con la proposición 1.19, se sigue que

Λ(P, γ) =
m∑
i=1

‖γ(ti)− γ(ti−1)‖ ≤
m∑
i=1

∫ ti

ti−1

‖γ′(t)‖dt =

∫ b

a

‖γ′(t)‖dt

para toda partición P de [a, b]. Por lo tanto

Λ(γ; a, b) = sup
P∈P[a,b]

Λ(P, γ) ≤
∫ b

a

‖γ′(t)‖dt <∞. (1.62)

Esto prueba la primera afirmación y para la segunda, falta solamente demostrar la desigual-

dad rećıproca. Consideremos ε > 0 dado. Como γ′ es continua en [a, b] y [a, b] es compacto,
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γ′ es uniformemente continua en [a, b]; por consiguiente, existe δ > 0 tal que si s, t ∈ [a, b] y

|s− t| < δ, entonces

‖γ′(s)− γ′(t)‖ < ε

2(b− a)
. (1.63)

Sea P = {t0, t1, . . . , tm} una partición de [a, b] con malla ‖P‖ < δ. Entonces, si t ∈ [ti−1, ti],

de (1.63) y la desigualdad del triángulo se obtiene que

‖γ′(t)‖ ≤ ‖γ′(ti)‖+ ‖γ′(t)− γ′(t
i
)‖ < ‖γ′(ti)‖+

ε

2(b− a)
.

Integrando el primero y el último miembro de la desigualdad anterior y usando una vez
más el segundo teorema fundamental del cálculo integral y la proposición 1.51, aśı como la
linealidad de la integral y la desigualdad del triángulo se sigue que∫ ti

ti−1

‖γ′(t)‖ dt ≤
∫ ti

ti−1

[
‖γ′(ti)‖+

ε

2(b− a)

]
dt

= ‖γ′(ti)‖∆ti +
ε

2(b− a)
∆ti

=

∥∥∥∥∫ ti

ti−1

γ′(ti)dt

∥∥∥∥+
ε

2(b− a)
∆ti

=

∥∥∥∥∫ ti

ti−1

[γ′(t) + γ′(ti)− γ′(t)] dt
∥∥∥∥+

ε

2(b− a)
∆ti

≤
∥∥∥∥∫ ti

ti−1

γ′(t)dt

∥∥∥∥+

∥∥∥∥∫ ti

ti−1

[γ′(ti)− γ′(t)] dt
∥∥∥∥+

ε

2(b− a)
∆ti

≤ ‖γ(ti)− γ(ti−1)‖+

∫ ti

ti−1

‖γ′(ti)− γ′(t)‖ dt+
ε

2(b− a)
∆ti

≤ ‖γ(ti)− γ(ti−1)‖+
ε

2(b− a)
∆ti +

ε

2(b− a)
∆ti

= ‖γ(ti)− γ(ti−1)‖+
ε

b− a
∆ti.

Aśı que
m∑
i=1

∫ ti

ti−1

‖γ′(t)‖ dt ≤
m∑
i=1

‖γ(ti)− γ(ti−1)‖+
ε

b− a

m∑
i=1

∆ti,

de donde, por la proposición 1.19, se obtiene que∫ b

a

‖γ′(t)‖ dt ≤ Λ(P, γ) + ε.
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Por lo tanto ∫ b

a

‖γ′(t)‖ dt ≤ Λ(γ; a, b) + ε.

Como ε > 0 es arbitrario, se sigue que∫ b

a

‖γ′(t)‖ dt ≤ Λ(γ; a, b).

Esto, junto con (1.62), finalizan la demostración.

Ejemplo 1.58 La elipse con semiejes en a y b con a > b > 0 se puede parametrizar como

γ(t) = (a cos t, b sen t) , t ∈ [0, 2π].

Como γ′(t) = (−a sen t, b cos t) es continua en [0, 2π], tenemos por el teorema 1.57 que la

longitud de esta elipse está dada por la integral eĺıptica

Λ(γ; 0, 2π) =

∫ 2π

0

‖γ′(t)‖ dt =

∫ 2π

0

√
a2 sen2 t+ b2 cos2 tdt

=

∫ 2π

0

√
b2 + (a2 − b2) sen2 tdt. (1.64)

La integral eĺıptica (1.64) no se puede evaluar con métodos elementales de integración, una

alternativa para evaluarla es usando métodos numéricos.

Ejemplo 1.59 Consideremos la función γ : [0, 2π] → C, donde C es el conjunto de los

números complejos, dada por γ(t) = e2πit sen(
1
t ) para t ∈ (0, 2π] y γ(0) = 1. Claramente γ es

continua en (0, 2π] y debido a que

ĺım
t→0+

e2πit sen(
1
t ) = e0 = 1,

(t→ 0+ significa t > 0 y t→ 0) se sigue que γ es continua en [0, 2π]. Por lo tanto γ es una

curva en [0, 2π]. Ahora, como eit tiene periodo 2π y su rango es la circunferencia unitaria

centrada en el origen, para demostrar que el rango de γ es también esta circunferencia, es

suficiente probar que el rango de la función t 7→ 2πt sen
(
1
t

)
, 0 ≤ t ≤ 2π contiene un intervalo

de longitud 2π, o equivalentemente, que el rango de f(t) = t sen
(
1
t

)
, 0 ≤ t ≤ 2π contiene

un intervalo de longitud 1. Naturalmente que, estamos suponiendo aqúı que f(0) = 0. Como

f es continua en [0, 2π] y [0, 2π] es conexo, el rango de f , f ([0, 2π]), es conexo(véase el

teorema 5.21 en Pérez et al. [25]); y aśı, es suficiente encontrar dos puntos a, b ∈ f ([0, 2π])
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con a − b > 1. Eligiendo a = 3
π

(la imagen de t = 6
π

) y b = − 2
3π

(la imagen de t = 2
3π

)

obtenemos a− b = 11
3π
> 1.

Demostraremos ahora que γ no es rectificable. Para ello consideremos

Pn = {tn, tn−1, . . . , t1, t0 = 2π} , donde tn =
2

nπ
, n ∈ N.

Es claro que 0 < tn < tn−1 < · · · < t1 < t0 = 2π y que tn → 0 cuando n→∞. Además,

γ(t0) = e4π
2i sen( 1

2π ), γ(t1) = e4i

y

γ(tn) = e
4
n
i sen(nπ2 ) =


1, si n es par

e
4
n
i, si n = 4m+ 1, m = 0, 1, 2, . . .

e−
4
n
i, si n = 4m+ 3, m = 0, 1, 2, . . . .

Aśı que

Λ(γ; 0, 2π) ≥ ĺım
n→∞

Λ(Pn, γ)

= ‖γ(t0)− γ(t1)‖+ ‖γ(t1)− γ(t2)‖+ ‖γ(t2)− γ(t3)‖+ · · ·

= ‖γ(t0)− γ(t1)‖+
∞∑
m=0

[∥∥∥1− e
4

4m+1
i
∥∥∥+

∥∥∥1− e−
4

4m+3
i
∥∥∥] (1.65)

= ‖γ(t0)− γ(t1)‖+
∞∑
m=0

[√
2− 2 cos

(
4

4m+ 1

)
+

√
2− 2 cos

(
4

4m+ 3

)]

= ‖γ(t0)− γ(t1)‖+
√

2
∞∑
m=0

[√
1− cos

(
4

4m+ 1

)
+

√
1− cos

(
4

4m+ 3

)]
.

Usando ahora que para 0 < x < 1,

√
1− cosx =

√
x2

2
− x4

4!
+
x6

6!
− x8

8!
+ · · · >

√
x2

2
− x4

24
>
x

2
,

se sigue que para m ≥ 1,

∞∑
m=1

[√
1− cos

(
4

4m+ 1

)
+

√
1− cos

(
4

4m+ 3

)]
≥

∞∑
m=1

[
2

4m+ 1
+

2

4m+ 3

]

≥
∞∑
m=3

1

m
=∞,

lo cual muestra (véase (1.65)) que la curva γ no es rectificable.
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Problemas

1. Demuestre la proposición 1.51.

2. Sea γ : [a, b]→ Rn una curva. Si c ∈ (a, b), demuestre que

Λ(γ; a, b) = Λ(γ; a, c) + Λ(γ; c, b).

3. Sean γ1 y γ2 dos curvas en el plano complejo definidas en [0, 2π] por

γ1(t) = eit y γ2(t) = e2it.

Demuestre que las dos curvas tienen el mismo rango, que ambas son rectificables y que
la longitud de γ1 es 2π y la de γ2 es 4π. Compare con el ejemplo 1.59.

4. Demuestre que la curva γ : [0, 1]→ R2 definida por γ(t) =
(
t, t cos

(
π
2t

))
para t ∈ (0, 1]

y γ(0) = (0, 0) no es rectificable.

5. Sean γ1 : [a, b]→ Rn una curva y β : [c, d]→ [a, b] una función biyectiva y continua tal

que β(c) = a. Si γ2 = γ1 ◦ β, demuestre que γ2 es rectificable si y sólo si γ1 lo es, en
cuyo caso

Λ (γ1; a, b) = Λ (γ2; c, d) .



Caṕıtulo 2

Sucesiones y series de funciones

2.1. Convergencia puntual

Sean X un conjunto no vaćıo y (Y, d) un espacio métrico.

Definición 2.1 Una sucesión de funciones fn : X → Y , n = 1, 2, . . ., converge puntual-
mente en X a una función f : X → Y si para cada x ∈ X,

ĺım
n→∞

fn(x) = f(x).

A la función f se le llama el ĺımite puntual de la sucesión {fn}.

Observación 2.2 La definición 2.1 es equivalente a que para cada x ∈ X y cada ε > 0,

exista N(ε, x) ∈ N tal que

d (fn(x), f(x)) < ε para todo n ≥ N(ε, x).

Tal y como se expresa, N , en este caso, puede depender tanto de ε como de x.

Si tantoX como Y son espacios métricos, una primera cuestión de interés, es determinar si
cuando las funciones fn, n = 1, 2, . . . son todas continuas en un punto x ∈ X, el ĺımite puntual
f es también continuo en x. El siguiente ejemplo muestra que este no es necesariamente el
caso.

Ejemplo 2.3 Para cada n ∈ N definamos fn : [1,∞) → R por fn(x) = 1
xn

. Claramente, si

1 < x <∞, entonces
{

1
xn

}
converge a 0; y si x = 1, entonces

{
1
xn

}
converge a 1. Tenemos

aśı que la sucesión {fn} converge puntualmente en [1,∞) a la función f definida por

f(x) =

{
1, si x = 1
0, si x > 1.

51
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En este ejemplo, cada una de las funciones fn es continua, sin embargo, el ĺımite puntual f
es una función discontinua en el punto x = 1.

Supongamos ahora que X = [a, b], a, b ∈ R y que Y = R. Una segunda cuestión de interés,

es determinar si cuando las funciones fn son Riemann-Stieltjes integrables con respecto a

una función de variación acotada F : [a, b] → R, el ĺımite puntual f lo es. Éste, como lo

muestra el siguiente ejemplo, tampoco es siempre el caso.

Ejemplo 2.4 Definamos, para cada n ∈ N a la función fn : [−1, 1]→ R por

fn(x) =

 0, si x ∈
[
−1,− 1

n

]
∪
[
1
n
, 1
]

1 + nx, si − 1
n
< x ≤ 0

1− nx, si 0 < x < 1
n
.

Definamos también a F : [−1, 1]→ R por

F (x) =

{
0, si − 1 ≤ x ≤ 0
1, si 0 < x ≤ 1.

Como cada fn es continua y F es no decreciente, se sigue del teorema 1.8 que fn ∈ R[F ;−1, 1].

Ahora, claramente {fn} converge puntualmente a la función f : [−1, 1]→ R dada por

f(x) =

{
0, si x 6= 0
1, si x = 0,

la cual, véase el ejemplo 1.11, no es Riemann-Stieltjes integrable con respecto a F en [−1, 1].

Veremos ahora, en el siguiente ejemplo, que aún cuando el ĺımite puntual f de una
sucesión de funciones Riemann-Stieltjes integrables con respecto a una función de variación

acotada F sobre [a, b] pertenezca a R[F ; a, b], puede suceder que ĺımn→∞
∫ b
a
fndF 6=

∫ b
a
fdF ,

es decir, la convergencia puntual no garantiza que se puedan permutar el ĺımite y la integral.

Ejemplo 2.5 Para cada n ∈ N definamos fn : [0, 1]→ R por

fn(x) =

{
0, si x ∈ {0} ∪

[
1
n
, 1
]

n, si 0 < x < 1
n
.

Notemos que la sucesión {fn} converge puntualmente a la función constante f ≡ 0. Es claro

que tanto f como cada fn son Riemann integrables sobre [0, 1], pero

ĺım
n→∞

∫ 1

0

fn(x)dx = 1 6= 0 =

∫ 1

0

f(x)dx.
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El ejemplo 2.3 muestra también que el ĺımite puntual f de una sucesión {fn} de funciones

diferenciables no es necesariamente una función diferenciable. Veremos ahora en el siguiente
ejemplo que aún cuando el ĺımite puntual sea diferenciable en un punto x, no necesariamente

se cumple que ĺımn→∞ f
′
n(x) = f ′(x).

Ejemplo 2.6 Para cada n ∈ N definamos fn : [0, 1] → R por fn(x) = xn+1

n+1
. Claramente,

cada fn es diferenciable, con f ′n(x) = xn para todo 0 ≤ x ≤ 1 y la sucesión {fn} converge

puntualmente a la función constante f ≡ 0, la cual es diferenciable en [0, 1], pero

ĺım
n→∞

f ′n(1) = 1 6= 0 = f ′(1).

De manera similar a la definición de convergencia puntual de sucesiones de funciones, se
tiene lo siguiente.

Definición 2.7 Una serie
∑∞

n=1 fn de funciones definidas de un conjunto X a un espacio

normado Y converge puntualmente en X a una función f : X → Y si para cada x ∈ X,

∞∑
n=1

fn(x) ≡ ĺım
n→∞

n∑
k=1

fk(x) = f(x).

A la función f se le llama el ĺımite puntual o suma de la serie
∑∞

n=1 fn.

Como por definición, la suma de una serie de funciones es el ĺımite de una sucesión

de funciones (el ĺımite de sus sumas parciales), las cuestiones ilustradas en los ejemplos

anteriores son válidas también en el caso de series (véase los problemas 3 y 4). Sin embargo,

debido a que pudiera no ser posible hallar una representación adecuada para la sucesión de
sumas parciales, puede ser más dif́ıcil encontrar el ĺımite de una serie de funciones que el
ĺımite de una sucesión de funciones.

Ejemplo 2.8 Consideremos la serie
∑∞

n=1
(2x−1)n+1

3n
. Esta serie puede ser representada co-

mo
∑∞

n=1 fn, donde para cada n, fn(x) = (2x−1)n+1

3n
. En lugar de tratar de encontrar las

sumas parciales, en este caso podemos reescribir la serie
∑∞

n=1
(2x−1)n+1

3n
en la forma (2x −

1)
∑∞

n=1

(
2x−1
3

)n
y notar que la serie

∑∞
n=1

(
2x−1
3

)n
es una serie geométrica con y = 2x−1

3
, la

cual converge si y sólo si
∣∣2x−1

3

∣∣ < 1, es decir, si y sólo si −1 < x < 2. Tenemos aśı que para

−1 < x < 2:
∞∑
n=1

(2x− 1)n+1

3n
= (2x− 1)

( 2x−1
3

1− 2x−1
3

)
=

(2x− 1)2

4− 2x
.

Por lo tanto la serie
∑∞

n=1 fn converge puntualmente en (−1, 2) a la función f definida por

f(x) = (2x−1)2
4−2x .
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Problemas
1. Demuestre que las siguientes sucesiones de funciones son puntualmente convergentes y

encuentre sus funciones ĺımite.
a) fn : [0,∞)→ R definida por

fn(x) =
nx

1 + nx
.

b) gn : [0,∞)→ R definida por

gn(x) =

{
nx, si 0 ≤ x < 1

n

ex, si x ≥ 1
n
.

2. De un ejemplo de una sucesión de funciones acotadas que converjan puntualmente a
una función no acotada.

3. De un ejemplo de una serie de funciones continuas que converja puntualmente a una
función discontinua.

4. De un ejemplo de una serie
∑∞

n=1 fn de funciones Riemann integrables sobre un inter-

valo [a, b] que converja puntualmente a una función f en [a, b], pero que

∞∑
n=1

∫ b

a

fn(x)dx 6=
∫ b

a

f(x)dx.

5. Demuestre que la serie
∑∞

n=1 cos2n x converge puntualmente en el intervalo (0, π) y

encuentre su suma.

2.2. Convergencia uniforme

En la sección anterior vimos que la convergencia puntual no garantiza que la función
ĺımite tenga las mismas propiedades que las funciones en la sucesión. Veremos ahora un tipo
de convergencia más fuerte, que en la mayoria de los casos, garantiza que la función ĺımite
herede las propiedades de las funciones de la sucesión. A este tipo de convergencia se le
conoce como la convergencia uniforme, cuya definición damos a continuación.

Definición 2.9 Dado un conjunto X y un espacio métrico (Y, d), una sucesión de funciones

fn : X → Y , n = 1, 2, . . ., converge uniformemente en X a una función f : X → Y si,

dado ε > 0, existe N(ε) ∈ N tal que para todo x ∈ X,

d (fn(x), f(x)) < ε para todo n ≥ N(ε).

A la función f se le llama el ĺımite uniforme de la sucesión {fn}.
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Observación 2.10 Notemos que este concepto es más fuerte que el de convergencia puntual,
pues en este caso, N puede depender de ε, pero nó de x, como es el caso de la convergencia

puntual (véase la observación 2.2). De esta manera, si una sucesión {fn} converge unifor-

memente a f en X, entonces también lo hace puntualmente.

Mostraremos ahora mediante un ejemplo que la convergencia puntual no implica, en
general, la convergencia uniforme.

Ejemplo 2.11 Vimos ya en el ejemplo 2.3, que la sucesión de funciones fn : [1,∞) → R
definidas por fn(x) = 1

xn
converge puntualmente a la función

f(x) =

{
1, si x = 1
0, si x > 1.

Si {fn} convergiera a f uniformemente, entonces, dado ε = 1
3
, existiŕıa N ∈ N tal que

|fN(x)| < 1

3
para todo x > 1. (2.1)

Pero tomando x = 2
1
N > 1, tenemos que∣∣∣fN(2

1
N )
∣∣∣ =

1

2
>

1

3
. (2.2)

Esto prueba que la convergencia de {fn} a f no es uniforme.

Daremos ahora un ejemplo de una sucesión que si converge uniformemente.

Ejemplo 2.12 Consideremos la sucesión de funciones fn : R→ R definidas por

fn(x) =
cos(nx)

n
, n = 1, 2, . . . .

Esta sucesión converge uniformemente en R a la función constante f ≡ 0. Para verlo,

consideremos ε > 0 y elijamos un número natural N tal que N > 1
ε
. Entonces para todo

n ≥ N y todo x ∈ R,

|fn(x)− f(x)| = |cos(nx)|
n

≤ 1

n
≤ 1

N
< ε.

Como en este caso, N depende sólo de ε y nó de x, se concluye que {fn} converge unifor-

memente a f ≡ 0 en R.
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El hecho de que en la convergencia uniforme, N depende de ε y nó depende de x, se puede
interpretar de la manera siguiente: supongamos, por cuestiones de claridad en la ilustración,

que {fn} es una sucesión de funciones definidas de un intervalo [a, b] a R que converge

uniformemente en [a, b] a la función f cuya gráfica aparece en la figura 2.1. Entonces dado

ε > 0, existe N(ε) ∈ N tal que las gráficas de fn para todo n ≥ N , caen dentro de la banda

determinada por las ĺıneas punteadas de la figura 2.1.

y

xa b

y = f(x) + ε
y = f(x)
y = f(x)− ε

Figura 2.1: Ilustración de la convergencia uniforme.

La demostración del siguiente resultado es sencilla y se deja como ejercicio al lector.

Proposición 2.13 Supongamos que la sucesión {fn} converge puntualmente a f en X y sea

Mn = sup
x∈X

d (fn(x), f(x)) , n = 1, 2, . . . .

Entonces {fn} converge uniformemente a f en X si y sólo si {Mn} converge a 0.

Ejemplo 2.14 Consideremos de nuevo la sucesión {fn} del ejemplo 2.11. Mostraremos de

nuevo, usando ahora la proposición 2.13 que la convergencia de {fn} a f en [1,∞) no es

uniforme.

Notemos que |fn(1)− f(1)| =
∣∣ 1
1n
− 1
∣∣ = 0. Luego,

Mn = sup
x≥1
|fn(x)− f(x)| = sup

x>1
|fn(x)− f(x)| = sup

x>1

1

xn
= 1. (2.3)

Por lo tanto ĺımn→∞Mn = 1 6= 0 y aśı, por la proposición 2.13, se concluye que la conver-

gencia no es uniforme. De (2.3) se observa también que la convergencia puntual de {fn} a

la función constante 0 en (1,∞) tampoco es uniforme; lo cual es también evidente de (2.1)

y (2.2).
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Definición 2.15 Una sucesión de funciones fn : X → Y , n = 1, 2, . . ., es uniformemente
de Cauchy en X si, para cada ε > 0, existe N ∈ N tal que para todo x ∈ X,

d (fn(x), fm(x)) < ε para todo m,n ≥ N.

Bajo el supuesto de que Y sea un espacio métrico completo, el siguiente teorema nos
da una condición necesaria y suficiente para la convergencia uniforme de una sucesión de
funciones.

Teorema 2.16 (Criterio de Cauchy para la convergencia uniforme) Sea Y un espacio métri-

co completo. Una sucesión de funciones fn : X → Y , n = 1, 2, . . ., converge uniformemente

en X si y sólo si {fn} es uniformemente de Cauchy en X.

Demostración. Supongamos que {fn} converge uniformemente en X a una función

f : X → Y . Entonces, dado ε > 0, existe N ∈ N tal que para todo x ∈ X,

d (fn(x), f(x)) <
ε

2
para todo n ≥ N,

y por la desigualdad del triángulo, para todo x ∈ X,

d (fn(x), fm(x)) ≤ d (fn(x), f(x)) + d (fm(x), f(x)) <
ε

2
+
ε

2
= ε para todo m,n ≥ N.

Rećıprocamente, si {fn} es uniformemente de Cauchy en X, entonces para cada x ∈ X,

la sucesión {fn(x)} es de Cauchy en Y , y debido a que Y es completo, {fn(x)} converge

a un punto y ∈ Y . Definamos f : X → Y por f(x) = y. Probaremos que {fn} converge

uniformemente a f en X.

Sea ε > 0. Como {fn} es uniformemente de Cauchy en X, existe N ∈ N tal que para

todo x ∈ X,

d (fn(x), fm(x)) <
ε

2
para todo m,n ≥ N. (2.4)

Usando ahora el hecho de que para cada x ∈ X, {fn(x)} converge a f(x), se tiene que existe

N0(x) (N0 depende de x) tal que

d (fm(x), f(x)) <
ε

2
para todo m ≥ N0(x). (2.5)

Tomando ahora m = máx {N,N0(x)}, se sigue de (2.4) y (2.5) que

d (fn(x), f(x)) ≤ d (fn(x), fm(x)) + d (fm(x), f(x)) < ε para todo n ≥ N y todo x ∈ X.

Por lo tanto {fn} converge uniformemente a f en X.
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Observación 2.17 Notemos de la demostración de la suficiencia del teorema 2.16 que toda
sucesión uniformemente convergente es uniformemente de Cauchy, sea Y completo o nó; la
completez de Y se usa en la demostración de la necesidad.

Definición 2.18 Una serie
∑∞

n=1 fn de funciones definidas de un conjunto X a un espacio

normado (Y, ‖ · ‖) converge uniformemente en X a una función f : X → Y si la sucesión

de sumas parciales {sn}, definidas por sn =
∑n

k=1 fk, n = 1, 2, . . ., converge uniformemente

a f en X.

Daremos ahora un criterio muy útil para determinar la convergencia uniforme de series,
llamado el criterio M de Weierstrass.

Teorema 2.19 (Criterio M de Weierstrass) Sea
∑∞

n=1 fn una serie de funciones definidas

de un conjunto X a un espacio de Banach Y . Si existe una sucesión de números reales no

negativos {Mn} tal que para todo x ∈ X,

‖fn(x)‖ ≤Mn para todo n = 1, 2, . . . ,

y
∑∞

n=1Mn converge, entonces la serie
∑∞

n=1 fn converge uniformemente en X.

Demostración. Sea ε > 0 dado. Como
∑∞

n=1Mn converge, tenemos por el criterio de

Cauchy para series de números reales (véase la proposición 2.70 en Pérez et al. [25]) que

existe N ∈ N tal que
∑n

k=m+1Mk < ε para todo n > m ≥ N . Se sigue entonces que para

todo x ∈ X,

‖sn(x)− sm(x)‖ =

∥∥∥∥∥
n∑

k=m+1

fk(x)

∥∥∥∥∥ ≤
n∑

k=m+1

‖fk(x)‖ ≤
n∑

k=m+1

Mk < ε para todo n > m ≥ N.

Esto prueba que la sucesión de sumas parciales {sn} es uniformemente de Cauchy en X y el

resultado se sigue del teorema 2.16.

Ejemplo 2.20 Supongamos que X es un espacio vectorial real y que Y es un espacio de
Banach. Sean p > 1 y f : X → Y una función acotada, es decir, existe M ≥ 0 tal que

‖f(x)‖ ≤M para todo x ∈ X. Entonces∥∥∥∥f(nx)

np

∥∥∥∥ ≤ M

np
para todo n = 1, 2, . . . .

Como, por el criterio de las p-series (véase el ejemplo 2.74 en Pérez et al. [25]),
∑∞

n=1
M
np

converge, se sigue del criterio M de Weierstrass (teorema 2.19) que la serie
∑∞

n=1
f(nx)
np

es

uniformemente convergente en X.
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Finalizaremos esta sección con otro criterio para determinar la convergencia uniforme de

una serie de funciones, el cual es debido a Niels Abel (1802-1829).

Teorema 2.21 (Criterio de Abel) Sean {fn} y {gn} dos sucesiones de funciones con valores

reales definidas sobre un conjunto X que satisfacen las siguientes propiedades:

i)
∑∞

n=1 fn converge uniformemente en X.

ii) {gn} es una sucesión no creciente de funciones (para cada n, gn(x) ≥ gn+1(x) para

todo x ∈ X) y existe una constante M > 0 tal que |gn(x)| ≤ M para todo x ∈ X y todo
n = 1, 2, . . ..

Entonces
∑∞

n=1 fngn converge uniformemente en X.

Demostración. Consideremos las sumas parciales

sn =
n∑
k=1

fk y tn =
n∑
k=1

fkgk, n = 1, 2, . . . .

Como fk = sk − sk−1, k = 1, 2, . . ., donde s0 = 0, tenemos

tn =
n∑
k=1

fkgk =
n∑
k=1

(sk − sk−1) gk =
n∑
k=1

skgk −
n∑
k=1

sk−1gk. (2.6)

Notando que
n∑
k=1

sk−1gk =
n∑
k=1

skgk+1 − sngn+1,

se sigue de (2.6) que

tn = sngn+1 −
n∑
k=1

sk (gk+1 − gk)

y escribiendo gn+1 =
∑n

k=1 (gk+1 − gk) + g1 obtenemos

tn = sng1 +
n∑
k=1

(sn − sk) (gk+1 − gk) , n = 1, 2, . . . .

De esta igualdad, para n > m se obtiene

tn(x)− tm(x) = (sn(x)− sm(x)) g1(x) +
n∑

k=m+1

(sn(x)− sk(x)) (gk+1(x)− gk(x)) ,



CAPÍTULO 2. SUCESIONES Y SERIES DE FUNCIONES 60

para todo x ∈ X, y aśı,

|tn(x)− tm(x)|

≤ |sn(x)− sm(x)| |g1(x)|+
n∑

k=m+1

|sn(x)− sk(x)| |gk+1(x)− gk(x)|

= |sn(x)− sm(x)| |g1(x)|+
n∑

k=m+1

|sn(x)− sk(x)| (gk(x)− gk+1(x)) , (2.7)

para todo x ∈ X. La última igualdad en (2.7) se debe al hecho de que gk+1(x) ≤ gk(x).

Ahora, dado ε > 0, debido a la convergencia uniforme de
∑∞

n=1 fn en X, se sigue del

criterio de Cauchy para la convergencia uniforme (teorema 2.16) que existe N ∈ N tal que

para todo x ∈ X,

|sn(x)− sm(x)| < ε

3M
para todo n,m ≥ N.

Obtenemos aśı de (2.7) que para todo x ∈ X,

|tn(x)− tm(x)| ≤ ε

3
+
( ε

3M

) n∑
k=m+1

(gk(x)− gk+1(x))

=
ε

3
+
( ε

3M

)
(gm+1(x)− gn+1(x))

≤ ε

3
+
( ε

3M

)
(|gm+1(x)|+ |gn+1(x)|)

≤ ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε para todo n,m ≥ N.

Por lo tanto, el resultado se sigue del teorema 2.16.

Problemas
1. Demuestre la proposición 2.13.

2. Considere la sucesión de funciones fn : [0, 1]→ R definidas por fn(x) = xn, n = 1, 2, . . ..

a) Demuestre que {fn} converge puntualmente pero nó uniformemente en [0, 1].

b) Demuestre que {fn} converge uniformemente en cualquier subintervalo [a, b] ⊂ [0, 1).

3. Demuestre que la sucesión de funciones definidas en el problema 1 a) de la sección 2.1

no converge uniformemente en [0,∞), pero que si converge uniformemente en [a,∞)

para todo a > 0.
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4. Sean X un conjunto y Y un espacio normado. Demuestre que si fn : X → Y , n =
1, 2, . . . es una sucesión uniformemente convergente de funciones acotadas, entonces la

sucesión {fn} es uniformemente acotada, es decir, existe M ≥ 0 tal que

‖fn(x)‖ ≤M para todo n = 1, 2, . . . y todo x ∈ X.

5. Sean {fn} y {gn} sucesiones de funciones de un conjunto X a un espacio normado Y .

Demuestre que si {fn} y {gn} convergen uniformemente en X, a f y g, respectivamente,

entonces {fn + gn} converge uniformemente a f + g.

6. Si en el problema 5, Y = R y las funciones fn, gn, n = 1, 2, . . . son acotadas, demuestre

que {fngn} converge uniformemente a fg.

7. De un ejemplo de sucesiones con valores reales {fn} y {gn} que converjan uniforme-

mente sobre un conjunto X, pero que {fngn} no converja uniformemente en X.

8. Demuestre que la serie F (x) =
∑∞

n=1 anE (x− cn) dada en el teorema 1.21 converge

uniformemente, y que F es continua en todo x 6= cn.

9. Sea {an} una sucesión de números reales. Demuestre que si la serie (de potencias)∑∞
n=0 anx

n converge para algún x0 6= 0, entonces converge uniformemente y absoluta-

mente en cualquier intervalo [−R,R], donde 0 < R < |x0|.

10. Demuestre que la serie
∞∑
n=1

(−1)n+1x+ n2

n
5
2

converge uniformemente en todo intervalo de la forma [0, a] con a > 0, pero que no

converge absolutamente para ningún valor de x.

11. Criterio de convergencia uniforme de series debido a J. Dirichlet (1805-1859). Sean

{fn} y {gn} dos sucesiones de funciones con valores reales definidas sobre un conjunto

X que satisfacen las siguientes propiedades:

a) Existe M > 0 tal que∣∣∣∣∣
n∑
k=1

fk(x)

∣∣∣∣∣ ≤M para todo n = 1, 2, . . . y todo x ∈ X.

b) {gn} es una sucesión no creciente de funciones que converge uniformemente a la

función constante 0.
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Demuestre que la serie
∑∞

n=1 fngn converge uniformemente en X.

Sugerencia: Considere las sumas parciales sn =
∑n

k=1 fk y tn =
∑n

k=1 fkgk y escriba

tn =
n∑
k=1

sk [gk − gk+1] + gn+1sn.

12. Demuestre que la serie
∑∞

n=1(−1)nxn(1− x) es uniformemente convergente en [0, 1].

2.3. Convergencia uniforme y continuidad

Como ya se vió en el ejemplo 2.3, la sola convergencia puntual no es suficiente para
garantizar que el ĺımite de una sucesión de funciones continuas sea una función continua.
Veremos en esta sección que si la convergencia es uniforme, entonces la función ĺımite si es
continua. De esta manera, si el ĺımite puntual de una sucesión de funciones continuas es una
función discontinua, en al menos un punto, la convergencia no es uniforme.

Teorema 2.22 Sean (X, d) y (Y, ρ) espacios métricos. Si fn : X → Y es continua en z ∈ X
para todo n = 1, 2, . . . y {fn} converge uniformemente a f en X, entonces f : X → Y es

continua en z.

Demostración. Sea ε > 0. Como fn → f uniformemente, existe N ∈ N tal que para
todo x ∈ X,

ρ (fn(x), f(x)) <
ε

3
para todo n ≥ N. (2.8)

Ahora, como fN es continua en z, existe δ > 0 tal que

ρ (fN(x), fN(z)) <
ε

3
cuando d(x, z) < δ. (2.9)

Aśı de (2.8) y (2.9) se sigue por la desigualdad del triángulo que

ρ (f(x), f(z)) ≤ ρ (f(x), fN(x)) + ρ (fN(x), fN(z)) + ρ (fN(z), f(z))

< ε cuando d(x, z) < δ.

Esto prueba que f es continua en z.

Como una serie de funciones es en realidad una sucesión de funciones (la sucesión de

sus sumas parciales), la demostración del siguiente resultado es inmediata y se deja como

ejercicio al lector.
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Corolario 2.23 Sean (X, d) un espacio métrico y (Y, ‖ · ‖) un espacio normado. Si fn :

X → Y es continua en z ∈ X para todo n = 1, 2, . . . y
∑∞

n=1 fn converge uniformemente a

f en X, entonces f : X → Y es continua en z.

Usaremos el corolario 2.23 para dar una elegante demostración de un resultado que nos
da una condición suficiente para intercambiar el orden en las sumas de una serie doble.

Proposición 2.24 Sea amn, m,n = 1, 2, . . . una sucesión doble de números reales. Si

∞∑
n=1

|amn| = bm, m = 1, 2, . . . (2.10)

y
∑∞

m=1 bm <∞, entonces
∞∑
m=1

∞∑
n=1

amn =
∞∑
n=1

∞∑
m=1

amn.

Demostración. Sea {xn} una sucesión convergente de números reales, digamos ĺımn→∞ xn =

x0; y consideremos el conjunto E = {x0, x1, x2, . . .}.

Como toda serie absolutamente convergente es convergente (véase la proposición 2.78 en

Pérez et al. [25]) se sigue de (2.10) que
∑∞

n=1 amn converge.

Definamos para cada m (= 1, 2, . . .), fm : E → R por

fm(x) =

{ ∑∞
n=1 amn, si x = x0∑k
n=1 amn, si x = xk.

Es claro que cada fm (m = 1, 2, . . .) es continua en x0, esto es, ĺımk→∞ fm (xk) = fm (x0).

Ahora, como |fm(x)| ≤ bm para todo x ∈ E se tiene por el criterio M de Weierstrass

(teorema 2.19) que
∑∞

m=1 fm es uniformemente convergente en E y aśı, por el corolario 2.23,

la función definida en E por g(x) =
∑∞

m=1 fm(x) es continua en x0. Luego

∞∑
m=1

∞∑
n=1

amn =
∞∑
m=1

fm (x0) = g (x0) = ĺım
k→∞

g (xk) = ĺım
k→∞

∞∑
m=1

fm (xk)

= ĺım
k→∞

∞∑
m=1

k∑
n=1

amn = ĺım
k→∞

k∑
n=1

∞∑
m=1

amn =
∞∑
n=1

∞∑
m=1

amn.
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Observación 2.25 En el teorema 2.22, la continuidad de la función ĺımite f en z ∈ X,
significa que

ĺım
x→z

f(x) = f(z). (2.11)

Por la convergencia (uniforme) de {fn} a f en X, el lado izquierdo de (2.11) es igual al

ĺımx→z ĺımn→∞ fn(x) y el lado derecho es igual al ĺımn→∞ ĺımx→z fn(x). De esta manera, la

conclusión del teorema 2.22 es equivalente a que

ĺım
x→z

ĺım
n→∞

fn(x) = ĺım
n→∞

ĺım
x→z

fn(x).

En particular, si xn → z cuando n→∞, tenemos que

ĺım
m→∞

ĺım
n→∞

fn(xm) = ĺım
n→∞

ĺım
m→∞

fn(xm).

Del teorema 2.22 se sigue inmediatamente que si {fn} es una sucesión de funciones

continuas en X que converge uniformemente a f en X, entonces f es continua en X. Es
importante también, señalar aqúı, que la convergencia uniforme de una sucesión de funciones
continuas es una condición suficiente pero no necesaria para que la función ĺımite sea una
función continua, véase el problema 2. Sin embargo, si Y = R y X es un espacio métrico

compacto, existe un rećıproco parcial debido a Ulisse Dini (1845-1918).

Teorema 2.26 (Teorema de Dini) Sean X un espacio métrico compacto y fn : X → R,

n = 1, 2, . . . una sucesión monótona de funciones continuas que converge puntualmente a
una función f : X → R. Si f es continua en X, entonces fn → f uniformemente en X.

Demostración. Supongamos que {fn} es una sucesión no creciente de funciones, es

decir, fn(x) ≥ fn+1(x) para todo x ∈ X y todo n = 1, 2, . . .; entonces fn(x)− f(x) ≥ 0 para

todo x ∈ X y todo n = 1, 2, . . ..

Sea ε > 0. Definamos, para cada n (= 1, 2, . . .), el conjunto

Xn = {x ∈ X : fn(x)− f(x) ≥ ε} .

Como fn − f es una función continua, el conjunto Xn es cerrado (véase el teorema 5.4 en

Pérez et al. [25]). Como X es compacto y Xn ⊂ X, es cerrado, se sigue (véase la proposición

4.16 en Pérez et al. [25]) que Xn es compacto.

Consideremos ahora x ∈ X. Como fn(x) − f(x) → 0 cuando n → ∞, para m ∈ N
suficientemente grande fm(x)− f(x) < ε; esto es, x /∈ Xm, y, en consecuencia, x /∈

⋂∞
n=1Xn.

Como x ∈ X es arbitrario,
⋂∞
n=1Xn = ∅; y del hecho de que X es compacto, se sigue (véase

el teorema 4.6 en Pérez et al. [25]) que existe N ∈ N tal que
⋂N
n=1Xn = ∅. Pero debido a
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que fn(x) − f(x) ≥ fn+1(x) − f(x), n = 1, 2, . . ., se tiene que Xn ⊃ Xn+1, n = 1, 2, . . ., y

aśı
⋂N
n=1Xn = XN . Por lo tanto XN = ∅, y, en consecuencia, Xn = ∅ para todo n ≥ N , esto

es,

fn(x)− f(x) < ε para todo n ≥ N y todo x ∈ X,

concluyéndose aśı que fn → f uniformemente en X. Para el caso en que {fn} es una sucesión

no decreciente de funciones, basta aplicar lo anterior a la sucesión no creciente {−fn} y usar

el problema 6 de la sección 2.2.

Definición 2.27 Sean X un conjunto no vaćıo y (Y, d) un espacio métrico. Una función

f : X → Y es acotada si su imagen f(X) es un subconjunto acotado de Y , es decir, existe

M > 0 tal que

d (f(x), f(z)) ≤M para todo x, z ∈ X.

Denotemos porB(X, Y ) al espacio de todas las funciones acotadas deX en Y ; y definamos

para cada par de funciones f, g ∈ B(X, Y ),

d∞ (f, g) = sup
x∈X

d (f(x), g(x)) .

Es fácil ver (problema 5) que d∞ es una métrica en B(X, Y ).

Veremos a continuación que para funciones acotadas la convergencia uniforme es equi-

valente a la convergencia en el espacio métrico (B(X, Y ), d∞), el cual, debido al criterio de

Cauchy para la convergencia uniforme (teorema 2.16) y la proposición 2.28 de abajo, resul-

ta ser un espacio métrico completo cuando Y es completo. De la completez de B(X, Y ) se

seguirá fácilmente que el subespacio Cb(X, Y ) de todas las funciones continuas de B(X, Y )

es también completo, con la métrica d∞.

Proposición 2.28 Si {fn} es una sucesión de funciones en B(X, Y ) que converge unifor-

memente a f : X → Y , entonces f ∈ B(X, Y ).

Demostración. Sea ε > 0 dado. Como {fn} converge uniformemente a f en X, existe

N ∈ N tal que

d (fN(x), f(x)) < ε para todo x ∈ X. (2.12)

Usando ahora que fN es acotada, existe M > 0 tal que

d (fN(x), fN(z)) ≤M para todo x, z ∈ X. (2.13)

De (2.12) y (2.13) se sigue por la desigualdad del triángulo que

d (f(x), f(z)) ≤ d (fN(x), f(x)) + d (fN(x), fN(z)) + d (fN(z), f(z))

≤ M + 2ε para todo x, z ∈ X.
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Lo cual prueba que f ∈ B(X, Y ).

De las proposiciones 2.13 y 2.28 la equivalencia de la convergencia uniforme y la conver-
gencia con respecto a la métrica d∞, es inmediata. Dejaremos los detalles como ejercicio al
lector.

Proposición 2.29 Una sucesión {fn} en B(X, Y ) converge uniformemente a f : X → Y

si y sólo si {fn} converge a f en el espacio métrico (B(X, Y ), d∞).

Debido a la proposición 2.29, a la métrica d∞ se le suele llamar la métrica uniforme.

El siguiente resultado puede ser fácilmente demostrado mediante la proposición 2.28 y el
teorema 2.16. Dejeremos los detalles de su demostración al lector.

Proposición 2.30 Si X es un conjunto no vaćıo y Y es un espacio métrico completo, el

espacio métrico (B(X, Y ), d∞) es completo.

Para finalizar la sección, consideremos el subespacio de B(X, Y ) definido por

Cb(X, Y ) = {f ∈ B(X, Y ) : f es continua} .

Proposición 2.31 El espacio métrico (Cb(X, Y ), d∞) es completo.

Demostración. Por la proposición 3.83 en Pérez et al. [25], basta ver que Cb(X, Y ) es

un subconjunto cerrado de B(X, Y ). Consideremos pues f ∈ Cb(X, Y ). Por el teorema 3.62

en Pérez et al. [25], existe una sucesión {fn} en Cb(X, Y ) tal que fn → f en B(X, Y ). De

aqúı el resultado se sigue del teorema 2.22.

Problemas

1. Demuestre el corolario 2.23.

2. De un ejemplo de una sucesión de funciones continuas que converja puntualmente pero
nó uniformemente a una función continua.

3. Demuestre que

a) La sucesión {fn}, donde fn(x) = 2x2n

2x2n+1
, no converge uniformemente en R.

b) La serie
∑∞

n=1 gn, donde gn(x) = xn(1 − x), no converge uniformemente en [0, 1].

Compare con el problema 12 de la sección 2.2.
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4. Demuestre que
∞∑
m=1

∞∑
n=1

amn =
∞∑
n=1

∞∑
m=1

amn

si amn ≥ 0 para todo m,n = 1, 2, . . ..

5. Sean X un conjunto no vaćıo y (Y, d) un espacio métrico. Si B(X, Y ) es el espacio de

todas las funciones acotadas de X en Y , demuestre que

d∞ (f, g) = sup
x∈X

d (f(x), g(x)) , f, g ∈ B(X, Y )

define una métrica en B(X, Y ).

6. Demuestre la proposición 2.29.

7. Demuestre la proposición 2.30.

8. Sea (X, d) un espacio métrico. Fije p ∈ X, y para cada z ∈ X defina la función

G(z) = d(·, z)− d(·, p).

Note que cada G(z) es una función de X en R. Demuestre que G(X) es un subespacio

métrico completo de Cb(X,R).

9. Sean X y Y espacios métricos. Si fn : X → Y , n = 1, 2, . . . es una sucesión de funciones
continuas que converge uniformemente a f : X → Y , demuestre que para cualquier

sucesión {xn} en X tal que xn → x ∈ X, ĺımn→∞ fn (xn) = f(x).

2.4. Convergencia uniforme e integración

Vimos ya (véase el ejemplo 2.4) que si una sucesión de funciones fn : [a, b] → R, n =

1, 2, . . . converge puntualmente a una función f : [a, b] → R y cada fn es Riemann-Stieltjes

integrable sobre [a, b] con respecto a una función de variación acotada F : [a, b] → R,

entonces f no es necesariamente Riemann-Stieltjes integrable con respecto a F sobre [a, b];

y aún cuando f ∈ R[F ; a, b], puede suceder (véase el ejemplo 2.5) que la igualdad

ĺım
n→∞

∫ b

a

fndF =

∫ b

a

fdF (2.14)

no se cumpla. Sin embargo, veremos en el siguiente teorema que si {fn} converge a f uni-

formemente, entonces f ∈ R[F ; a, b] y (2.14) se cumple.
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Teorema 2.32 Sea F : [a, b] → R de variación acotada. Si la sucesión fn : [a, b] → R,

n = 1, 2, . . . converge uniformemente a la función f : [a, b] → R y cada fn ∈ R[F ; a, b],

entonces f ∈ R[F ; a, b] y

ĺım
n→∞

∫ b

a

fndF =

∫ b

a

fdF.

Demostración. De la definición 1.43 y la proposición 1.42 se observa que es suficiente

realizar la demostración suponiendo que F es no decreciente en [a, b].

Consideremos pues ε > 0. De la proposición 2.13 se sigue que existe N ∈ N tal que

sup
a≤x≤b

|fn(x)− f(x)| < ε para todo n ≥ N. (2.15)

Tenemos aśı
fN(x)− ε < f(x) < fN(x) + ε para todo a ≤ x ≤ b.

De manera que para cualquier partición P de [a, b],

L (P, fN , F )− ε (F (b)− F (a)) ≤ L(P, f, F ) ≤ U(P, f, F ) ≤ U (P, fN , F ) + ε (F (b)− F (a)) .

Luego

U(P, f, F )− L(P, f, F ) ≤ U (P, fN , F )− L (P, fN , F ) + 2ε (F (b)− F (a)) . (2.16)

Del hecho de que fN ∈ R[F ; a, b], se tiene (teorema 1.6) que existe una partición P de [a, b]

tal que

U (P, fN , F )− L (P, fN , F ) < ε.

Aśı, para esta partición P , se sigue de (2.16) que

U (P, f, F )− L (P, f, F ) < ε [1 + 2 (F (b)− F (a))] .

Como ε es arbitrario, el criterio de integrabilidad (teorema 1.6) implica que f ∈ R[F ; a, b].

Ahora, de (2.15) y debido a que fn − f ∈ R[F ; a, b], se tiene por la linealidad en el

integrando y la proposición 1.18 ii) que∣∣∣∣∫ b

a

fndF −
∫ b

a

fdF

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ b

a

(fn − f) dF

∣∣∣∣ ≤ ε (F (b)− F (a)) para todo n ≥ N,

con lo cual se finaliza la demostración.

La demostración del siguiente resultado es sencilla y se deja como ejercicio al lector.
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Corolario 2.33 Sea F : [a, b] → R de variación acotada. Si la serie
∑∞

n=1 fn de funciones

fn : [a, b]→ R Riemann-Stieltjes integrables con respecto a F sobre [a, b] converge uniforme-

mente a la función f : [a, b]→ R, entonces f ∈ R[F ; a, b] y

∞∑
n=1

∫ b

a

fndF =

∫ b

a

fdF.

Problemas

1. Demuestre el corolario 2.33.

2. Demuestre que para todo −1 < x < 1,

ln(1− x) = −
∞∑
n=1

xn

n
.

3. Considere F : [a, b]→ R de variación acotada y suponga que la sucesión fn : [a, b]→ R,

n = 1, 2, . . . converge uniformemente a la función f : [a, b] → R y que cada fn ∈
R[F ; a, b]. Definiendo αn(x) =

∫ x
a
fndF , x ∈ [a, b], n = 1, 2, . . ., demuestre que αn → α

uniformemente en [a, b], donde α(x) =
∫ x
a
fdF .

4. Demuestre que la sucesión {fn}, donde fn(x) = n2xn(1 − x) converge puntualmente

a la función constante cero en [0, 1], y, mediante el teorema 2.32, demuestre que la

convergencia a 0 no es uniforme.

5. Sea fn : [0, 1] → R, n = 1, 2, . . . una sucesión de funciones integrables que es unifor-

memente acotada (existe M ≥ 0 tal que |fn(x)| ≤ M para todo n = 1, 2, . . . y todo

x ∈ X) tal que {fn} converge puntualmente a una función f : [0, 1] → R integrable y

acotada. Demuestre que si para cualquier 0 < a < 1, fn → f uniformemente en [a,1],
entonces

ĺım
n→∞

∫ 1

0

fn(x)dx =

∫ 1

0

f(x)dx.

6. De un ejemplo para demostrar que el teorema 2.32 no es, en general, válido para

integrales impropias de la forma
∫∞
a
fdF (se supone aqúı que f ∈ R[F ; a, b] para

todo b > a y que ĺımb→∞
∫ b
a
fdF existe, en cuyo caso,

∫∞
a
fdF := ĺımb→∞

∫ b
a
fdF ) sin

suposiciones adicionales (véase el problema 7).
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7. Considere funciones g, f, fn : [a,∞)→ R, n = 1, 2, . . ., y suponga que para todo b > a,

g y fn, n = 1, 2, . . . son funciones Riemann integrables sobre [a, b] con |fn| ≤ g y

fn → f uniformemente sobre [a, b]. Demuestre que si
∫∞
a
g(x)dx <∞, entonces

ĺım
n→∞

∫ ∞
a

fn(x)dx =

∫ ∞
a

f(x)dx.

2.5. Convergencia uniforme y diferenciación

Vimos ya (véase el ejemplo 2.3) que el ĺımite puntual f de una sucesión {fn} de funciones

diferenciables no es necesariamente una función diferenciable; y aún cuando lo sea (véase el

ejemplo 2.6), no necesariamente se cumple que la sucesión {f ′n} converja puntualmente a f ′.

El ejemplo que veremos a continuación muestra que aún cuando la convergencia de {fn} a f

sea uniforme, no puede garantizarse ni siquiera que {f ′n} sea puntualmente convergente. De

manera que se requieren condiciones más fuertes para asegurar que f ′n → f ′ cuando fn → f .

Ejemplo 2.34 Consideremos la sucesión de funciones fn :
[
0, π

2

]
→ R definidas por

fn(x) =
cos(nx)

n
, n = 1, 2, . . . .

Se vió ya (ejemplo 2.12) que esta sucesión converge uniformemente (incluso en R) a la

función constante f ≡ 0. Sin embargo, la sucesión {f ′n} no es ni siquiera puntualmente

convergente en
(
0, π

2

]
, ya que f ′n(x) = − sen(nx).

Teorema 2.35 Sea fn : [a, b]→ R, n = 1, 2, . . . una sucesión de funciones diferenciables tal

que {fn(p)} converge para algún punto p ∈ [a, b]. Si {f ′n} converge uniformemente en [a, b],

entonces {fn} converge uniformemente en [a, b] a una función diferenciable f : [a, b]→ R y

además
ĺım
n→∞

f ′n(x) = f ′(x), x ∈ [a, b].

Demostración. Sea p ∈ [a, b] tal que {fn(p)} converge. Entonces dado ε > 0, existe

N0 ∈ N tal que

|fn(p)− fm(p)| < ε

2(b− a+ 1)
para todo n,m ≥ N0. (2.17)

Denotando por g al ĺımite uniforme de {f ′n} en [a, b], tenemos por la proposición 2.13 que

existe N1 ∈ N tal que

sup
a≤x≤b

|f ′n(x)− g(x)| < ε

4(b− a+ 1)
para todo n ≥ N1. (2.18)
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Luego por la desigualdad del triángulo

sup
a≤x≤b

|f ′n(x)− f ′m(x)| < ε

2(b− a+ 1)
para todo n,m ≥ N1. (2.19)

Ahora, dados cualesquiera dos puntos distintos x1, x2 ∈ [a, b], tenemos por el teorema del

valor medio aplicado a fn − fm que existe un punto z entre x1 y x2 tal que

[fn (x2)− fm (x2)]− [fn (x1)− fm (x1)] = (x2 − x1) [f ′n (z)− f ′m (z)] .

Tenemos aśı, de (2.19), que

|[fn (x2)− fm (x2)]− [fn (x1)− fm (x1)]| <
|x2 − x1| ε

2 (b− a+ 1)
para todo n,m ≥ N1. (2.20)

Consideremos ahora un punto x ∈ [a, b]\{p} y N = máx {N0, N1}. Entonces tomando x1 = p

y x2 = x obtenemos de (2.20) que

|fn(x)− fm(x)| − |fn(p)− fm(p)| ≤ |[fn(x)− fm(x)]− [fn(p)− fm(p)]|

<
|x− p|ε

2(b− a+ 1)
para todo n,m ≥ N.

Luego de (2.17),

|fn(x)− fm(x)| < (1 + |x− p|) ε
2(b− a+ 1)

≤ ε

2
< ε para todo x ∈ [a, b] (incluyendo x = p).

Se sigue aśı, del criterio de Cauchy para la convergencia uniforme (teorema 2.16), que {fn}
converge uniformemente en [a, b].

Consideremos ahora x ∈ (a, b) y tomemos h 6= 0 de manera que x + h ∈ [a, b]. Entonces

por (2.20) con x1 = x y x2 = x+ h tenemos∣∣∣∣fn(x+ h)− fn(x)

h
− fm(x+ h)− fm(x)

h

∣∣∣∣ < ε

2(b− a+ 1)
para todo n,m ≥ N. (2.21)

Sea f el ĺımite uniforme de {fn} en [a, b]. Entonces haciendo m → ∞ en (2.21) obtenemos

(recordando que | · | es una función continua) que∣∣∣∣fn(x+ h)− fn(x)

h
− f(x+ h)− f(x)

h

∣∣∣∣ ≤ ε

2(b− a+ 1)
para todo n ≥ N. (2.22)

Por la definición de la derivada f ′N(x), existe δ > 0 tal que∣∣∣∣fN(x+ h)− fN(x)

h
− f ′N(x)

∣∣∣∣ < ε

4(b− a+ 1)
cuando 0 < |h| < δ. (2.23)
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Entonces, mediante el uso de la desigualdad del triángulo, se sigue de (2.22), (2.23) y (2.18)
que ∣∣∣∣f(x+ h)− f(x)

h
− g(x)

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣f(x+ h)− f(x)

h
− fN(x+ h)− fN(x)

h

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣fN(x+ h)− fN(x)

h
− f ′N(x)

∣∣∣∣+ |f ′N(x)− g(x)|

<
ε

b− a+ 1
< ε cuando 0 < |h| < δ.

Tenemos aśı que f ′(x) existe y que es igual a g(x). El argumento anterior es también válido

cuando x = a y cuando x = b, tomando respectivamente, h > 0 y h < 0.

La demostración de la formulación del teorema 2.35 para series es sencilla y se deja como
ejercicio al lector.

Corolario 2.36 Sea fn : [a, b] → R, n = 1, 2, . . . una sucesión de funciones diferenciables

tal que
∑∞

n=1 fn(p) converge para algún punto p ∈ [a, b]. Si
∑∞

n=1 f
′
n converge uniformemente

en [a, b], entonces
∑∞

n=1 fn converge uniformemente en [a, b] a una función diferenciable

f : [a, b]→ R y además
∞∑
n=1

f ′n(x) = f ′(x), x ∈ [a, b].

Problemas

1. Demuestre el corolario 2.36.

2. Encuentre el ĺımite f de la sucesión de funciones fn : [0, 1] → R, n = 1, 2, . . ., dadas
por

fn(x) =
nx3

1 + n2x4
.

Demuestre que {f ′n} no converge uniformemente, pero que

ĺım
n→∞

f ′n(x) = f ′(x) para todo x ∈ [0, 1]. (2.24)

Este problema muestra que la convergencia uniforme de {f ′n} no es una condición

necesaria para que se cumpla (2.24) (véase el teorema 2.35).
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3. Considere la sucesión de funciones fn : [−1, 1]→ R definidas por

fn(x) =
1

n exp(n2x2)
, n = 1, 2, . . . .

Demuestre que fn → 0 uniformemente y que f ′n → 0 puntualmente, pero nó uniforme-
mente.

4. Sea fn : (a, b)→ R, n = 1, 2, . . . una sucesión de funciones diferenciables tal que {fn(p)}
converge para algún punto p ∈ (a, b). Demuestre que si {f ′n} converge uniformemente

sobre cualquier subintervalo cerrado de (a, b), entonces {fn} converge uniformemente

sobre cualquier subintervalo cerrado de (a, b), f = ĺımn→∞ fn es diferenciable en (a, b)
y

ĺım
n→∞

f ′n(x) = f ′(x) para todo x ∈ (a, b).

5. Demuestre que la función zeta de Riemann ζ(x) =
∑∞

n=1
1
nx

esta definida para todo

x > 1, es diferenciable en (1,∞) y ζ ′(x) = −
∑∞

n=1
ln(n)
nx

.

6. Demuestre que para todo −1 < x < 1,

∞∑
n=1

n

n+ 1
xn+1 =

1

1− x
+ ln(1− x)− 1.

2.6. Series de potencias

Un tipo particularmente sencillo y útil de series de funciones (con valores reales) está dado

por las llamadas series de potencias, las cuales definimos a continuación.

Definición 2.37 Dadas una constante a ∈ R y una sucesión de números reales {cn}∞n=0,

a la expresión
∑∞

n=0 cn(x − a)n se le llama una serie de potencias centrada en a. A los

números cn, n = 0, 1, 2, . . . se les llama coeficientes de la serie de potencias y al número a
el centro.

Notemos que cuando x = a, el primer término de la serie de potencias es c00
0, por lo que

por conveniencia de notación, definiremos 00 = 1.

Obviamente, dada una serie de potencias, lo primero que debemos hacer es determinar
los valores de x para los cuales la serie converge. Por conveniencia, a menudo tomaremos
a = 0.
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Teorema 2.38 Sea
∑∞

n=0 cnx
n una serie de potencias.

i) Si ĺım sup |cn|
1
n = 0, entonces

∑∞
n=0 cnx

n es absolutamente convergente para todo x ∈ R.

ii) Si 0 < ĺım sup |cn|
1
n <∞ y R =

(
ĺım sup |cn|

1
n

)−1
, entonces

∑∞
n=0 cnx

n es absolutamente

convergente para todo |x| < R y diverge para todo |x| > R.

iii) Si ĺım sup |cn|
1
n =∞, entonces

∑∞
n=0 cnx

n converge únicamente en x = 0.

Demostración. Notemos que para cualquier x ∈ R,

ĺım sup |cnxn|
1
n = |x| ĺım sup |cn|

1
n . (2.25)

Luego si i) ĺım sup |cn|
1
n = 0, entonces

ĺım sup |cnxn|
1
n = 0 < 1 para todo x ∈ R.

Aśı, por el criterio de las ráız para la convergencia de series de números reales (véase la

proposición 2.83 en Pérez et al. [25]),
∑∞

n=0 cnx
n es absolutamente convergente para todo

x ∈ R.

Ahora si ii) 0 < ĺım sup |cn|
1
n <∞, se sigue de (2.25) que

ĺım sup |cnxn|
1
n < 1 si y sólo si |x| < R

y

ĺım sup |cnxn|
1
n > 1 si y sólo si |x| > R.

De esto, el resultado deseado se sigue nuevamente del criterio de la ráız para la convergencia
de series de números reales.

Finalmente, si iii) ĺım sup |cn|
1
n =∞, se sigue de (2.25) que

ĺım sup |cnxn|
1
n =∞ > 1 para todo x 6= 0.

Luego, del criterio de la ráız,
∑∞

n=0 cnx
n diverge para todo x 6= 0. Como obviamente,∑∞

n=0 cnx
n = c0 para x = 0, la demostración está completa.

Al número R, donde R = ∞ en el caso i) y 0 en el caso iii) se le llama el radio de

convergencia de la serie
∑∞

n=0 cnx
n. La proposición siguiente nos da otra alternativa para

calcular el radio de convergencia cuando limn→∞

∣∣∣ cn
cn+1

∣∣∣ ∈ [0,∞]. La demostración es similar

a la del teorema 2.38 usando el criterio de la razón para la convergencia de series de números

reales (proposición 2.79 en Pérez et al. [25]) en lugar del criterio de la ráız y se deja como

ejercicio al lector.
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Proposición 2.39 Sea
∑∞

n=0 cnx
n una serie de potencias para la cual ĺımn→∞

∣∣∣ cn
cn+1

∣∣∣ = R ∈

[0,∞].

i) Si R =∞, entonces
∑∞

n=0 cnx
n es absolutamente convergente para todo x ∈ R.

ii) Si 0 < R < ∞, entonces
∑∞

n=0 cnx
n es absolutamente convergente para todo |x| < R y

diverge para todo |x| > R.

iii) Si R = 0, entonces
∑∞

n=0 cnx
n converge únicamente en x = 0.

Demostraremos ahora que una función dada en términos de una serie de potencias es
diferenciable en su intervalo de convergencia y que tanto su derivada en un punto x ∈ R
como su integral de Riemann sobre [0, x] se pueden obtener diferenciando e integrando,

respectivamente, término por término su serie de potencias.

Teorema 2.40 Sea 0 < R ≤ ∞ el radio de convergencia de la serie de potencias
∑∞

n=0 cnx
n

y definamos

f(x) =
∞∑
n=0

cnx
n, −R < x < R.

Entonces
i) f es diferenciable en (−R,R) y

f ′(x) =
∞∑
n=1

ncnx
n−1. (2.26)

ii) Para x ∈ (−R,R), ∫ x

0

f(z)dz =
∞∑
n=0

cn
n+ 1

xn+1.

Demostración. Demostraremos primero que
∑∞

n=0 cnx
n es uniformemente convergente

en [−r, r] para cualquier 0 < r < R. En efecto, para cualquier x ∈ [−r, r],

|cnxn| ≤ |cn| rn, n = 0, 1, 2, . . . ,

y como
∑∞

n=0 cnr
n es convergente, se sigue del criterio M de Weierstrass (teorema 2.19) que∑∞

n=0 cnx
n es uniformemente convergente en [−r, r].

Definiendo
an = (n+ 1)cn+1, n = 0, 1, 2, . . . ,

tenemos que
∞∑
n=1

ncnx
n−1 =

∞∑
n=0

anx
n.
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Luego, como n
1
n → 1 cuando n→∞, entonces

ĺım sup |an|
1
n = ĺım sup (n |cn|)

1
n = ĺım sup |cn|

1
n

y aśı, la serie de potencias
∑∞

n=1 ncnx
n−1 tiene el mismo radio de convergencia R que la serie∑∞

n=0 cnx
n; y por lo anterior

∑∞
n=1 ncnx

n−1 es uniformemente convergente en [−r, r]. Luego

por el corolario 2.36 tenemos que

f ′(x) =
∞∑
n=0

d

dx
(cnx

n) =
∞∑
n=1

ncnx
n−1 para todo − r < x < r. (2.27)

Pero, debido a que para cualquier x ∈ (−R,R) podemos tomar 0 < r < R tal que x ∈ (−r, r),
tenemos que f es diferenciable para todo x ∈ (−R,R) y (2.26) se cumple.

Para la demostración de ii), notemos que si 0 < x < R entonces igual que en la demos-

tración de la parte i) se tiene que
∑∞

n=0 cnz
n es uniformemente convergente en [−x, x]. Luego

por el corolario 2.33, f es Riemann integrable en [−x, x],

∫ x

0

f(z)dz =
∞∑
n=0

cn
n+ 1

xn+1

y

−
∫ 0

−x
f(z)dz =

∫ −x
0

f(z)dz =
∞∑
n=0

cn
n+ 1

(−x)n+1,

lo cual finaliza la prueba de ii).

Aplicando sucesivamente (2.26) a f, f ′, f ′′, . . . se obtiene lo siguiente.

Corolario 2.41 Sea 0 < R ≤ ∞ el radio de convergencia de la serie de potencias
∑∞

n=0 cnx
n

y definamos

f(x) =
∞∑
n=0

cnx
n, −R < x < R.

Entonces f es infinitamente diferenciable en (−R,R) y

f (k)(x) =
∞∑
n=k

n(n− 1) · · · (n− k + 1)cnx
n−k, (2.28)

donde f (k)(x) denota a la k-ésima derivada de f en x, k = 1, 2, . . ..
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Observación 2.42 Definiendo f (0) ≡ f obtenemos de (2.28) con x = 0 que

f (k)(0) = k!ck, k = 0, 1, 2, . . . . (2.29)

A las funciones que pueden ser expresadas como una serie de potencias sobre algún

intervalo (−R,R) se les llama funciones anaĺıticas. El corolario 2.41 muestra que toda

función anaĺıtica f(x) =
∑∞

n=0 cnx
n es infinitamente diferenciable en (−R,R), es decir, f

tiene derivadas de todos los ordenes en (−R,R); y además

cn =
f (n)(0)

n!
, n = 0, 1, 2, . . . .

A la serie
∞∑
n=0

f (n)(0)

n!
xn

se le llama serie de Maclaurin (Colin Maclaurin, 1698-1746). De esta manera, una función

f es anaĺıtica sobre un intervalo (−R,R) si su serie de Maclaurin
∑∞

n=0
f (n)(0)
n!

xn converge a

f(x) para todo x ∈ (−R,R).

Ejemplo 2.43 Uno de los ejemplos más importantes de funciones anaĺıticas en R es la
función exponencial definida por

ex =
∞∑
n=0

xn

n!
, x ∈ R.

Por el teorema 2.40 tenemos que para todo x ∈ R,

d

dx
ex =

∞∑
n=0

d

dx

(
xn

n!

)
=
∞∑
n=1

xn−1

(n− 1)!
= ex

y también ∫ x

0

ezdz =
∞∑
n=0

∫ x

0

zn

n!
dz =

∞∑
n=0

xn+1

(n+ 1)!
=
∞∑
n=0

xn

n!
− 1 = ex − 1.

El siguiente ejemplo muestra que no toda función infinitamente diferenciable es una
función anaĺıtica.
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Ejemplo 2.44 Consideremos f : R→ R definida por

f(x) =

{
e−

1
x2 , si x 6= 0

0, si x = 0.

Notemos que para todo k = 0, 1, 2, . . .,

ĺım
x→0

xke
1
x2 =∞. (2.30)

En efecto, (2.30) es claramente válido para k = 0; y por la definición de la función exponen-

cial, para k = 1, 2, . . . tenemos que

e
1
x2 ≥ x−2k

k!
.

Luego

ĺım
x→0

xke
1
x2 ≥ ĺım

x→0

1

k!
x−k =∞.

Tenemos aśı que

ĺım
x→0

x−ke−
1
x2 = 0 para k = 0, 1, 2, . . . . (2.31)

Probaremos ahora por inducción que existe un polinomio pn tal que

f (n)(x) = pn

(
1

x

)
e−

1
x2 para x 6= 0. (2.32)

Para n = 1, tenemos que

f ′(x) = 2

(
1

x

)3

e−
1
x2 para x 6= 0,

de manera que la afirmación es cierta para n = 1 con p1
(
1
x

)
= 2

(
1
x

)3
. Diferenciando la

expresión (2.32) obtenemos

f (n+1)(x) =

[
d

dx
pn

(
1

x

)
+ 2

(
1

x

)3

pn

(
1

x

)]
e−

1
x2 .

Como d
dx
pn
(
1
x

)
+ 2

(
1
x

)3
pn
(
1
x

)
es claramente un polinomio en la variable 1

x
, tomando

pn+1

(
1

x

)
=

d

dx
pn

(
1

x

)
+ 2

(
1

x

)3

pn

(
1

x

)
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obtenemos

f (n+1)(x) = pn+1

(
1

x

)
e−

1
x2 para x 6= 0.

De esta manera, queda demostrado que (2.32) es válido para todo n = 1, 2, . . ..

De (2.31), con k = 1, se sigue también que f ′(0) = 0. Suponiendo que f (n)(0) = 0,

obtenemos de (2.31) y (2.32) que

ĺım
x→0

f (n)(x)

x
= ĺım

x→0

1

x
pn

(
1

x

)
e−

1
x2 = 0,

es decir, f (n+1)(0) = 0. Conclúımos aśı por inducción que

f (n)(0) = 0 para todo n = 1, 2, . . . . (2.33)

De esta manera
∞∑
n=0

f (n)(0)

n!
xn = 0 6= f(x) para todo x 6= 0.

Tenemos aśı que f es infinitamente diferenciable en R, pero su serie de Maclaurin no con-

verge a f(x) para x 6= 0.

El siguiente resultado conocido como el teorema de Abel, establece que si una serie

de potencias
∑∞

n=0 cnx
n con radio de convergencia 0 < R < ∞, converge en R (o en −R),

entonces es continua no sólo en (−R,R) sino en (−R,R] (o en [−R,R)).

Teorema 2.45 (Teorema de Abel) Sea
∑∞

n=0 cnx
n una serie de potencias con radio de con-

vergencia 0 < R < ∞. Si f(x) =
∑∞

n=0 cnx
n para −R < x < R y

∑∞
n=0 cnR

n converge,

entonces

ĺım
x↑R

f(x) =
∞∑
n=0

cnR
n.

Demostración. Usaremos el criterio de Abel (teorema 2.21) con fn definida en X =

[0, R] por

fn(x) = cnR
n para n = 0, 1, 2, . . .

y gn definida en [0, R] por

gn(x) =
xn

Rn
para n = 0, 1, 2, . . . .
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Notemos que {fn} y {gn} satisfacen las hipótesis del criterio de Abel con M = 1. En

consecuencia
∞∑
n=0

cnR
n x

n

Rn
=
∞∑
n=0

cnx
n

es uniformemente convergente en [0, R]. Aśı, por el corolario 2.23 se sigue que la función

f(x) =
∑∞

n=0 cnx
n es continua en [0, R], de manera que

ĺım
x↑R

f(x) =
∞∑
n=0

cnR
n.

Daremos, más abajo, una aplicación del teorema de Abel al “producto”de series de núme-
ros reales. Para ello, introducimos el llamado “producto de Cauchy” y damos, previamente
a la aplicación del teorema de Abel, un resultado sobre la convergencia de la serie producto.

Definición 2.46 Sean
∑∞

n=0 an y
∑∞

n=0 bn dos series de números reales. A la serie
∑∞

n=0 cn,

donde cn =
∑n

k=0 akbn−k, n = 0, 1, 2, . . ., se le llama el producto de Cauchy de
∑∞

n=0 an

y
∑∞

n=0 bn.

Esta definición puede ser motivada como sigue: consideremos dos series de potencias∑∞
n=0 anx

n y
∑∞

n=0 bnx
n; multiplicando término por término estas dos series y agrupando los

términos con igual potencia de x, obtenemos(
∞∑
n=0

anx
n

)(
∞∑
n=0

bnx
n

)
=

(
a0 + a1x+ a2x

2 + · · ·
) (
b0 + b1x+ b2x

2 + · · ·
)

= a0b0 + (a0b1 + a1b0)x+ (a0b2 + a1b1 + a2b0)x
2 + · · ·

= c0 + c1x+ c2x
2 + · · · .

De aqúı, tomando x = 1, obtenemos la definición 2.46. Desafortunadamente, la convergencia

de
∑∞

n=0 an y
∑∞

n=0 bn no asegura la convergencia de su producto de Cauchy,
∑∞

n=0 cn (véase

el problema 9). Sin embargo, como veremos en el siguiente resultado, la convergencia de∑∞
n=0 cn está asegurada bajo la convergencia absoluta de al menos una de las dos series.

Teorema 2.47 Sean
∑∞

n=0 an y
∑∞

n=0 bn series de números reales con sumas A y B, res-

pectivamente. Si
∑∞

n=0 |an| es convergente, entonces el producto de Cauchy,
∑∞

n=0 cn, de las

series
∑∞

n=0 an y
∑∞

n=0 bn es convergente y
∑∞

n=0 cn = AB.
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Demostración. Sean

An =
n∑
k=0

ak, Bn =
n∑
k=0

bk y Cn =
n∑
k=0

ck, n = 0, 1, 2, . . . .

Si βn = Bn −B, n = 0, 1, 2, . . ., entonces

Cn = a0b0 + (a0b1 + a1b0) + · · ·+ (a0bn + a1bn−1 + · · ·+ anb0)

= a0Bn + a1Bn−1 + · · ·+ anB0 (2.34)

= a0 (B + βn) + a1 (B + βn−1) + · · ·+ an (B + β0)

= AnB + a0βn + a1βn−1 + · · ·+ anβ0.

Demostraremos que ĺımn→∞ γn = 0, donde

γn = a0βn + a1βn−1 + · · ·+ anβ0, n = 0, 1, 2, . . . .

De lo cual, el resultado deseado se obtendrá del hecho de que AnB → AB cuando n→∞.

Sea ε > 0 dado. Como Bn → B cuando n → ∞, se tiene que βn → 0 cuando n → ∞, y
en consecuencia, existe N ∈ N tal que

|βn| < ε para todo n ≥ N.

Aśı, si α =
∑∞

n=0 |an|, entonces

|γn| ≤ |β0an + · · ·+ βNan−N |+ |βN+1an−N−1 + · · ·+ βna0|
≤ |β0| |an|+ · · ·+ |βN | |an−N |+ εα.

La convergencia de la serie
∑∞

n=0 an implica (véase la proposición 2.68 en Pérez et al. [25])

que ak → 0 cuando k →∞. Luego, fijando N y haciendo n→∞, obtenemos

ĺım sup |γn| ≤ εα.

Como ε es arbitrario, se sigue que ĺım sup |γn| = 0, y debido a que 0 ≤ ĺım inf |γn| ≤
ĺım sup |γn|, entonces ĺımn→∞ |γn| = 0. Aśı, el resultado se obtiene haciendo n → ∞ en

(2.34).

Usando ahora el teorema de Abel (teorema 2.45) demostraremos que si
∑∞

n=0 an = A,∑∞
n=0 bn = B y la serie producto

∑∞
n=0 cn converge, entonces

∑∞
n=0 cn = AB. Notemos que,

a diferencia del teorema 2.47, aqúı no se pide que
∑∞

n=0 an o
∑∞

n=0 bn sea absolutamente

convergente.

Teorema 2.48 Sean
∑∞

n=0 an y
∑∞

n=0 bn series de números reales con sumas A y B, res-

pectivamente. Si el producto de Cauchy
∑∞

n=0 cn de las series
∑∞

n=0 an y
∑∞

n=0 bn converge

a C, entonces AB = C.
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Demostración. Consideremos

f(x) =
∞∑
n=0

anx
n, g(x) =

∞∑
n=0

bnx
n y h(x) =

∞∑
n=0

cnx
n para 0 ≤ x ≤ 1. (2.35)

Como una serie de potencias es absolutamente convergente en el interior de su intervalo de

convergencia (véase el teorema 2.38), tenemos que las series en (2.35) son absolutamente

convergentes para 0 ≤ x < 1. Aśı, realizando el producto de Cauchy de las series
∑∞

n=0 anx
n

y
∑∞

n=0 bnx
n, obtenemos del teorema 2.47 que

f(x) · g(x) = h(x) para 0 ≤ x < 1. (2.36)

Ahora, como por el teorema de Abel,

ĺım
x↑1

f(x) = A, ĺım
x↑1

g(x) = B y ĺım
x↑1

h(x) = C,

el resultado deseado se sigue haciendo x ↑ 1 en (2.36).

Problemas
1. Demuestre la proposición 2.39.

2. Encuentre el radio de convergencia, R, de las siguientes series y analice en cada una
los casos en que x = R y x = −R.

a)
∑∞

n=0
2n

n+1
xn.

b)
∑∞

n=0
(−1)n√
n+1

xn.

c)
∑∞

n=0
1

(2+ 1
n+1)

nxn.

3. Sea
∑∞

n=0 cnx
n una serie de potencias con radio de convergencia R = 2. Encuentre el

radio de convergencia de las siguientes series

a)
∑∞

n=0 c
2
nx

n.

b)
∑∞

n=0 cnx
2n.

c)
∑∞

n=0 cnx
n2

.

4. Si
∑∞

n=0 anx
n =

∑∞
n=0 bnx

n para una sucesión {xn} de números reales diferentes de

cero que converge a 0, demuestre que an = bn para todo n (= 0, 1, 2, . . .).

5. Sea
∑∞

n=0 cnx
n una serie de potencias con radio de convergencia R > 0 y defina

f(x) =
∞∑
n=0

cnx
n para −R < x < R.

Si f(−x) = f(x) para todo x ∈ (−R,R), demuestre que cn = 0 para todo n impar.
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6. Demuestre que π
4

= 1− 1
3

+ 1
5
− 1

7
+ · · · .

Sugerencia: Pruebe primero que para todo −1 < x < 1, tan−1 x =
∑∞

n=0
(−1)n
2n+1

x2n+1

y use luego el teorema de Abel.

7. Sea
∑∞

n=0 cnx
n una serie de potencias con radio de convergencia 0 < R <∞. Si cn ≥ 0,

n = 0, 1, 2, . . . y
∑∞

n=0 cn =∞, demuestre que

ĺım
x↑R

∞∑
n=0

cnx
n =∞.

8. Para α ∈ R defina(
α
n

)
=
α(α− 1) · · · (α− n+ 1)

n!
, n = 1, 2, . . . y

(
α
0

)
= 1.

Demuestre que el radio de convergencia de la serie

∞∑
n=0

(
α
n

)
xn

es 1, y que es la serie de Maclaurin de (1 + x)α.

9. De un ejemplo de dos series de números reales convergentes cuya serie producto diverja.

2.7. Fórmula de Taylor

Consideremos una serie de potencias
∑∞

n=0 cn(x− a)n centrada en a ∈ R y con radio de

convergencia R. Si

f(x) =
∞∑
n=0

cn(x− a)n, −R < x < R,

se conoce (véase el corolario 2.41) que f es infinitamente diferenciable en (−R,R) y

f (k)(x) =
∞∑
n=k

n(n− 1) · · · (n− k + 1)cn(x− a)n−k, (2.37)

donde f (k)(x) es la k-ésima derivada de f en x, k = 1, 2, . . .. Definiendo f (0) ≡ f se obtiene

de (2.37), evaluada en x = a, que

f (k)(a) = k!ck, k = 0, 1, 2, . . .
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o equivalentemente,

ck =
f (k)(a)

k!
, k = 0, 1, 2, . . . .

A la serie
∞∑
n=0

f (n)(a)

n!
(x− a)n

se le conoce como la serie de Taylor (Brook Taylor, 1685-1731) de f en a. Notemos que en

el caso a = 0 se reduce a la serie de Maclaurin
∑∞

n=0
f (n)(0)
n!

xn. Desafortunadamente (véase

el ejemplo 2.44) si f es una función infinitamente diferenciable en a ∈ R no necesariamente

se cumple que f(x) sea igual a su serie de Taylor
∑∞

n=0
f (n)(a)
n!

(x − a)n para −R < x < R.

Para que tal igualdad se cumpla en un punto x, se requiere que

Rn(x) = f(x)− Pn(x)→ 0 cuando n→∞, (2.38)

donde Pn(x) =
∑n

k=0
f (k)(a)
k!

(x−a)k. Al polinomio Pn se le conoce como el n-ésimo polinomio

de Taylor de f en a y el residuo Rn mide la diferencia entre f(x) y Pn(x). Existen varias

formas de expresar el residuo. En el siguiente teorema se expresa por medio de una integral,
por lo que es conocida como la fórmula de Taylor con residuo integral.

Teorema 2.49 (Fórmula de Taylor con residuo integral) Sea I ⊂ R un intervalo abierto. Si

a ∈ I y f es una función con valores reales infinitamente diferenciable en I, entonces para
cada x ∈ I y cada n ∈ N,

f(x) =
n∑
k=0

f (k)(a)

k!
(x− a)k +

1

n!

∫ x

a

(x− t)nf (n+1)(t)dt.

Demostración. Como f(x) = Pn(x)+Rn(x), debemos probar que para cualquier n ∈ N,

Rn(x) =
1

n!

∫ x

a

(x− t)nf (n+1)(t)dt para cada x ∈ I. (2.39)

Fijemos pues x ∈ I. Demostraremos (2.39) por inducción. Por el segundo teorema funda-

mental del cálculo integral (teorema 1.31), obtenemos

R1(x) = f(x)− P1(x) = f(x)− f(a)− f ′(a)(x− a)

=

∫ x

a

f ′(t)dt−
∫ x

a

f ′(a)dt =

∫ x

a

(f ′(t)− f ′(a)) dt.
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Aplicando ahora el teorema de integración por partes (teorema 1.47) con u(t) = f ′(t)−f ′(a)

y v(t) = t− x, se obtiene que

R1(x) = (f ′(t)− f ′(a)) (t− x)|xa −
∫ x

a

(t− x)f ′′(t)dt =

∫ x

a

(x− t)f ′′(t)dt.

Esto prueba la validez de (2.39) para n = 1. Supongamos ahora que (2.39) se cumple para

n = k.

Usando de nuevo el segundo teorema fundamental del cálculo integral, obtenemos

Rk+1(x) = Rk(x)− f (k+1)(a)

(k + 1)!
(x− a)k+1

=
1

k!

∫ x

a

(x− t)kf (k+1)(t)dt− 1

k!

∫ x

a

f (k+1)(a)(x− t)kdt

=
1

k!

∫ x

a

(
f (k+1)(t)− f (k+1)(a)

)
(x− t)kdt.

De aqúı, nuevamente por el teorema de integración por partes, pero ahora con u(t) =

f (k+1)(t)− f (k+1)(a) y v(t) = − 1
k+1

(x− t)k+1, se obtiene que

Rk+1(x) =
1

k!

[
−(x− t)k+1

k + 1

(
f (k+1)(t)− f (k+1)(a)

)
|xa +

∫ x

a

(x− t)k+1

k + 1
f (k+2)(t)dt

]
=

1

(k + 1)!

∫ x

a

(x− t)k+1f (k+2)(t)dt.

Aśı, por inducción, se concluye que (2.39) es válido para todo n ∈ N. Como x ∈ I es

arbitrario, la demostración está completa.

Ejemplo 2.50 Recordemos, véase el problema 8 de la sección 2.6, que para cualquier α ∈ R,

la serie de potencias
∑∞

n=0

(
α
n

)
xn es la serie de Maclaurin de la función f(x) = (1 + x)α

para −1 < x < 1. Veremos que, en este caso,

(1 + x)α =
∞∑
n=0

(
α
n

)
xn.

Para ello debemos verificar (véase (2.38)) que para cada x ∈ (−1, 1), el residuo Rn(x), dado

por la fórmula (2.39) converge a cero cuando n→∞. En este caso

Rn(x) =

∫ x

0

(x− t)n

n!
α(α− 1) · · · (α− n)(1 + t)α−n−1dt

= (n+ 1)

(
α

n+ 1

)∫ x

0

(
x− t
1 + t

)n
(1 + t)α−1dt.
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Notemos que

i) si 0 ≤ x < 1 y 0 ≤ t ≤ x, entonces 1 ≤ 1 + t ≤ 1 + |x| y 0 ≤ x−t
1+t
≤ x, y

ii) si −1 < x < 0 y x ≤ t ≤ 0, entonces 0 < 1 + t ≤ 1 + |x| y x ≤ x−t
1+t
≤ 0.

Luego, si α > 1,

|Rn(x)| ≤ (n+ 1)

∣∣∣∣( α
n+ 1

)∣∣∣∣ ∣∣∣∣∫ x

0

|x|n (1 + |x|)α−1 dt
∣∣∣∣

= (n+ 1)

∣∣∣∣( α
n+ 1

)∣∣∣∣ |x|n+1 (1 + |x|)α−1 . (2.40)

Ahora, como las series
∑∞

n=0

(
α
n

)
xn y

∑∞
n=1 n

(
α
n

)
xn−1 tienen ambas radio de convergencia

1 (véase el teorema 2.40), de la igualdad

∞∑
n=1

n

(
α
n

)
xn = x

∞∑
n=1

n

(
α
n

)
xn−1,

se concluye que
∑∞

n=1 n

(
α
n

)
xn es absolutamente convergente para todo −1 < x < 1. Por

lo tanto n

∣∣∣∣(αn
)∣∣∣∣ |x|n → 0 cuando n → ∞, y aśı, de (2.40) se sigue que para todo x ∈

(−1, 1), Rn(x) → 0 cuando n → ∞. Esto concluye la demostración para el caso α > 1. La

demostración para el caso α ≤ 1 es similar y se deja como ejercicio al lector.

En el siguiente teorema damos otra representación del residuo Rn, la cual involucra a la
derivada, por lo que es conocida como la fórmula de Taylor con residuo diferencial.

Teorema 2.51 (Fórmula de Taylor con residuo diferencial) Sean I ⊂ R un intervalo abierto

y n ∈ N . Si a ∈ I y f es una función con valores reales para la cual f (n+1) existe en I,
entonces para cada x ∈ I existe un punto z entre x y a tal que

f(x) =
n∑
k=0

f (k)(a)

k!
(x− a)k +

f (n+1)(z)

(n+ 1)!
(x− a)n+1.

Demostración. Consideremos al n-ésimo polinomio de Taylor de f en a,

Pn(t) =
n∑
k=0

f (k)(a)

k!
(t− a)k, t ∈ I.
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Como el resultado es claramente válido para x = a, supongamos que x 6= a. Sea A ∈ R tal
que

f(x) = Pn(x) + A(x− a)n+1

y definamos

g(t) = Rn(t)− A(t− a)n+1, t ∈ I.

Debemos probar que existe un punto z entre x y a tal que

A =
f (n+1)(z)

(n+ 1)!
. (2.41)

Por la hipótesis, la función g es n+1 veces diferenciable en I. Luego, notando que P
(n+1)
n (t) =

0 para todo t ∈ I, obtenemos

g(n+1)(t) = f (n+1)(t)− (n+ 1)!A para t ∈ I.

Aśı, (2.41) se cumplirá si probamos que existe z entre x y a tal que g(n+1)(z) = 0.

Como P
(k)
n (a) = f (k)(a) para k = 0, 1, . . . , n, tenemos que

g(a) = g′(a) = g′′(a) = · · · = g(n)(a) = 0;

y por la elección de A, g(x) = 0. Luego, aplicando el teorema del valor medio a g tenemos

que existe x1 entre x y a tal que g′ (x1) = 0. Como g′(a) = 0, aplicando el teorema del

valor medio a g′ obtenemos x2 entre x1 y a tal que g′′ (x2) = 0. Después de n + 1 pasos,

encontramos xn+1 entre xn y a tal que g(n+1) (xn+1) = 0. Observando que xn+1 está entre x

y a, el resultado deseado se sigue con z = xn+1.

Problemas
1. a) Demuestre que para todo x ∈ R, cos x =

∑∞
n=0(−1)n x2n

(2n)!
.

b) Use la serie de potencias en a) para hallar la suma de la serie
∑∞

n=0

(
−π

2

9

)n
(2n)!

.

c) Diferenciando la serie en a), encuentre la expansión en serie de Maclaurin de la

función senx.

2. Sea I ⊂ R un intervalo abierto. Si f es una función con valores reales infinitamente

divisible en I y existe M > 0 tal que
∣∣f (n)(t)

∣∣ ≤M para todo t ∈ I y para todo n ∈ N,

demuestre que para cualquier a ∈ I, f tiene una expansión en serie de Taylor en a,

f(x) =
∞∑
n=0

f (n)(a)

n!
(x− a)n para todo x ∈ I.
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3. En el ejemplo 2.50 se demostró que para α > 1

(1 + x)α =
∞∑
n=0

(
α
n

)
xn para − 1 < x < 1. (2.42)

Demuestre que

a) La igualdad (2.42) es también válida para α ≤ 1.

b) Para x = 1 la serie converge (a 2α) si y sólo si α > −1.

c) Para x = −1 la serie converge si y sólo si α ≥ 0. Si α = 0 la suma es 1 y si α > 0 la
suma es 0.

4. Demuestre que si una función f con valores reales tiene una expansión en serie de
Maclaurin,

f(x) =
∞∑
n=0

f (n)(0)

n!
xn para |x| < R,

entonces para cualquier a ∈ (−R,R), tiene una expansión en serie de Taylor

f(x) =
∞∑
n=0

f (n)(a)

n!
(x− a)n para |x− a| < R− |a|. (2.43)

Note que (2.43) pudiera converger en un intervalo más grande que el originado por la

condición |x− a| < R− |a|.

5. Sea f una función con valores reales tal que f ′, f ′′ y f (3) existen sobre un intervalo
abierto I que contiene a los puntos −1 y 1. Si

f(−1) = 0, f(1) = 1 y f ′(0) = 0,

demuestre que f (3)(x) ≥ 3 para algún x ∈ (−1, 1).

Sugerencia: Use la fórmula de Taylor con residuo diferencial para demostrar que

existen s ∈ (−1, 0) y t ∈ (0, 1) tales que f (3)(s) + f (3)(t) = 6.

2.8. Teorema de Ascoli

En esta sección consideramos al espacio C(X,R) de las funciones f : X → R continuas,

donde X es un espacio métrico compacto. Como toda función continua definida sobre un

compacto es acotada (véase el teorema 5.14 en Pérez et al. [25]), tenemos por la proposición

2.31 que C(X,R) equipado con la métrica uniforme, d∞, es un espacio métrico completo.
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Como el espacio euclidiano R es completo, y toda sucesión acotada en R, tiene una subsu-

cesión convergente (teorema de Bolzano-Weierstrass), es natural preguntarse si existe algún

resultado similar en el caso de sucesiones de funciones {fn} en C(X,R). Un resultado de esta

naturaleza está dado por el teorema de Ascoli (Giulio Ascoli, 1843-1896), que veremos en

esta sección. Para ello requerimos antes algunos conceptos y resultados preliminares.

Definición 2.52 Sean X un conjunto no vaćıo y {fn} una sucesión de funciones definidas

en X con valores en R.
a) La sucesión {fn} es puntualmente acotada en X si para cada x ∈ X, existe Mx > 0

tal que

|fn(x)| ≤Mx para todo n = 1, 2, . . . .

b) La sucesión {fn} es uniformemente acotada en X si existe M > 0 tal que

|fn(x)| ≤M para todo x ∈ X y todo n = 1, 2, . . . .

El siguiente ejemplo muestra que una sucesión {fn} en C(X,R) uniformemente acotada

no necesariamente tiene una subsucesión uniformemente convergente. De manera que se
requieren condiciones adicionales para que tal cosa ocurra.

Ejemplo 2.53 Sea fn : [0, 1]→ R dada por

fn(x) =
x

x+ (nx− 1)2
, n = 1, 2, . . . .

Entonces |fn(x)| ≤ 1 para todo x ∈ [0, 1] y todo n = 1, 2, . . ., de manera que {fn} es

uniformemente acotada en [0, 1]. Notemos también que

ĺım
n→∞

fn(x) = 0 para 0 ≤ x ≤ 1,

pero como

fn

(
1

n

)
= 1, n = 1, 2, . . . ,

{fn} no tiene subsucesiones uniformemente convergentes en [0, 1].

Definición 2.54 Sean (X, d) un espacio métrico. Una familia F de funciones f : X → R
es equicontinua en X si para cada ε > 0 existe δ > 0 tal que para toda f ∈ F,

|f(x)− f(y)| < ε cuando d(x, y) < δ.

Observación 2.55 Notemos que si F es una familia equicontinua en X, entonces toda fun-
ción f ∈ F es uniformemente continua en X.
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La demostración del siguiente resultado es sencilla y se deja como ejercicio al lector.

Proposición 2.56 Sea (X, d) un espacio métrico compacto. Si {fn} es una sucesión en

C(X,R) que converge uniformemente (con la métrica d∞), entonces {fn} es equicontinua en

X.

Lema 2.57 Sea X un conjunto numerable. Si {fn} es una sucesión de funciones definidas

en X con valores en R puntualmente acotada, entonces {fn} tiene una subsucesión {fkn} tal

que {fkn(x)} converge para cada x ∈ X.

Demostración. Denotemos por x1, x2, x3, . . . a los puntos de X. Como {fn (x1)} es una

sucesión acotada en R, se sigue del teorema de Bolzano-Weierstrass (véase el corolario 2.53 en

Pérez et al. [25]), que existe una subsucesión, la cual denotamos por {f1,k} tal que {f1,k (x1)}
converge cuando k → ∞. Considerando ahora {f1,k (x2)} se sigue, de nuevo por el teorema

de Bolzano-Weierstrass, que existe una subsucesión de {f1,k}, la cual denotamos por {f2,k}
tal que {f2,k (x2)} converge cuando k → ∞. Continuando con este proceso, encontramos

subsucesiones {f1,k}, {f2,k}, {f3,k},. . . que, por claridad, representamos en el arreglo:

f1,1 f1,2 f1,3 f1,4 · · ·
f2,1 f2,2 f2,3 f2,4 · · ·
f3,1 f3,2 f3,3 f3,4 · · ·
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

Notemos que

i) {fn+1,k} es una subsucesión de {fn,k} para n = 1, 2, . . ..

ii) {fn,k (xn)} converge cuando k →∞.

iii) Se conserva el orden en cada sucesión, es decir, si f1,m precede a f1,l en {f1,k}, entonces

f1,m precede a f1,l en {f2,k} (a menos que alguna no sea parte de la subsucesión {f2,k}). De

esta manera, cuando avanzamos hacia abajo de renglón en renglón en el arreglo, las funciones
se mueven a la izquierda y nunca a la derecha.

Aśı, considerando a la sucesión formada por los elementos de la diagonal del arreglo,

{fk,k}, tenemos por iii) que {fn+k,n+k} es una subsucesión de {fn,k}; por lo tanto, el inciso

ii) implica (véase el teorema 2.46 en Pérez et al. [25]) que para cualquier n, {fn+k,n+k (xn)}
converge cuando k →∞, esto es {fk,k (xn)} converge cuando k →∞ para cualquier xn ∈ X.

Al proceso usado en la demostración del lema 2.57 se le conoce como el proceso diagonal
de Cantor.
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Teorema 2.58 (Teorema de Ascoli) Sea (X, d) un espacio métrico compacto. Si {fn} es

una sucesión en C(X,R) puntualmente acotada y equicontinua en X, entonces

a) {fn} es uniformemente acotada en X.

b) {fn} tiene una subsucesión uniformemente convergente.

Demostración. Sea ε > 0 dado. Por la equicontinuidad de {fn}, existe δ > 0 tal que

|fn(x)− fn(y)| < ε para todo n = 1, 2, . . . cuando d(x, y) < δ. (2.44)

Notemos que

X =
⋃
x∈X

Vδ(x),

donde Vδ(x) es la bola abierta con centro en x y radio δ. Como X es compacto, existe un

número finito de puntos x1, . . . , xm ∈ X tales que

X = Vδ (x1) ∪ · · · ∪ Vδ (xm) . (2.45)

Usando ahora que {fn} es puntualmente acotada, tenemos que para cada xi (i = 1, . . . ,m),

existe Mi > 0 tal que

|fn (xi)| ≤Mi para todo n = 1, 2, . . . . (2.46)

Ahora, dado x ∈ X, se sigue de (2.45) que x ∈ Vδ (xi) para algún i (= 1, . . . ,m). Luego,

tomando M = máx {M1, . . . ,Mm}, obtenemos de (2.44) y (2.46) que

|fn(x)| ≤ |fn(xi)|+ |fn(x)− fn (xi)| ≤M + ε para todo n = 1, 2, . . . .

Esto prueba a).

Para la demostración del inciso b) usaremos el hecho de que todo espacio métrico com-

pacto es separable (véase p. 118 en Pérez et al. [25]), es decir, contiene un subconjunto D

denso y numerable. Aśı, por el lema 2.57, {fn} tiene una subsucesión {fkn} tal que {fkn(y)}
converge para cada y ∈ D. Demostraremos que {fkn} converge uniformemente en X.

Dado ε > 0, elijamos δ > 0 como al inicio de la demostración. Notemos que

X =
⋃
y∈D

Vδ(y).

En efecto, como D es denso en X, dado x ∈ X, existe y ∈ D tal que d(x, y) < δ, es decir,

x ∈ Vδ(y). Usando ahora la compacidad de X, tenemos que existen y1, . . . , yl ∈ D tales que

X = Vδ (y1) ∪ · · · ∪ Vδ (yl) . (2.47)
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Como {fkn(y)} converge para cada y ∈ D, existe N ∈ N tal que

|fkn (yi)− fkm (yi)| < ε para todo i = 1, . . . , l y todo m,n ≥ N. (2.48)

Si x ∈ X, se sigue de (2.47) que x ∈ Vδ (yi) para algún i, de manera que, por (2.44)

|fkn (x)− fkn (yi)| < ε para todo n = 1, 2, . . . . (2.49)

Ahora, si m,n ≥ N , entonces de (2.48) y (2.49) se obtiene que

|fkn(x)− fkm(x)| ≤ |fkn(x)− fkn (yi)|+ |fkn (yi)− fkm (yi)|+ |fkm (yi)− fkm(x)| < 3ε.

Por lo tanto {fkn} es uniformemente de Cauchy, y aśı, el resultado se sigue del criterio de

Cauchy para la convergencia uniforme (teorema 2.16).

Problemas

1. Demuestre la proposición 2.56.

2. Sea F ⊂ C(X,R), donde X es un espacio métrico compacto. Si para cada x ∈ X y

cada ε > 0 existe δ > 0 tal que para toda f ∈ F,

|f(x)− f(y)| < ε cuando d(x, y) < δ,

demuestre que F es equicontinua.

3. Sea {fn} una sucesión de funciones en C ([0, 1],R) diferenciables en (0, 1). Si {f ′n} es

uniformemente acotada y fn(0) = 0 para todo n = 1, 2, . . ., demuestre que {fn} tiene

una subsucesión uniformemente convergente.

4. Para una sucesión {fn} uniformemente acotada de funciones Riemann-integrables sobre

[a, b], defina Fn : [a, b]→ R por

Fn(x) =

∫ x

a

fn(t)dt, n = 1, 2, . . . .

Demuestre que {Fn} tiene una subsucesión uniformemente convergente en [a, b].

5. Sean X un espacio métrico compacto y {fn} una sucesión equicontinua de funciones

en C(X,R) que converge puntualmente en X. Demuestre que {fn} converge uniforme-

mente en X.
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2.9. Teorema de Stone-Weierstrass

En la sección anterior (teorema de Ascoli) vimos condiciones suficientes bajo las cuales

una sucesión de funciones {fn} en C(X,R) con X compacto tiene una subsucesión uniforme-

mente convergente. En esta sección daremos un resultado, llamado el teorema de Stone-

Weierstrass (Marshall Harvey Stone (1903-1989), Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (1815-

1897)) que da condiciones suficientes bajo las cuales un subconjunto A de C(X,R) es denso,

es decir, condiciones bajo las cuales, para cada función f ∈ C(X,R) existe una sucesión

{fn} en A tal que fn → f uniformemente. Antes de dar este teorema necesitamos de algunos

preliminares.

Definición 2.59 Sea X un conjunto no vaćıo.

a) Un espacio vectorial real A de funciones f : X → R es un álgebra si para cualesquiera

funciones g, h ∈ A se tiene que gh ∈ A.

b) El álgebra A separa puntos de X si para cualesquiera dos puntos distintos x, y ∈ X

existe una función f ∈ A tal que f(x) 6= f(y).

Notación: Denotamos por 1 a la función constante que asigna a todo x ∈ X el valor 1.

Ejemplo 2.60 El espacio de todos los polinomios sobre R es un álgebra de funciones conti-
nuas que separa puntos y que contiene a la función constante 1.

Proposición 2.61 Existe una sucesión {pn} de polinomios que converge uniformemente a
√
x en el intervalo [0, 1].

Demostración. Definamos p1 ≡ 0 sobre [0, 1] y

pn+1(x) = pn(x) +
1

2

(
x− p2n(x)

)
, n = 1, 2, . . . . (2.50)

Claramente {pn} es una sucesión de polinomios. Demostraremos por inducción que 0 ≤
pn(x) ≤

√
x para todo n = 1, 2, . . . y todo x ∈ [0, 1]. Notemos que la afirmación es cierta

para n = 1. Supongamos ahora que 0 ≤ pn(x) ≤
√
x para algún n ∈ N. Entonces, obviamente

0 ≤ pn+1(x) para todo x ∈ [0, 1] y

√
x−pn+1(x) =

√
x−pn(x)− 1

2

(
x− p2n(x)

)
=
(√

x− pn(x)
) [

1− 1

2

(√
x+ pn(x)

)]
. (2.51)

Notemos que
√
x − pn(x) ≥ 0 por la hipótesis de inducción y también, de la hipótesis de

inducción,
√
x+ pn(x) ≤ 2

√
x ≤ 2 para todo x ∈ [0, 1], luego 1− 1

2
(
√
x+ pn(x)) ≥ 0. Aśı de

(2.51) se sigue que pn+1(x) ≤
√
x para todo x ∈ [0, 1], quedando aśı demostrado que

0 ≤ pn(x) ≤
√
x para todo n = 1, 2, . . . y todo x ∈ [0, 1].
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Notemos ahora, de la definición de pn+1 y el hecho de que p2n(x) ≤ x, que para todo 0 ≤ x ≤ 1,

la sucesión {pn} es no decreciente y acotada en [0, 1], y, por lo tanto, converge puntualmente

(véase la proposición 2.35 en Pérez et al. [25]) en [0, 1] a una función no negativa f .

Haciendo n→∞ en (2.50) se obtiene que

f(x) = f(x) +
1

2

(
x− f 2(x)

)
para todo x ∈ [0, 1],

lo cual es válido si y sólo si f(x) =
√
x para todo x ∈ [0, 1].

Resumiendo, tenemos probado que {pn} es una sucesión no decreciente de polinomios que

convergen puntualmente a la función continua
√
x. De esto, el resultado deseado se sigue del

teorema de Dini (teorema 2.26).

Proposición 2.62 Sea A un álgebra de funciones definidas sobre un conjunto X que separa
puntos de X y que contiene a la función constante 1. Entonces para cualesquiera dos puntos

distintos x, y ∈ X y cualesquiera constantes a, b ∈ R, existe f ∈ A tal que f(x) = a y

f(y) = b.

Demostración. Debido a que A separa puntos de X, existe una función g ∈ A tal que

g(x) 6= g(y). Definamos f : X → R por

f(z) =
(a− b)g(z) + (bg(x)− ag(y))1(z)

g(x)− g(y)
, z ∈ X.

Como 1 y g pertenecen a A y A es un álgebra, claramente f ∈ A. Además f(x) = a y

f(y) = b.

Observación 2.63 Si X es un conjunto no vaćıo y A es un subconjunto de B(X,R), el

espacio de todas las funciones de X en R acotadas, denotaremos por A a la cerradura de A
con respecto a la métrica uniforme d∞ y la llamaremos la cerradura uniforme de A, en

este mismo tenor, si B es un subconjunto cerrado de B(X,R) con respecto a d∞, diremos

que B es uniformemente cerrado.

La demostración del siguiente resultado es sencilla y se deja como ejercicio al lector.

Lema 2.64 Sea X un conjunto no vaćıo. Si A ⊂ B(X,R) es un álgebra, entonces la cerra-

dura uniforme A de A es un álgebra uniformemente cerrada.

Lema 2.65 Sea X un espacio métrico compacto. Si A ⊂ C(X,R) es un álgebra, entonces

para cualesquiera f, g ∈ A se tiene que |f |, máx{f, g}, mı́n{f, g} ∈ A.
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Demostración. Obviamente, si f ≡ 0, entonces |f | ∈ A, ya que (véase el lema 2.64) A
es un álgebra. Supongamos pues que f 6= 0 y sea

M = sup {|f(x)| : x ∈ X} .

Como f 6= 0, entonces M > 0. Por la proposición 2.61, existe una sucesión de polinomios

{pn} que converge uniformemente a
√
x en [0, 1]. Debido a que A es un álgebra, la función

gn = pn

(
f2

M2

)
∈ A para n = 1, 2, . . .. Además, la sucesión {gn} converge uniformemente en

X a
√

f2

M2 = |f |
M

. Luego, por la cerradura uniforme de A (véase el lema 2.64), |f |
M
∈ A, de

manera que |f | ∈ A. Notando ahora que

máx{f, g} =
1

2
(f + g + |f − g|) y mı́n{f, g} =

1

2
(f + g − |f − g|)

se sigue que máx{f, g}, mı́n{f, g} ∈ A.

Observación 2.66 Del lema 2.65, se sigue fácilmente por iteración, que si f1, . . . , fn ∈ A,

entonces máx {f1, . . . , fn}, mı́n {f1, . . . , fn} ∈ A.

El siguiente resultado da una propiedad de aproximación local que nos permite aproximar

una función f ∈ C(X,R) por arriba, en cualquier punto a ∈ X dado.

Lema 2.67 Sea X un espacio métrico compacto y sea A ⊂ C(X,R) un álgebra que separa

puntos de X y que contiene a la función constante 1. Entonces, dada una función f ∈
C(X,R), un punto a ∈ X y ε > 0, existe g ∈ A tal que

g(a) = f(a) y g(x) > f(x)− ε para todo x ∈ X.

Demostración. Tenemos por la proposición 2.62 que para cada x ∈ X, existe una
función gx ∈ A tal que

gx(a) = f(a) y gx(x) = f(x).

Como gx y f son funciones continuas, existe un conjunto abierto Vx tal que x ∈ Vx y

gx(y) > f(y)− ε para todo y ∈ Vx.

Notemos que X =
⋃
x∈X Vx. Ahora, como X es compacto, existe un número finito de puntos

x1, . . . , xn ∈ X tales que

X =
n⋃
i=1

Vxi . (2.52)
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Sea g = máx {gx1 , . . . , gxn}; entonces por el lema 2.65, g ∈ A. Además, g(a) = f(a). De

(2.52) se tiene que si x ∈ X, existe i ∈ {1, . . . , n} tal que x ∈ Vxi ; y aśı

g(x) ≥ gxi(x) > f(x)− ε,

lo cual finaliza la demostración de que f satisface las propiedades deseadas.

Teorema 2.68 (Teorema de Stone-Weierstrass) Sea X un espacio métrico compacto y sea

A ⊂ C(X,R) un álgebra que separa puntos de X y que contiene a la función constante 1.

Entonces A es denso en C(X,R) con respecto a d∞.

Demostración. Debemos probar que A = C(X,R). Como obviamente A ⊂ C(X,R),

resta solamente verificar que C(X,R) ⊂ A. Consideremos pues f ∈ C(X,R). Como A es

uniformemente cerrado (véase el lema 2.64), para concluir que f ∈ A, basta probar que para

cada ε > 0 existe g ∈ A tal que

|g(x)− f(x)| < ε para todo x ∈ X. (2.53)

Para cada y ∈ X, por el lema 2.67 tenemos que existe gy ∈ A tal que gy(y) = f(y) y

gy(x) > f(x)− ε para todo x ∈ X. (2.54)

De la desigualdad gy(y) = f(y) < f(y) + ε y la continuidad de gy y f , se sigue que existe un

conjunto abierto Vy tal que y ∈ Vy y

gy(x) < f(x) + ε para todo x ∈ Vy. (2.55)

Como X es compacto, existe un número finito de puntos y1, . . . , yn ∈ X tales que

X =
n⋃
i=1

Vyi . (2.56)

Sea g = mı́n {gy1 , . . . , gyn}. Por el lema 2.65, g ∈ A. También, de (2.54) y la definición

de g, se sigue que

g(x) > f(x)− ε para todo x ∈ X. (2.57)

Por otra parte, si x ∈ X, se tiene por (2.56) que existe i ∈ {1, . . . , n} tal que x ∈ Vyi . Luego

por (2.55) y la definición de g,

g(x) ≤ gyi(x) < f(x) + ε. (2.58)
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Conjugando ahora (2.57) y (2.58) obtenemos

f(x)− ε < g(x) < f(x) + ε para todo x ∈ X,

lo cual es equivalente a (2.53).

Como el espacio de todos los polinomios sobre R es un álgebra de funciones continuas
que separa puntos y que contiene a la función constante 1, se obtiene el siguiente resultado

(debido originalmente a Weierstrass).

Corolario 2.69 (Teorema de Weierstrass) Sea X ⊂ R compacto. Toda función f ∈ C(X,R)

es el ĺımite uniforme en X de una sucesión de polinomios sobre R.

Problemas

1. Demuestre el lema 2.64.

2. Demuestre que la conclusión del teorema de Stone-Weierstrass sigue siendo válida si
se reemplaza la condición de que la función constante 1 ∈ A por la condición de que

para cada x ∈ X exista una función g ∈ A tal que g(x) 6= 0.

3. Sea X un espacio métrico compacto y sea V ⊂ C(X,R) un espacio vectorial que

separa puntos de X y que contiene a la función constante 1. Demuestre que si para

cada f ∈ V se tiene que |f | ∈ V , entonces V es denso en C(X,R) con respecto a la

métrica uniforme.
Este resultado es una versión especial del teorema de Stone-Weierstrass en la que la
condición de cerradura bajo la multiplicación de funciones se reemplaza por la condición

de cerradura bajo la composición por | · |.

4. Sea B el conjunto formado por las funciones 1, cosx, cos2 x, . . . definidas en
[
0, π

2

]
. Si

A es el espacio vectorial generado por B, esto es, A es el espacio vectorial formado por
todas las combinaciones lineales finitas de elementos de B, demuestre que A es denso

en C
([

0, π
2

]
,R
)

con respecto a la métrica uniforme.

5. Si f : [a, b]→ R es una función continua tal que∫ b

a

xnf(x)dx = 0 para n = 0, 1, 2, . . . ,

demuestre que f ≡ 0 en [a, b].
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6. Sea (X, d) un espacio métrico compacto. Demuestre que el espacio métrico (C(X,R), d∞)

es separable.

Sugerencia: i) Recuerde que todo espacio métrico compacto X es separable (véase

el problema 8 de la sección 4.1 en Pérez et al. [25]); por lo tanto existe un conjunto

numerable E = {x1, x2, . . .} tal que E = X.

ii) Defina para cada n (n = 1, 2, . . .), fn(x) = d (x, xn), x ∈ X.

iii) Considere el álgebra A generada por la colección de funciones {1, f1, f2, . . .} y

demuestre que A = C(X,R).

7. Dados espacios métricos compactos X y Y , sea A el espacio vectorial generado por las
funciones de la forma

f(x, y) = g(x)h(y), donde g ∈ C(X,R) y h ∈ C(Y,R).

Demuestre que A es denso en C(X × Y,R) con respecto a la métrica uniforme.



Caṕıtulo 3

Funciones de varias variables

3.1. El teorema de punto fijo para contracciones

En esta sección consideramos un resultado de suma importancia en el análisis, conocido
como el teorema de punto fijo para contracciones y que será usado más adelante, en la
sección 3.6, en la demostración del teorema de la función inversa.

Definición 3.1 Sea X un conjunto no vaćıo. Si f : X → X es una función y x ∈ X cumple

que f(x) = x, se dice que x es un punto fijo de la función f .

Definición 3.2 Sea (X, d) un espacio métrico. Una función f : X → X es una contrac-

ción, si existe 0 < c < 1 tal que

d (f(x), f(y)) ≤ cd(x, y) para todo x, y ∈ X.

Es claro que toda contracción es una función continua.

Teorema 3.3 (Teorema de punto fijo para contracciones) Sea (X, d) un espacio métrico

completo. Si f : X → X es una contracción, entonces f tiene un único punto fijo.

Demostración. Probaremos primero la unicidad. Supongamos pues que existen x, y ∈ X
tales que f(x) = x y f(y) = y. Entonces

d(x, y) = d (f(x), f(y)) ≤ cd(x, y).

Como c < 1, la desigualdad anterior se cumple si y sólo si d(x, y) = 0, es decir, x = y.

Para la demostración de la existencia, fijemos un x0 ∈ X arbitrario y definamos

xn+1 = f (xn) , n = 0, 1, 2, . . . .

99
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Entonces

d (xn+1, xn) = d (f (xn) , f (xn−1)) ≤ cd (xn, xn−1)

≤ c2d (xn−1, xn−2) ≤ · · · ≤ cnd (x1, x0) , n = 0, 1, 2, . . . .

Aśı, si n ≥ m, obtenemos

d (xn, xm) ≤ d (xn, xn−1) + · · ·+ d (xm+1, xm)

≤
n−1∑
i=m

cid (x1, x0) ≤
∞∑
i=m

cid (x1, x0) = cmd (x1, x0)
∞∑
i=0

ci.

Usando que
∑∞

i=0 c
i = 1

1−c , se sigue (véase el ejemplo 2.72 en Pérez et al. [25]) que

d (xn, xm) ≤ cm

1− c
d (x1, x0) . (3.1)

De lo cual, es claro que {xn} es una sucesión de Cauchy en X y como X es completo, existe

x ∈ X tal que
ĺım
n→∞

xn = x.

Por la continuidad de f , se sigue que

ĺım
n→∞

xn+1 = ĺım
n→∞

f (xn) = f(x).

Pero como {xn+1} es una subsucesión de {xn}, resulta (véase el teorema 2.46 en Pérez et al.

[25]) que ĺımn→∞ xn+1 = x, y aśı f(x) = x.

Observación 3.4 i) Haciendo n→∞ en (3.1) obtenemos (véase el problema 1) que

d (x, xm) ≤ cm

1− c
d (x1, x0) .

Esta desigualdad nos permite calcular aproximaciones al punto fijo x con la precisión que se
requiera.

ii) Se observa también de la demostración que dado un espacio métrico arbitrario X y una

función continua f : X → X, si para un punto x0 ∈ X, {fn (x0)} converge, donde fn =

f ◦ . . . ◦ f (n veces), entonces ĺımn→∞ f
n (x0) ≡ x es un punto fijo de f .
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Problemas
1. Sea (X, d) un espacio métrico y considere z ∈ X. Demuestre que la función g : X → R

definida por g(x) = d(x, z) es continua.

2. a) Encuentre un ejemplo de un espacio métrico completo (X, d) y una función f : X →
X para la cual

d (f(x), f(y)) ≤ d(x, y) para todo x, y ∈ X

que no tenga puntos fijos.

b) Encuentre un ejemplo de un espacio métrico (X, d) y una función f : X → X que

sea una contracción, pero que no tenga puntos fijos.

3. Considere la sucesión {xn} en R definida por

x0 = 2 y xn = 1 +
1

xn−1
, n = 1, 2, . . . .

Demuestre que {xn} converge y encuentre su ĺımite.

4. Sea (X, d) un espacio métrico completo y considere una función f : X → X. Si para

algún k ∈ N, fk ≡ f ◦ · · · ◦ f (k veces) es una contracción, demuestre que f tiene un

único punto fijo.

5. Sea f : Rn → Rn definida por f(x) = Ax− b, donde A = (aij) es una matriz de n× n
y b ∈ Rn. Considerando la métrica euclidiana en Rn, demuestre que si

∑n
i,j=1 a

2
ij < 1,

entonces f tiene un único punto fijo.

6. Sea X un espacio métrico. Demuestre que si f : X → X es continua, entonces el
conjunto de todos los puntos fijos de X es cerrado.

3.2. Normas de operadores lineales

Dados dos espacios vectoriales X y Y , a una función T : X → Y que satiface

T (ax+ bz) = aT (x) + bT (z) para cualesquiera x, z ∈ X y a, b ∈ R (3.2)

se le llama una transformación lineal de X en Y .

Abusando de la notación, usaremos el śımbolo 0 para denotar tanto al número real cero,

como a los neutros aditivos de X y Y . De esta manera, si en (3.2) tomamos tanto a a como

a b como el número real cero, obtenemos

T (0) = T (0x+ 0z) = 0T (x) + 0T (z) = 0,
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donde el último 0 es el vector nulo de Y .

En este caṕıtulo nos restringiremos al caso en que X = Rn y Y = Rm con n,m ∈ N,
y convenimos en llamar a T un operador lineal de Rn en Rm. Denotaremos al espacio

vectorial de todos los operadores lineales de Rn en Rm por L (Rn,Rm).

Recordemos (véase por ejemplo, Hoffman y Kunze [16], sección 3.4) que si T ∈ L (Rn,Rm),

entonces dadas bases α = {α1, . . . , αn} y β = {β1 . . . , βm} de Rn y Rm, respectivamente,

cada vector T (αj) (j = 1, . . . , n), se expresa de manera única como una combinación lineal

T (αj) =
m∑
i=1

aijβi, (3.3)

de los vectores de la base β; y la función

T 7→ (aij) (3.4)

determina un isomorfismo (una transformación lineal biyectiva) entre el espacio vectorial

L (Rn,Rm) y el espacio vectorial de todas las matrices A de tamaño m× n.

Definamos 〈·, ·〉 : Rm × Rm → R por

〈(x1, . . . , xm) , (z1, . . . , zm)〉 =
m∑
i=1

xizi.

A esta función 〈·, ·〉 se le conoce como el producto interno canónico de Rm y es fácil ver

(problema 1) que satisface las propiedades indicadas en la siguiente proposición.

Proposición 3.5 El producto interno canónico, 〈·, ·〉, satisface lo siguiente:

a) Es bilineal, es decir,

〈ax+ by, z〉 = a 〈x, z〉+ b 〈y, z〉 y 〈x, ay + bz〉 = a 〈x, y〉+ b 〈x, z〉

para cualesquiera x, y, z ∈ Rm y a, b ∈ R.

b) Es simétrico, es decir, 〈x, y〉 = 〈y, x〉 para cualesquiera x, y ∈ Rm.

c) 〈x, x〉 > 0 para todo x ∈ Rm\{0}.

Nos restringiremos de aqúı en adelante a las bases canónicas α = {e1, . . . , en} de Rn y

β = {u1, . . . , um} de Rm. Notemos que si x = a1u1 + · · ·+amum, entonces por la proposición
3.5,

〈x, ui〉 =

〈
m∑
k=1

akuk, ui

〉
= ai, i = 1, . . .m,
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ya que 〈uk, ui〉 es 0 si k 6= i y 1 si k = i. Por lo tanto x se puede expresar como

x =
m∑
i=1

〈x, ui〉ui. (3.5)

Aśı de (3.3) obtenemos que

〈T (ej) , ui〉 = aij.

De esta manera, el isomorfismo (3.4) queda determinado por las igualdades

aij = 〈T (ej) , ui〉 , i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n. (3.6)

De aqúı en adelante | · | denotará, indistintamente, a la norma euclidiana de Rn o de

Rm. La siguiente proposición nos dice que todo operador lineal de Rn en Rm es una función
uniformemente continua.

Proposición 3.6 Si T ∈ L (Rn,Rm), entonces T es uniformemente continuo.

Demostración. Tenemos por (3.5) que para cada x ∈ Rn, x =
∑n

i=1 〈x, ei〉 ei, y aśı por

la linealidad de T , T (x) =
∑n

i=1 〈x, ei〉T (ei). Por lo tanto

|T (x)| =

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

〈x, ei〉T (ei)

∣∣∣∣∣ ≤
n∑
i=1

|〈x, ei〉| |T (ei)| .

Como |〈x, ei〉| = |xi| ≤ |x|, se sigue que

|T (x)| ≤

(
n∑
i=1

|T (ei)|

)
|x|. (3.7)

Sea M =
∑n

i=1 |T (ei)|. Si M = 0, entonces T ≡ 0, y la conclusión es clara. Ahora, si M > 0,

dado ε > 0, tomando 0 < δ < ε
M

obtenemos

|T (x)− T (y)| = |T (x− y)| ≤M |x− y| < ε cuando |x− y| < δ.

De (3.7) se sigue que

0 ≤ ‖T‖ ≡ ı́nf {M ≥ 0 : |T (x)| ≤M |x|, x ∈ Rn} <∞. (3.8)

De esta manera ‖ · ‖ es una función de L (Rn,Rm) en [0,∞). Veremos que ‖ · ‖ es una norma

a la cual le llamaremos la norma del operador, pero antes notemos de la definición de ‖ ·‖
que

|T (x)| ≤ ‖T‖|x| para todo x ∈ Rn. (3.9)
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Además, de la linealidad de T , tenemos que si x 6= 0, entonces T
(

1
|x|x
)

= 1
|x|T (x). Luego, la

desigualdad |T (x)| ≤M |x| se cumple para todo x ∈ Rn\{0} si y sólo si se cumple para todo

x con 0 < |x| ≤ 1, si y sólo si se cumple para todo x con |x| = 1. Como también T (0) = 0,

se sigue que

‖T‖ = sup {|T (x)| : |x| ≤ 1} = sup {|T (x)| : |x| = 1} . (3.10)

Proposición 3.7 La función ‖ · ‖ es una norma en L (Rn,Rm).

Demostración. De (3.8) tenemos que ‖T‖ ≥ 0 para todo T ∈ L (Rn,Rm) y ‖0‖ = 0.

Sean S, T ∈ L (Rn,Rm) y c ∈ R. Si ‖T‖ = 0, se sigue de (3.9) que T = 0. Aśımismo de (3.10)

obtenemos

‖cT‖ = sup {|cT (x)| : |x| = 1} = |c| sup {|T (x)| : |x| = 1} = |c|‖T‖.

Finalmente, notando que

|(T + S)(x)| ≤ |T (x)|+ |S(x)| ≤ (‖T‖+ ‖S‖) |x| para todo x ∈ Rn,

donde en la última desigualdad se usó nuevamente (3.9), resulta que

‖T + S‖ ≤ ‖T‖+ ‖S‖.

La demostración de la siguiente proposición es sencilla y se deja como ejercicio al lector.

Proposición 3.8 Si S ∈ L (Rn,Rm) y T ∈ L
(
Rm,Rk

)
, entonces

a) ‖TS‖ ≤ ‖T‖‖S‖, donde TS denota a la composición T ◦ S.

b) ‖I‖ = 1 si n = m e I es el operador identidad en Rn.

Notación: denotaremos a L (Rn,Rn) simplemente por L (Rn).

La siguiente proposición nos será de utilidad en la demostración del teorema de la función

inversa (teorema 3.45).

Proposición 3.9 Sea I (Rn) el conjunto de todos los operadores lineales invertibles de Rn

en Rn.
a) Si T ∈ I (Rn), S ∈ L (Rn) y

‖S − T‖
∥∥T−1∥∥ < 1, (3.11)

entonces S ∈ I (Rn).

b) I (Rn) es un subconjunto abierto de L (Rn) y la función H : I (Rn)→ I (Rn) definida por

H(T ) = T−1 es continua.
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Demostración. Para la demostración de a), definamos α := 1
‖T−1‖ y β := ‖S − T‖.

Entonces por (3.11), β < α. Para cada x ∈ Rn,

α|x| = α
∣∣T−1(T (x))

∣∣ ≤ α
∥∥T−1∥∥ |T (x)| = |T (x)| ≤ |(T − S)(x)|+ |S(x)| ≤ β|x|+ |S(x)| ,

de manera que

(α− β)|x| ≤ |S(x)| para todo x ∈ Rn. (3.12)

Como α − β > 0, se sigue de (3.12) que S(x) 6= 0 si x 6= 0, y aśı, S es inyectivo (véase

Hoffman y Kunze [16], p. 79). Debido a que un operador lineal de Rn en Rn es inyectivo si

y sólo si es suprayectivo (véase el problema 4), se concluye que S ∈ I (Rn), lo cual finaliza

la demostración de a).

Para la demostración de b), reemplazamos x por S−1(y) en (3.12), y obtenemos que

(α− β)
∣∣S−1(y)

∣∣ ≤ ∣∣S (S−1(y)
)∣∣ = |y| para todo y ∈ Rn,

lo cual demuestra (véase (3.8)) que ‖S−1‖ ≤ (α− β)−1. Luego, de la igualdad

S−1 − T−1 = S−1(T − S)T−1,

usando la proposición 3.8 a), obtenemos

‖H(S)−H(T )‖ =
∥∥S−1 − T−1∥∥ ≤ ∥∥S−1∥∥ ‖T − S‖∥∥T−1∥∥ ≤ β

α(α− β)
,

lo cual prueba la continuidad de H, ya que β → 0 cuando S → T .

Para demostrar que I (Rn) es abierto, consideremos T ∈ I (Rn). Entonces si S ∈ L (Rn)

cumple ‖S − T‖ < α, (3.11) se vale y en consecuencia S ∈ I (Rn). Por lo tanto I (Rn) es

abierto, y la prueba de b) está completa.

Observación 3.10 Notemos que H es una función biyectiva y que H−1 = H.

Veremos ahora otra norma en L (Rn,Rm), llamada la norma de Hilbert-Schmidt, la cual

es fácil de interpretar, y como (véase la proposición 3.12) es equivalente a la norma del

operador, ambos espacios normados tienen los mismos conjuntos abiertos; y por lo tanto las

sucesiones convergentes son las mismas en ambos espacios normados (véase Pérez et al. [25],

p. 89).

La norma de Hilbert-Schmidt de un operador T ∈ L (Rn,Rm) es

|T | =

√√√√ n∑
i=1

|T (ei)|2. (3.13)
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Del hecho de que las componentes de la matriz A asociada a T en las bases canónicas

{e1, . . . , en} de Rn y {u1, . . . , um} de Rm son

aij = 〈T (ej) , ui〉 , i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n,

se sigue que

|T | =
√∑

i,j

|aij|2;

aśı, |T | es, justamente, la norma euclidiana de la matriz A vista como un elemento de Rnm, lo

cual justifica el uso de la notación de la norma euclidiana para la norma de Hilbert-Schmidt.

De las primeras tres propiedades de la siguiente proposición (cuya demostración es dejada

como ejercicio) se concluye que la función | · |, definida en (3.13), es efectivamente una norma

en L (Rn,Rm).

Proposición 3.11 La función |·| : L (Rn,Rm)→ R definida en (3.13) satisface lo siguiente:

a) |T | ≥ 0 y |T | = 0 si y sólo si T = 0.

b) |cT | = |c||T | para cualquier c ∈ R.

c) |T + S| ≤ |T |+ |S| para cualesquiera S, T ∈ L (Rn,Rm).

d) |TS| ≤ |T ||S| para cualesquiera S ∈ L (Rn,Rm) y T ∈ L
(
Rm,Rk

)
.

e) |I| =
√
n si n = m.

Finalizamos esta sección con la demostración de la equivalencia entre las dos normas que

tenemos definidas en L (Rn,Rm).

Proposición 3.12 La norma del operador y la norma de Hilbert-Schmidt en L (Rn,Rm) son

equivalentes.

Demostración. Probaremos que para cada T ∈ L (Rn,Rm),

‖T‖ ≤ |T | ≤
√
n‖T‖, (3.14)

de lo cual, la equivalencia se sigue de la proposición 3.32 en Pérez et al. [25].

Consideremos pues x ∈ Rn con |x| ≤ 1. Entonces de la desigualdad del triángulo y la

desigualdad de Cauchy-Schwarz para sumas (lema 3.1 en Pérez et al. [25]) se obtiene

|T (x)| =

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

〈x, ei〉T (ei)

∣∣∣∣∣ ≤
n∑
i=1

|〈x, ei〉| |T (ei)|

≤

√√√√ n∑
i=1

|〈x, ei〉|2
√√√√ n∑

i=1

|T (ei)|2 = |x||T | ≤ |T |.
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De aqúı, usando (3.10), se sigue que

‖T‖ = sup {|T (x)| : |x| ≤ 1} ≤ |T |.

Aśımismo, de (3.9),

|T |2 =
n∑
i=1

|T (ei)|2 ≤
n∑
i=1

‖T‖2 |ei|2 = n‖T‖2,

de lo cual, tomando ráız cuadrada se obtiene que

|T | ≤
√
n‖T‖

y la demostración está completa.

Problemas
1. Demuestre la proposición 3.5.

2. Demuestre la proposición 3.8.

3. Demuestre la proposición 3.11.

4. Sea T ∈ L (Rn,Rn). Demuestre que T es inyectivo si y sólo si es suprayectivo.

5. Demuestre que el espacio normado (L (Rn,Rm) , ‖ · ‖) es un espacio de Banach, es

decir, que toda sucesión de Cauchy en L (Rn,Rm) converge con respecto a la norma

del operador ‖ · ‖. ¿Qué se puede decir del espacio L (Rn,Rm) con respecto a la norma

de Hilbert-Schmidt?

3.3. Derivada de funciones de varias variables

Recordemos que una función f : (a, b)→ R es diferenciable en x ∈ (a, b) si el ĺımite

f ′ (x) ≡ ĺım
h→0

f (x+ h)− f (x)

h
existe. (3.15)

En este caso, f ′ (x) representa a la pendiente de la recta tangente a la gráfica de f en el

punto (x, f (x)) (véase la figura 3.1).

La expresión (3.15) es equivalente a

ĺım
h→0

f (x+ h)− f (x)− f ′ (x)h

h
= 0,
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x

y
y = f(x)

θ
f ′(x) = pendiente = tg θ

Figura 3.1: Interpretación geométrica de f ′(x).

o bien

ĺım
h→0

|f (x+ h)− f (x)− f ′ (x)h|
|h|

= 0.

Notemos que h 7→ f ′ (x)h es un operador lineral de R en R. De esta manera, resulta natural

extender el concepto de derivada para funciones f : Rn → Rm de la manera siguiente.

Definición 3.13 Sea E ⊂ Rn un conjunto abierto y sea f : E → Rm una función. Diremos
que f es diferenciable en un punto x ∈ E si existe un operador lineal, que denotaremos

por Df (x) : Rn → Rm, y que llamaremos la derivada de f en x, tal que

ĺım
h→0

|f (x+ h)− f (x)−Df (x) (h)|
|h|

= 0. (3.16)

Si f es diferenciable en cada x ∈ E, diremos que f es diferenciable en E.

Por supuesto que en (3.16), h ∈ Rn es no nulo y | · | en el numerador es la norma

euclidiana en Rm y en el denominador es la norma euclidiana en Rn. También, debido a que

E es abierto, x+h ∈ E para todo h con norma |h| suficientemente pequeña, y aśı, f (x+ h)

está definida.

La expresión (3.16) puede ser reescrita diciendo que para cada ε > 0 existe δ > 0 tal que

para todo h ∈ Rn con |h| < δ y x+ h ∈ E, se cumple

|f (x+ h)− f (x)−Df (x) (h)| ≤ ε|h|. (3.17)

En esta expresión, podemos permitir que h = 0, ya que en este caso, ambos lados de (3.17)

se reducen a 0.
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Intuitivamente, y 7→ f (x) +Df (x) (y − x) (tómese h = y− x) es la mejor aproximación

af́ın (una función af́ın es un operador lineal más una constante) a f cerca del punto x (véase

la figura 3.2). El siguiente resultado nos muestra que existe una única mejor aproximación

af́ın.

x2

z

x1

x

z = f(x) +Df(x)(y − x)

Figura 3.2: Mejor aproximación af́ın a f : R2 → R cerca de x.

Teorema 3.14 Sea E ⊂ Rn un conjunto abierto. Si f : E → Rm es diferenciable en x ∈ E,
entonces la derivada de f en x está uńıvocamente determinada.

Demostración. Supongamos que Df (x) y T son derivadas de f en x. Definamos el

operador lineal S : Rn → Rm por S = Df (x)− T . Entonces

|S(h)|
|h|

=
|(f (x+ h)− f (x)− T (h)) + [− (f (x+ h)− f (x)−Df (x) (h))]|

|h|

≤ |f (x+ h)− f (x)− T (h)|
|h|

+
|f (x+ h)− f (x)−Df (x) (h)|

|h|
.

Haciendo h→ 0, se sigue de la definición 3.13 que

|S(h)|
|h|

→ 0 cuando h→ 0. (3.18)

Fijemos h ∈ Rn\{0} arbitrario. Como th → 0 cuando t → 0, tenemos de (3.18) y la

linealidad de S que

|S(h)|
|h|

=
|S(th)|
|th|

→ 0 cuando t→ 0. (3.19)
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Como |S(h)|
|h| es independiente de t, de (3.19) se sigue que S(h) = 0 para todo h ∈ Rn

(recordemos que todo operador lineal aplica al 0 en 0). Por lo tanto S = 0 y la demostración

está completa.

Observación 3.15 i) Notemos que la diferenciabilidad de f en x ∈ E implica (véase (3.16))
que

|f (x+ h)− f (x)−Df (x) (h)| → 0 cuando h→ 0.

Como Df (x) es continuo (véase la proposición 3.6) y Df (x) (0) = 0, tenemos que Df (x) (h)→
0 cuando h → 0; por lo tanto f (x+ h) → f (x) cuando h → 0, es decir, f es continua en

x ∈ E.
ii) Notemos también que si f es diferenciable en E, entonces para cada x ∈ E, Df(x) es un

operador lineal de Rn en Rm, de esta manera Df : E → L (Rn,Rm) definida por x 7→ Df(x)

es una función.

iii) Finalmente, véase el problema 2, la función D definida por f 7→ Df es un operador

lineal del espacio de las funciones diferenciables de E a Rm al espacio de todas las funciones

de E a L (Rn,Rm).

Introduciremos ahora la representación matricial de la derivada Df(x). Para ello reque-

rimos el concepto de derivada parcial.

Consideremos un conjunto abierto E ⊂ Rn y una función f : E → Rm. Las funciones

componentes de f están dadas por fi(x) = 〈f(x), ui〉, i = 1, . . . ,m. Entonces f(x) =∑m
i=1 fi(x)ui, x ∈ E.

Para x ∈ E, i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n, definamos

∂fi
∂xj

(x) = ĺım
t→0

fi (x+ tej)− fi(x)

t
,

cuando este ĺımite exista.

Notemos que ∂fi
∂xj

es la derivada de fi con respecto a xj dejando todas las demás variables

fijas, esto es, ∂fi
∂xj

(x) = d
dt
fi (x+ tej) |t=0. A las derivadas ∂fi

∂xj
, i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n se

les llama las derivadas parciales de f .

Proposición 3.16 Sea E ⊂ Rn abierto y sea f : E → Rm una función diferenciable en un

punto x ∈ E. Entonces las derivadas parciales ∂fi
∂xj

(x), i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n existen y(
∂fi
∂xj

(x)
)

es la representación matricial de Df(x) en las bases canónicas de Rm y Rn.
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Demostración. Como f es diferenciable en x ∈ E,

ĺım
h→0

|f(x+ h)− f(x)−Df(x)(h)|
|h|

= 0.

En particular,

ĺım
t→0

|f(x+ tej)− f(x)−Df(x)(tej)|
|t|

= 0, j = 1, . . . , n. (3.20)

Debido a que para cualquier y ∈ Rm, |〈y, ui〉| = |yi| ≤ |y|, i = 1, . . . ,m, obtenemos de (3.20)
que

ĺım
t→0

|fi (x+ tej)− fi(x)− t 〈Df(x) (ej) , ui〉|
|t|

= 0,

de donde
∂fi
∂xj

(x) = ĺım
t→0

fi (x+ tej)− fi(x)

t
= 〈Df(x) (ej) , ui〉 .

Aśı, el resultado se sigue de (3.6).

A la matriz
(
∂fi
∂xj

(x)
)

se le llama la matriz jacobiana de f en x.

En algunos textos a Df se le llama la derivada total de f , con el propósito de hacer

una mayor diferencia con respecto a las derivadas parciales ∂fi
∂xj

, i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n.

En la práctica, usualmente se calcula la matriz jacobiana y entonces, la proposición 3.16
nos da Df . En el siguiente ejemplo se muestra que la existencia de las derivadas parciales
de una función f , no implican, en general, la continuidad de f ; y por lo tanto, tampoco

aseguran su diferenciabilidad (véase la observación 3.15 i)).

Ejemplo 3.17 Sea f : R2 → R dada por

f(x, y) =

{ 2xy
x2+y2

, si (x, y) 6= (0, 0)

0, si (x, y) = (0, 0).

Como g(x) = 2xy y h(x) = x2 + y2 son funciones diferenciables en R (con y constante),

tenemos que ∂f
∂x

(x, y) existe para todo (x, y) 6= (0, 0) y

∂f

∂x
(x, y) =

(x2 + y2) (2y)− (2x)(2xy)

(x2 + y2)2
=

2 (y3 − x2y)

(x2 + y2)2
.

De manera similar, ∂f
∂y

(x, y) existe para todo (x, y) 6= (0, 0) y

∂f

∂y
(x, y) =

(x2 + y2) (2x)− (2y)(2xy)

(x2 + y2)2
=

2 (x3 − xy2)
(x2 + y2)2

.
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En el punto (0, 0) tenemos

∂f

∂x
(0, 0) = ĺım

h→0

f(h, 0)− f(0, 0)

h
= 0 = ĺım

h→0

f(0, h)− f(0, 0)

h
=
∂f

∂y
(0, 0).

De esta manera ∂f
∂x

(x, y) y ∂f
∂y

(x, y) existen para todo (x, y) ∈ R2. Sin embargo, f(x, y) no es

continua en (0, 0), pues f(x, x) = 1 para todo x 6= 0 y por lo tanto

ĺım
x→0

f(x, x) = 1 6= f(0, 0).

Recordemos (observación 3.15 ii)) que si f es diferenciable en E, Df : E → L (Rn,Rm)

definida por x 7→ Df(x) es una función. Si esta función Df es continua en E, diremos que

f es continuamente diferenciable en E. Las funciones continuamente diferenciables son,

con frecuencia, llamadas funciones de clase C1 en E.

El siguiente teorema nos dice, en particular, que f es de clase C1 en E si y sólo si todas
las derivadas parciales de f existen y son continuas en E.

Teorema 3.18 Sea E ⊂ Rn abierto y sea f : E → Rn una función. Si Df(x) existe para todo

x ∈ E y Df es continua en un punto x0 ∈ E, entonces ∂fi
∂xj

, i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n son

continuas en x0. Rećıprocamente, si las derivadas parciales ∂fi
∂xj

(x), i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n

existen para todo x ∈ E y son continuas en un punto x0 ∈ E, entonces Df (x0) existe.

Además, si todas las derivadas parciales ∂fi
∂xj

son continuas en E, entonces f es de clase C1

en E.

Demostración. Supongamos que Df(x) existe para todo x ∈ E y que Df es continua

en x0 ∈ E. Recordemos que L (Rn,Rm) puede ser visto como el espacio euclidiano Rnm por

medio de la norma de Hilbert-Schmidt. Luego, en vista de que la derivada parcial ∂fi
∂xj

(x)

es una entrada de Df(x), considerado como una matriz (o un elemento de Rnm), se sigue

(véase la proposición 5.13 en Pérez et al. [25]) que ∂fi
∂xj

es continua en x0 ∈ E, ya que Df lo

es.

Para el rećıproco, necesitamos demostrar que dado ε > 0, existe δ > 0 tal que

|f (x0 + h)− f (x0)−Df (x0) (h)|
|h|

< ε cuando |h| < δ, (3.21)

donde Df (x0) es el elemento de L (Rn,Rm) con representación matricial
(
∂fi
∂xj

(x0)
)

.
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Si h = (h1, . . . , hn), entonces para cada j (= 1, . . . , n) tomemos h(j) = (h1, . . . , hj, 0, . . . , 0).

Usando el teorema del valor medio obtenemos

[f (x0 + h)− f (x0)]i =
n∑
j=1

[
f
(
x0 + h(j)

)
− f

(
x0 + h(j−1)

)]
i

=
n∑
j=1

hj
d

dt
fi
(
x0 + h(j−1) + thjej

)
|t=tij con 0 < tij < 1

=
n∑
j=1

hj
∂fi
∂xj

(
x0 + h(j−1) + tijhjej

)
=

n∑
j=1

hj
∂fi
∂xj

(x0) +
n∑
j=1

hj

[
∂fi
∂xj

(
x0 + h(j−1) + tijhjej

)
− ∂fi
∂xj

(x0)

]
.

Por lo tanto

[f (x0 + h)− f (x0)]i −Df (x0) (h)

|h|
=

n∑
j=1

hj
|h|

[
∂fi
∂xj

(
x0 + h(j−1) + tijhjej

)
− ∂fi
∂xj

(x0)

]
.

En consecuencia

|f (x0 + h)− f (x0)−Df (x0) (h)|
|h|

≤
m∑
i=1

n∑
j=1

∣∣∣∣ ∂fi∂xj

(
x0 + h(j−1) + tijhjej

)
− ∂fi
∂xj

(x0)

∣∣∣∣ ,
(3.22)

donde hemos utilizado que para cualquier elemento y = (y1, . . . , ym) ∈ Rm, |y| ≤
∑m

i=1 |yi|
(véase el problema 8 de la sección 3.1 en Pérez et al. [25]) y que

|hj |
|h| ≤ 1 para todo j = 1, . . . , n.

Como todas las derivadas parciales ∂fi
∂xj

son continuas en x0, elijamos δ > 0 tal que

∣∣∣∣ ∂fi∂xj
(x0 + h)− ∂fi

∂xj
(x0)

∣∣∣∣ < ε

nm
cuando |h| < δ.

Entonces (3.21) se sigue de (3.22).

Finalmente, si todas las derivadas parciales ∂fi
∂xj

son continuas en E, entonces, debido

a que L (Rn,Rm) puede ser considerado (v́ıa la norma de Hilbert-Schmidt) como el espa-

cio euclidiano Rnm, la continuidad de las entradas ∂fi
∂xj

(x) de la matriz de Df(x) implica

(véase la proposición 5.13 en Pérez et al. [25]) la continuidad de Df(x); y la demostración

está completa.
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Sean a, b, c, d ∈ R con a < b y c < d, F : [a, b] → R una función de variación acotada y

f : [a, b] × [c, d] → R una función tal que ∂f
∂y

existe en [a, b] × [c, d] y para cada y ∈ [c, d],

f(·, y) es Riemann-Stieltjes integrable con respecto a F sobre [a, b].

Finalizaremos esta sección con un resultado que nos da condiciones suficientes para que

d

dy

∫ b

a

f(x, y)dF (x) =

∫ b

a

∂f

∂y
(x, y)dF (x).

El problema 10 muestra que este intercambio no siempre es válido.

Teorema 3.19 Sea g : [c, d]→ R definida por

g(y) =

∫ b

a

f(x, y)dF (x)

y sea w ∈ [c, d]. Si para cada ε > 0, existe δ > 0 tal que para todo x ∈ [a, b],∣∣∣∣∂f∂y (x, z)− ∂f

∂y
(x,w)

∣∣∣∣ < ε cuando |z − w| < δ, (3.23)

entonces ∂f
∂y

(·, w) ∈ R[F ; a, b], g′(w) existe y

g′(w) =

∫ b

a

∂f

∂y
(x,w)dF (x).

Demostración. Consideremos

h(x, z) =
f(x, z)− f(x,w)

z − w
para 0 < |z − w| < δ.

Por el teorema del valor medio uni-dimensional, para cada (x, z) existe ξ entre z y w tal que

h(x, z) =
∂f

∂y
(x, ξ).

Luego, por (3.23), para todo x ∈ [a, b],∣∣∣∣h(x, z)− ∂f

∂y
(x,w)

∣∣∣∣ < ε cuando 0 < |z − w| < δ.

Por lo tanto

h(x, z)→ ∂f

∂y
(x,w) uniformemente en [a, b], cuando z → w. (3.24)
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Notemos que

g(z)− g(w)

z − w
=

∫ b

a

h(x, z)dF (x). (3.25)

Como, claramente, para cada z ∈ [c, d], h(·, z) ∈ R[F ; a, b], el resultado deseado se sigue de

(3.24) y (3.25) mediante el teorema 2.32.

Observación 3.20 Notemos que (3.23) se cumple cuando ∂f
∂y

es continua en [a, b]× [c, d].

Problemas
1. Sea T : Rn → Rm un operador lineal. Demuestre que T es diferenciable en Rn y que

DT (x) = T para todo x ∈ Rn.

2. Sea E ⊂ Rn un conjunto abierto. Demuestre que para cualesquiera funciones f, g :
E → Rm diferenciables y cualquier c ∈ R,

D(cf + g) = cDf +Dg.

3. Sea E ⊂ Rn un conjunto abierto. Si f : E → Rm es una función diferenciable en E con
Df = 0, demuestre que Dfi = 0 para todo i = 1, . . . ,m.

4. Sea f : R2 → R una función para la cual |f(x, y)| ≤ x2 + y2 para todo (x, y) ∈ R2.

Demuestre que f es diferenciable en (0, 0).

5. Sean f, g : R3 → R2 definidas por

a) f(x, y, z) = (2x2y3, xez).

b) g(x, y, z) = (z cosx, z cos y).

Demuestre que f y g son diferenciables en R3 y encuentre Df y Dg.

6. Sea f : R2 → R definida por

f(x, y) =

{
xy (x2 + y2)

− 1
2 , si (x, y) 6= (0, 0)

0, si (x, y) = (0, 0).

Encuentre las derivadas parciales de f en (0, 0). ¿Es f diferenciable en (0, 0)?

7. Sea E ⊂ Rn un conjunto abierto y f : E → Rm una función diferenciable en E.
Demuestre que para cada x ∈ E, existen constantes M > 0 y δ > 0 tales que

|f(x+ h)− f(x)| ≤M |h| cuando |h| < δ.
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8. Sea E ⊂ R un conjunto abierto y sea f : E → Rm una función. Demuestre que si las

derivadas dfi
dx

, i = 1, . . . ,m existen, entonces Df existe.

9. Sean E ⊂ Rn un conjunto abierto y f : E → R una función para la cual todas sus

derivadas parciales ∂f
∂xi

, i = 1, . . . , n existen y son acotadas en E. Demuestre que f es

continua en E.

10. Defina para cada y ≥ 0,

f(x, y) =


x, si 0 ≤ x ≤ √y
−x+ 2

√
y, si

√
y ≤ x ≤ 2

√
y

0, de otra manera,

y defina f(x, y) = −f (x, |y|) para y < 0. Demuestre que f es continua en R2 y que
∂f
∂y

(x, 0) = 0 para todo x. Si

g(y) =

∫ 1

−1
f(x, y)dx,

demuestre que g(y) = y para |y| < 1
4

y, en consecuencia

g′(0) 6=
∫ 1

−1

∂f

∂y
(x, 0)dx.

3.4. Regla de la cadena y regla del producto

La regla de la cadena nos proporciona una técnica para diferenciar composiciones de
funciones y es, posiblemente, una de las técnicas de diferenciación más importantes. En el
caso de funciones de una única variable, nos dice que

(f ◦ g)′ (x) = f ′ (g(x)) g′(x).

En el siguiente teorema estableceremos este resultado para funciones de varias variables.

Observación 3.21 Recordemos que dados dos operadores lineales S : Rn → Rm y T :

Rm → Rk, TS denota a la composición T ◦S. Si A y B son sus respectivas representaciones

matriciales (en las bases canónicas correspondientes), la representación matricial de TS es

el producto de matrices BA (véase, por ejemplo, el teorema 13, p. 90, de Hoffman y Kunze

[16]).
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Teorema 3.22 (Regla de la cadena) Sean E ⊂ Rn un conjunto abierto y f : E → Rm una

función diferenciable en un punto x ∈ E. Si B es un conjunto abierto que contiene a f(E) y

g : B → Rk es una función diferenciable en f (x), entonces g ◦ f : E → Rk es diferenciable
en x y

D (g ◦ f) (x) = Dg (f (x))Df (x) . (3.26)

Demostración. Debemos demostrar que

ĺım
h→0

|(g ◦ f) (x+ h)− (g ◦ f) (x)−Dg (f (x))Df (x) (h)|
|h|

= 0. (3.27)

Para esto, notemos primero que

|(g ◦ f) (x+ h)− (g ◦ f) (x)−Dg (f (x))Df (x) (h)|
= |g(f(x+ h))− g(f(x))−Dg(f(x))(f(x+ h)− f(x))

+Dg(f(x))(f(x+ h)− f(x)−Df(x)(h))|
≤ |g(f(x+ h))− g(f(x))−Dg(f(x))(f(x+ h)− f(x))|

+|Dg(f(x))(f(x+ h)− f(x)−Df(x)(h))|.

Tomando k(h) = f(x+ h)− f(x) obtenemos

|(g ◦ f) (x+ h)− (g ◦ f) (x)−Dg (f (x))Df (x) (h)|
≤ |g(f(x) + k(h))− g(f(x))−Dg(f(x))(k(h))| (3.28)

+|Dg(f(x))(f(x+ h)− f(x)−Df(x)(h))|.

Del problema 7 de la sección 3.3 obtenemos constantes M0 > 0 y δ0 > 0 tales que

|k(h)| ≤M0|h| cuando |h| < δ0. (3.29)

Ahora, dado ε > 0, de la diferenciabilidad de g en f(x) tenemos que existe δ1 > 0 tal que si

|k(h)| < δ1, entonces

|g (f(x) + k(h))− g (f(x))−Dg (f(x)) (k(h))| < ε

2M0

|k(h)| .

Luego, por (3.29), tomando δ2 = mı́n {δ0, δ1} se sigue que

|g (f(x) + k(h))− g (f(x))−Dg (f(x)) (k(h))| < ε

2
|h| cuando |h| < δ2. (3.30)

Del hecho de que Dg (f(x)) es un operador lineal se sigue (véase (3.9)) que

|Dg(f(x))(f(x+ h)− f(x)−Df(x)(h))|
≤ ‖Dg (f(x))‖ |f(x+ h)− f(x)−Df(x)(h)| . (3.31)
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Sea M > ‖Dg (f(x))‖. De la diferenciabilidad de f en x tenemos que existe δ3 > 0 tal que

si |h| < δ3, entonces

|f(x+ h)− f(x)−Df(x)(h)| < ε

2M
|h|.

Por lo tanto de (3.31) se concluye que

|Dg(f(x))(f(x+ h)− f(x)−Df(x)(h))| < ε

2
|h|. (3.32)

Aśı, tomando δ = mı́n {δ2, δ3} se sigue de (3.28), (3.30) y (3.32) que

|(g ◦ f)(x+ h)− (g ◦ f)(x)−Dg (f(x))Df(x)(h)|
|h|

<
ε

2
+
ε

2
= ε cuando |h| < δ.

Como ε > 0 es arbitrario, (3.27) se cumple, y aśı la prueba está finalizada.

Observación 3.23 Sea h = g ◦f . En términos de las correspondientes matrices jacobianas,

(3.26) se expresa como
∂h1
∂x1

∂h1
∂x2

· · · ∂h1
∂xn

∂h2
∂x1

∂h2
∂x2

· · · ∂h2
∂xn

...
...

...
∂hk
∂x1

∂hk
∂x2

· · · ∂hk
∂xn

 =


∂g1
∂y1

∂g1
∂y2

· · · ∂g1
∂ym

∂g2
∂y1

∂g2
∂y2

· · · ∂g2
∂ym

...
...

...
∂gk
∂y1

∂gk
∂y2

· · · ∂gk
∂ym



∂f1
∂x1

∂f1
∂x2

· · · ∂f1
∂xn

∂f2
∂x1

∂f2
∂x2

· · · ∂f2
∂xn

...
...

...
∂fm
∂x1

∂fm
∂x2

· · · ∂fm
∂xn

 ,

donde las ∂hi
∂xj

son evaluadas en x, las ∂gi
∂yj

en y = f(x) y las ∂fi
∂xj

en x. De esta manera resulta

que

∂hi
∂xj

=
m∑
k=1

∂gi
∂yk

∂fk
∂xj

, i = 1, . . . , k, j = 1, . . . , n.

Otra técnica de suma importancia, es la regla del producto o regla de Leibniz; que en
el caso de funciones de una única variable establece que si f y g son diferenciables, entonces

(fg)′(x) = g(x)f ′(x) + f(x)g′(x).

En el siguiente teorema estableceremos este resultado para funciones diferenciables f : E →
Rm y g : E → R (con E ⊂ Rn abierto).

Teorema 3.24 (Regla del producto) Sea E ⊂ Rn un conjunto abierto. Si f : E → Rm y

g : E → R son funciones diferenciables en E, entonces (gf) : E → Rm es diferenciable en

E y para cada x ∈ E, D(gf)(x) : Rn → Rm está dado por

D(gf)(x)(e) = g(x) (Df(x)(e)) + (Dg(x)(e)) f(x) para todo e ∈ Rn.
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Demostración. Sea x ∈ E. Como g es continua en x (véase la observación 3.15 i)),

existe δ0 > 0 tal que

|g(y)| − |g(x)| ≤ |g(y)− g(x)| < 1 cuando |y − x| < δ0.

Aśı
|g(y)| < |g(x)|+ 1 cuando |y − x| < δ0.

También (véase (3.9)),

|Df(x)(y)| ≤ ‖Df(x)‖|y| para todo y ∈ Rn.

Sea M > 0 tal que |g(x)|+ 1 ≤M y ‖Df(x)‖ ≤M . Entonces

|g(y)| ≤M cuando |y − x| < δ0 (3.33)

y

|Df(x)(y)| ≤M |y| para todo y ∈ Rn. (3.34)

Consideremos ε > 0 dado. Usando de nuevo la continuidad de g, tenemos que existe
δ1 > 0 tal que

M |g(y)− g(x)| < ε

3
cuando |y − x| < δ1; (3.35)

y por la diferenciabilidad de f y g, existen δ2 > 0 y δ3 > 0 tales que

M |f(x+ h)− f(x)−Df(x)(h)|
|h|

<
ε

3
cuando |h| < δ2 (3.36)

y

|f(x)| |g(x+ h)− g(x)−Dg(x)(h)|
|h|

<
ε

3
cuando |h| < δ3. (3.37)

Considerando δ = mı́n {δ0, δ1, δ2, δ3} se sigue de (3.33)-(3.37) que

|g(x+ h)f(x+ h)− g(x)f(x)− g(x)Df(x)(h)− (Dg(x)(h)) f(x)|
|h|

≤ |g(x+ h)f(x+ h)− g(x+ h)f(x)− g(x+ h)Df(x)(h)|
|h|

+
|g(x+ h)Df(x)(h)− g(x)Df(x)(h)|

|h|
+
|g(x+ h)f(x)− g(x)f(x)− (Dg(x)(h)) f(x)|

|h|

<
ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε cuando |h| < δ.

Con esto, la prueba está finiquitada.
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Problemas
1. Sea g : R → R una función diferenciable. Si H : R2 → R es dada por H(x, y) =

g ((x− y)2), demuestre que

∂H

∂x
= −∂H

∂y
.

2. Sean x, y ∈ Rn. Si f : Rn → Rm es una función diferenciable en x, demuestre que

d

dt
f(x+ ty)|t=0 = Df(x)(y).

3. Sean f : R → R y g : R2 → R funciones diferenciables. Si g (x, f(x)) = 0 para todo

x ∈ R y ∂g
∂y
6= 0, demuestre que

∂g

∂x
= −f ′(x)

∂g

∂y
, donde y = f(x).

4. Dada una función diferenciable f : Rn → R, el gradiente de f es definido por

(∇f) (x) =
n∑
i=1

∂f

∂xi
(x)ei.

Demuestre que si f, g : Rn → R son funciones diferenciables, entonces

∇(fg) = f∇g + g∇f.

5. Use la regla de la cadena para encontrar las derivadas de las funciones F y G, donde

f(x, y, z) = xz + y2, g(x, y) = y + xy2 y h(x) = sen x.

a) F (x, y, z) = f (h(x), g(x, y), z).

b) G(x, y, z) = h (f(x, y, z)g(x, y)).

6. Diremos que una función f : Rn\{0} → R no idénticamente 0 es homogénea de grado

m si para todo x ∈ Rn\{0} y todo t > 0, f(tx) = tmf(x). Sea f : Rn\{0} → R de

clase C1 en Rn\{0}.
a) Demuestre que si f es homogénea de grado 0, entonces f es acotada y se puede

extender a una función continua en 0 si y sólo si es constante.

b) Demuestre que si f es homogénea de grado m > 0, entonces la definición f(0) = 0

hace que f sea continua en Rn, pero que si f es homogénea de grado m < 0, ninguna

definición de f(0) hace que f sea continua en 0.
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c) Demuestre que si f es homogénea de grado m > 0, entonces las derivadas parciales
∂f
∂xj

, j = 1, . . . , n son homogéneas de grado m− 1 a menos que sean idénticamente 0.

d) Demuestre que si f es homogénea de grado 1, f(−x) = −f(x) y f(0) = 0, entonces

las derivadas parciales ∂f
∂xj

, j = 1, . . . , n, existen en 0, pero no son continuas en 0 a

menos que sean constantes.

7. Sea f : R2 → R dada por

f(x, y) =

{
x3

x2+y2
, si (x, y) 6= (0, 0)

0, si (x, y) = (0, 0).

a) Demuestre que f es homogénea de grado 1 sobre R2\{(0, 0)}.
b) Demuestre que f es continua en (0, 0).

c) Demuestre que las derivadas parciales ∂f
∂x

y ∂f
∂y

existen en (0, 0) pero que no son

continuas en (0, 0).

d) Demuestre que f no es diferenciable en (0, 0).

Sugerencia: Calcule directamente d
dt
f(x + ty)|t=0 para x = (0, 0) y y = (cos θ, sen θ);

luego, remı́tase al problema 2.

3.5. Teorema del valor medio y fórmula de Taylor

En esta sección consideraremos dos resultados de suma importancia en el cálculo; el
teorema del valor medio y el teorema de Taylor para funciones de varias variables. En

el caso de funciones f : [a, b] → R continuas que son diferenciables en (a, b), el teorema del

valor medio establece que existe un punto a < c < b tal que

f(b)− f(a) = f ′(c)(b− a). (3.38)

Desafortunadamente, para funciones definidas sobre un conjunto E ⊂ Rn y con valores
en Rm, la versión anterior, como lo muestra el siguiente ejemplo, no es cierta.

Ejemplo 3.25 Sea f : R→ R2 definida por f(x) = (senx, cosx). Entonces

∂f1
∂x

(x) = cos x y
∂f2
∂x

(x) = − senx,

y aśı, tomando a = 0 y b = 2π tenemos que

f(2π)− f(0) = (0, 1)− (0, 1) = (0, 0);
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mientras que, para cualquier 0 < c < 2π,

Df(c)(2π − 0) = 2π(cos c,− sen c).

En consecuencia

|f(2π)− f(0)| = 0 y |Df(c)(2π − 0)| = 2π,

de lo cual resulta evidente que no es posible encontrar un punto c ∈ (a, b) para el cual se

cumpla que

f(2π)− f(0) = Df(c)(2π − 0).

Para la validez de una versión como (3.38) del teorema del valor medio para funciones de

varias variables se requiere que f tome valores reales; y por supuesto, precisar el significado
de que un punto z ∈ Rn esté entre dos puntos x, y ∈ Rn.

Definición 3.26 Sean x, y ∈ Rn. Diremos que un punto z ∈ Rn está en el segmento de
ĺınea que une a x y y, o que z está entre x y y si

z = (1− λ)x+ λy para algún 0 ≤ λ ≤ 1.

Teorema 3.27 (Teorema del valor medio) Sea E ⊂ Rn un conjunto abierto, y sean x, y ∈ E
tales que el segmento de ĺınea que une a x y y está contenido en E. Entonces si f : E → R
es una función diferenciable en E, existe un punto z entre x y y tal que

f(y)− f(x) = Df(z)(y − x).

Demostración. Sea l el segmento de ĺınea que une a x y y, es decir, l es la función con

valores en Rn definida en [0, 1] por l(λ) = (1 − λ)x + λy. Claramente, l es diferenciable en

(0, 1) y

Dl(λ) = y − x para todo 0 < λ < 1.

Definamos ahora la función auxiliar γ : [0, 1]→ R por

γ(λ) = (f ◦ l)(λ).

Como l es diferenciable en (0, 1), l ((0, 1)) ⊂ E por hipótesis, y también por hipótesis, f es

diferenciable en E, se tiene por la regla de la cadena (teorema 3.22) que γ es diferenciable

en (0, 1) y

γ′(λ) = Df (l(λ)) (y − x) para todo 0 < λ < 1. (3.39)

Luego, por el teorema del valor medio uni-dimensional, existe 0 < λ0 < 1 tal que

γ(1)− γ(0) = γ′(λ0)(1− 0).

De aqúı, tomando z = l(λ0), el resultado se sigue de (3.39) y el hecho de que γ(0) = f(x) y

γ(1) = f(y).
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Corolario 3.28 Sea E ⊂ Rn un conjunto abierto, y sean x, y ∈ E tales que el segmento
de ĺınea que une a x y y está contenido en E. Entonces si f : E → Rm es una función

diferenciable en E, para cada i (= 1, . . . ,m), existe zi entre x y y tal que

fi(y)− fi(x) = Dfi(zi)(y − x).

Demostración. Basta aplicar el teorema 3.27 a cada función componente fi (i =

1, . . . ,m).

Definición 3.29 Un conjunto E ⊂ Rn es convexo si para cualesquiera x, y ∈ E, el seg-
mento de ĺınea que une a x y y está contenido en E, es decir,

(1− λ)x+ λy ∈ E para todo 0 ≤ λ ≤ 1.

Corolario 3.30 Sea E ⊂ Rn un conjunto abierto y convexo. Si f : E → Rm es una función
diferenciable en E con Df = 0, entonces f es una función constante.

Demostración. Recordemos primero (problema 3, de la sección 3.3) que si Df = 0,

entonces Dfi = 0 para todo i = 1, . . . ,m.

Consideremos ahora x, y ∈ E arbitrarios. Como E es convexo, el segmento de ĺınea que

une a x y y está contenido en E; y aśı, por el corolario 3.28, para cada i (= 1, . . . ,m), existe

zi entre x y y tal que

fi(y)− fi(x) = Dfi (zi) (y − x). (3.40)

Como Dfi = 0, i = 1, . . . ,m, resulta de (3.40) que

fi(y) = fi(x) para todo i = 1, . . . ,m,

es decir, f(x) = f(y). De esto, el resultado se sigue del hecho de que x y y en E son

arbitrarios.

Observación 3.31 De hecho, véase el problema 3, Df = 0 ⇒ f es una función constante
bajo la condición más débil de que la función f esté definida sobre un conjunto E abierto y
conexo.

En el siguiente resultado damos una formulación alternativa del teorema del valor medio,
válido para funciones con valores en Rm, m ≥ 1, y que llamaremos el teorema del valor
medio generalizado. De dicho teorema, el corolario 3.30 es aún más evidente que del
corolario 3.28.
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Teorema 3.32 (Teorema del valor medio generalizado) Sea E ⊂ Rn un conjunto abierto y

convexo, y sea f : E → Rm una función diferenciable. Si el conjunto {‖Df(x)‖ : x ∈ E} es

acotado, entonces para cualesquiera y, z ∈ E,

|f(z)− f(y)| ≤
(

sup
x∈E
‖Df(x)‖

)
|z − y|. (3.41)

Demostración. Sean y, z ∈ E, y consideremos

l(λ) = (1− λ)y + λz, 0 ≤ λ ≤ 1.

Como E es convexo, l(λ) ∈ E para todo 0 ≤ λ ≤ 1. Ahora, análogamente a la demostración

del teorema 3.27, definamos la función γ : [0, 1]→ Rm por

γ(λ) = (f ◦ l)(λ).

Entonces, por la regla de la cadena, γ es diferenciable y

Dγ(λ) = Df(l(λ))(z − y).

Luego, del hecho de que Df(l(λ)) es un operador lineal se sigue (véase (3.9)) que

|Dγ(λ)| ≤ ‖Df(l(λ))‖ |z − y|,

de donde, resulta que

|Dγ(λ)| ≤
(

sup
x∈E
‖Df(x)‖

)
|z − y| para todo 0 ≤ λ ≤ 1. (3.42)

Definamos ahora g : [0, 1]→ R por

g(λ) = 〈γ(1)− γ(0), γ(λ)〉. (3.43)

Sean γi, i = 1, . . . ,m las funciones componentes de γ. Es fácil ver (problema 4) que la función

g es continua en [0, 1] y diferenciable en (0, 1) con

g′(λ) = 〈γ(1)− γ(0),∇γ(λ)〉, (3.44)

donde ∇γ ≡ (γ′1, . . . , γ
′
m). Luego, por el teorema del valor medio uni-dimensional, existe

0 < λ0 < 1 tal que

g(1)− g(0) = g′(λ0). (3.45)
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Notemos, por la proposición 3.5, que

|g(1)− g(0)| = 〈γ(1)− γ(0), γ(1)− γ(0)〉 = |γ(1)− γ(0)|2 . (3.46)

Además, de (3.44) y la desigualdad de Schwarz (véase el lema 3.1 en Pérez et al. [25]),

|g′(λ0)| = |〈γ(1)− γ(0),∇γ(λ0)〉| ≤ |γ(1)− γ(0)||∇γ(λ0)|. (3.47)

Usando (3.46) y (3.47) en (3.45) resulta que

|γ(1)− γ(0)|2 ≤ |γ(1)− γ(0)| |∇γ(λ0)| ,

o equivalentemente

|γ(1)− γ(0)| ≤ |∇γ(λ0)| . (3.48)

Finalmente, notando que |∇γ(λ0)| es la norma de Hilbert-Schmidt del operador Dγ(λ0),

obtenemos de (3.14) que

|Dγ(λ0)| = |∇γ(λ0)| .

Aśı, (3.41) se sigue de (3.42) y (3.48), junto con el hecho de que γ(0) = f(y) y γ(1) = f(z).

Toca ahora el turno a la fórmula de Taylor para funciones f : E → R, donde E ⊂ Rn es
un conjunto abierto. Como veremos, el teorema de la fórmula de Taylor para funciones de n-

variables es una generalización del teorema del valor medio (teorema 3.27) y de las fórmulas

de Taylor para el caso uni-dimensional consideradas en la sección 2.7. Para la introducción
de esta generalización es necesario que consideremos antes los conceptos de derivadas de
orden mayor que uno para fuciones de varias variables.

Recordemos, sección 3.3, que si f : E → Rm, donde E ⊂ Rn es un conjunto abierto, es
diferenciable en E, entonces Df es una función definida en E y con valores en el espacio

L (Rn,Rm) (el cual puede ser visto como el espacio euclidiano Rnm por medio de la norma

de Hilbert-Schmidt); de esta manera, tiene sentido hablar de la derivada de la función Df .

Definición 3.33 Sea E ⊂ Rn un conjunto abierto, y sea f : E → Rm una función diferen-
ciable en E. Diremos que la función f es doblemente diferenciable en un punto x ∈ E si

existe un operador lineal, que denotaremos por D2f(x) : Rn → L (Rn,Rm), y que llamaremos

la segunda derivada de f en x, tal que

ĺım
h→0

‖Df(x+ h)−Df(x)−D2f(x)(h)‖
|h|

= 0,

donde ‖ · ‖ es la norma del operador de L (Rn,Rm) y | · | es la norma euclidiana de Rn.
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La demostración de la unicidad de D2f(x) es completamente análoga a la demostración

de la unicidad de Df(x) (teorema 3.14).

Observación 3.34 Cuando f : E → Rm es dos veces diferenciable en x,

D2f(x) ∈ L (Rn, L (Rn,Rm)) .

De esta manera,

D2f(x)(y) ∈ L (Rn,Rm) , y ∈ Rn

y

D2f(x)(y)(z) ∈ Rm, y, z ∈ Rn.

Aunque D2f(x) es dif́ıcil de visualizar, notemos que D2f(x)(·)(·) es simplemente, una

función de Rn × Rn en Rm; la cual resulta ser bilineal (véase la proposición 3.36).

Definición 3.35 a) Diremos que una función B : Rn × Rn → Rm es bilineal si para

cualesquiera x, y, z ∈ Rn y cualquier c ∈ R,

B(cx+ y, z) = cB(x, z) +B(y, z) y B(x, cy + z) = cB(x, y) +B(x, z),

es decir, B es lineal en cada variable por separado.

b) En general, diremos que una función B : Rn × · · · × Rn︸ ︷︷ ︸
r veces

→ Rm es r-lineal, si lo es en

cada una de las r variables por separado.

Proposición 3.36 Si f : E → Rm, donde E ⊂ Rn es un conjunto abierto, es doblemente
diferenciable en x ∈ E, entonces la función B : Rn × Rn → Rm definida por

B(y, z) = D2f(x)(y)(z) ∈ Rm, (3.49)

es una función bilineal.

Demostración. Notemos primero que B(y, ·) es lineal, ya que D2f(x) toma valores en

L (Rn,Rm).

Enseguida, debido a que D2f(x) es lineal,

D2f(x)(cy + z) = cD2f(x)(y) +D2f(x)(z),

para cualesquiera y, z ∈ Rn y cualquier c ∈ R. En consecuencia, para cada w ∈ Rn fijo,

B(cy + z, w) = D2f(x)(cy + z)(w) = cD2f(x)(y)(w) +D2f(x)(z)(w) = cB(y, w) +B(z, w),

para cualesquiera y, z ∈ Rn y cualquier c ∈ R.
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Ejemplo 3.37 El producto interno canónico 〈·, ·〉 de Rn es una función bilineal de Rn×Rn

en R (véase la proposición 3.5).

Observación 3.38 Si E ⊂ Rn es un conjunto abierto y f : E → R es doblemente diferen-
ciable en x ∈ E, entonces de la proposición 3.16 tenemos que la representación matricial de

Df : E → L (Rn,R) esta dada por el vector renglón
(
∂f
∂x1
, . . . , ∂f

∂xn

)
y aśı, la representación

matricial de D2f(x) está dada por
∂2f

∂x1∂x1
· · · ∂2f

∂xn∂x1
...

...
∂2f

∂x1∂xn
· · · ∂2f

∂xn∂xn

 .
De esta manera

D2f(x)(y)(z) =
[
y1 · · · yn

] 
∂2f

∂x1∂x1
· · · ∂2f

∂xn∂x1
...

...
∂2f

∂x1∂xn
· · · ∂2f

∂xn∂xn


z1...
zn


=

n∑
j=1

n∑
i=1

∂2f

∂xj∂xi
(x)yizj.

Definición 3.39 Sea f : E → Rm una función, donde E ⊂ Rn es un conjunto abierto.

a) Diremos que f es de clase C2 en E, si Df existe en E y es de clase C1 en E. En general,

diremos que f es de clase Cr, r ≥ 2, si Dr−1 existe en E y es de clase C1 en E.

b) Diremos que f es de clase C∞ en E, o que es una función suave en E, si f es de

clase Cr para todo r (= 1, 2, . . .).

Observación 3.40 i) Es claro de la definición 3.39 y del teorema 3.18 que si una función

f : E → Rm, donde E ⊂ Rn es abierto, es de clase Cr en E, entonces todas las derivadas
parciales de orden s ≤ r existen y son continuas en E.

ii) Resulta también evidente (véase la proposición 3.36) que la función Drf(x) (·) · · · (·)︸ ︷︷ ︸
r veces

es

r-lineal. Además, si f toma valores en R (m = 1) y r = 3, entonces

D3f(x)(y)(z)(w) =
n∑
k=1

n∑
j=1

n∑
i=1

∂3f

∂xk∂xj∂xi
(x)yizjwk, x ∈ E, y, z, w ∈ Rn.
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Analizaremos ahora la validez del intercambio en el orden de la derivación parcial, lo

cual, involucra (por la definición de derivadas parciales) un intercambio de ĺımites, lo que

sabemos que no siempre es válido. En la consideración de condiciones suficientes para que

tal intercambio sea válido, resulta suficiente restringirnos al caso de funciones f : R2 → R,
debido a que para funciones definidas en Rn, n ≥ 2 con valores en Rm, m ≥ 1, cuando
consideramos una segunda derivada parcial mixta, n− 2 de las variables permanecen fijas y
las diferentes funciones componente de la función en cuestión, no interfieren unas con otras
para estos propósitos.

Proposición 3.41 Sea E ⊂ R2 un conjunto abierto, y sea f : E → R una función para

la cual ∂f
∂x

, ∂f
∂y

y ∂2f
∂y∂x

existen en E y además ∂2f
∂y∂x

es continua en (x0, y0) ∈ E. Entonces

∂2f
∂x∂y

(x0, y0) existe y

∂2f

∂x∂y
(x0, y0) =

∂2f

∂y∂x
(x0, y0) .

Demostración. Debemos probar que

ĺım
h→0

∂f
∂y

(x0 + h, y0)− ∂f
∂y

(x0, y0)

h
=

∂2f

∂y∂x
(x0, y0) . (3.50)

Sea ε > 0 dado, y consideremos

∆(h, k) =
[f (x0 + h, y0 + k)− f (x0 + h, y0)]− [f (x0, y0 + k)− f (x0, y0)]

hk
,

para h, k ∈ R suficientemente pequeños. Definamos la función g por

g(z) = f (z, y0 + k)− f (z, y0) .

Notemos que g es diferenciable para z suficientemente cercano a x0 y

g′(z) =
∂f

∂x
(z, y0 + k)− ∂f

∂x
(z, y0) .

Usando ahora el teorema del valor medio uni-dimensional, tenemos que existen ξ entre x0 y
x0 + h y η entre y0 y y0 + k tales que

∆(h, k) =
g (x0 + h)− g (x0)

hk
=
g′(ξ)

k
=

∂f
∂x

(ξ, y0 + k)− ∂f
∂x

(ξ, y0)

k
=

∂2f

∂y∂x
(ξ, η). (3.51)
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Por la continuidad de ∂2f
∂y∂x

en (x0, y0), existe δ > 0 tal que∣∣∣∣ ∂2f∂y∂x
(x0 + h, y0 + k)− ∂2f

∂y∂x
(x0, y0)

∣∣∣∣ < ε

2
cuando |(h, k)| < 2δ.

Luego de (3.51) resulta que∣∣∣∣∆(h, k)− ∂2f

∂y∂x
(x0, y0)

∣∣∣∣ < ε

2
cuando |(h, k)| < 2δ.

De lo cual, haciendo k → 0 obtenemos∣∣∣∣∣
∂f
∂y

(x0 + h, y0)− ∂f
∂y

(x0, y0)

h
− ∂2f

∂y∂x
(x0, y0)

∣∣∣∣∣ ≤ ε

2
< ε cuando |h| < δ.

Como ε > 0 es arbitrario, (3.50) se cumple.

El siguiente resultado es inmediato de la proposición 3.41.

Corolario 3.42 Sea E ⊂ Rn un conjunto abierto, y sea f : E → Rm una función de clase

Cr, r ≥ 2. Entonces, si (p(1), p(2), . . . , p(n)) es una permutación de (1, 2, . . . , n),

∂kf

∂xk11 · · · ∂xknn
=

∂kf

∂x
kp(1)
p(1) · · · ∂x

kp(n)
p(n)

para todo k ≤ r,

donde k1, . . . , kn son números enteros no negativos y k1 + · · ·+ kn = k.

Estamos ahora listos para enunciar y demostrar el teorema de Taylor para funciones
de varias variables.

Teorema 3.43 (Fórmula de Taylor para funciones de varias variables con residuo integral)

Sea E ⊂ Rn un conjunto abierto, y sea f : E → R una función de clase Cr+1 en E. Si
x ∈ E, y el segmento de ĺınea que une a x y x + h, donde h ∈ Rn, está contenido en E,
entonces

f(x+ h) = f(x) +
r∑

k=1

∑
k1 + · · ·+ kn︸ ︷︷ ︸

todo ki≥0

=k

(k1! · · · kn!)−1
∂kf(x)

∂xk11 · · · ∂xknn
hk11 · · ·hknn

+
∑

l1 + · · ·+ ln︸ ︷︷ ︸
todo li≥0

=r+1

r + 1

l1! · · · ln!
hl11 · · ·hlnn

∫ 1

0

(1− s)r ∂
r+1f(x+ sh)

∂xl11 · · · ∂xlnn
ds.
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Demostración. Recordemos primero que si (h1, . . . , hn) ∈ Rn, entonces (véase Cavazos-

Cadena [6], p. 33)

(h1 + · · ·+ hn)k =
∑

k1 + · · ·+ kn︸ ︷︷ ︸
todo ki≥0

=k

k!

k1! · · · kn!
hk11 · · ·hknn . (3.52)

Definamos ahora la función g de una variable por

g(t) = f(x+ th).

Como el segmento de ĺınea que une a x y x + h está contenido en E y E es abierto en Rn,

existe un intervalo abierto I con [0, 1] ⊂ I tal que x+ th ∈ E para todo t ∈ I. Debido a que

f es de clase Cr+1 en E, g es de clase Cr+1 en I; y aśı, por la fórmula de Taylor con residuo

integral para funciones de una variable (teorema 2.49),

g(t) = g(0) +
r∑

k=1

g(k)(0)

k!
tk +

1

r!

∫ t

0

(t− s)rg(r+1)(s)ds.

Notemos que

f(x+ h) = g(1) = g(0) +
r∑

k=1

g(k)(0)

k!
+

1

r!

∫ 1

0

(1− s)rg(r+1)(s)ds. (3.53)

Además, si γ(t) = x+ th, entonces γ es diferenciable en I, con

Dγ(t) =

h1...
hn

 para todo t ∈ I;

y g(t) = (f ◦ γ)(t). Aśı, usando la regla de la cadena (teorema 3.22) obtenemos

g′(t) = Df(γ(t))Dγ(t) =
[
∂f
∂x1

· · · ∂f
∂xn

] ∣∣∣
x+th

h1...
hn

 =
n∑
i=1

hi
∂f(x+ th)

∂xi
,

g′′(t) =
n∑
i=1

hi
d

dt

(
∂f(x+ th)

∂xi

)
=

n∑
i=1

hi

(
n∑
j=1

hj
∂2f(x+ th)

∂xj∂xi

)
.

Continuando con este proceso obtenemos

g(k)(s) =
n∑

i1=1

hi1 · · ·
n∑

ik=1

hik
∂kf(x+ sh)

∂xi1 · · · ∂xik
.
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De lo cual, usando la expansión multinomial (3.52), resulta que

g(k)(s) =
∑

k1 + · · ·+ kn︸ ︷︷ ︸
todo ki≥0

=k

k!

k1! · · · kn!
hk11 · · ·hknn

∂kf(x+ sh)

∂xk11 · · · ∂xknn
.

Sustituyendo esto en (3.53), obtenemos lo deseado.

A la cantidad

Rr(x) =
∑

l1 + · · ·+ ln︸ ︷︷ ︸
todo li≥0

=r+1

r + 1

l1! · · · ln!
hl11 · · ·hlnn

∫ 1

0

(1− s)r ∂
r+1f(x+ sh)

∂xl11 · · · ∂xlnn
ds

se le llama el residuo y representa el error por aproximar f(x+ h) por

f(x) +
r∑

k=1

∑
k1 + · · ·+ kn︸ ︷︷ ︸

todo ki≥0

=k

(k1! · · · kn!)−1
∂kf(x)

∂xk11 · · · ∂xknn
hk11 · · ·hknn .

Al igual que en el caso de funciones de una variable, el residuo Rr(x) se puede expresar en

términos de derivadas; dejaremos la demostración de tal resultado como ejercicio al lector.

Teorema 3.44 (Fórmula de Taylor para funciones de varias variables con residuo diferen-

cial) Sea E ⊂ Rn un conjunto abierto, y sea f : E → R una función de clase Cr+1 en E.

Si x ∈ E, y el segmento de ĺınea que une a x y x + h, donde h ∈ Rn, está contenido en E,
entonces existe un punto z entre x y x+ h tal que

f(x+ h) = f(x) +
r∑

k=1

∑
k1 + · · ·+ kn︸ ︷︷ ︸

todo ki≥0

=k

(k1! · · · kn!)−1
∂kf(x)

∂xk11 · · · ∂xknn
hk11 · · ·hknn

+
∑

l1 + · · ·+ ln︸ ︷︷ ︸
todo li≥0

=r+1

(l1! · · · ln!)−1
∂r+1f(z)

∂xl11 · · · ∂xlnn
hl11 · · ·hlnn .
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Problemas

1. Determine la convexidad o no convexidad de los siguientes conjuntos. Justifique sus
respuestas

a) {(x, y) ∈ R2 : 0 ≤ x ≤ 2}.
b) V2(x) = {x ∈ R3 : |x| < 2}.
c) R2\{(0, 0)}.

2. Muestre, mediante un ejemplo, que la conclusión en el teorema 3.32 no es necesaria-
mente cierta si E no es convexo.

3. a) De un ejemplo de un conjunto conexo que no sea convexo.

b) Demuestre que si E ⊂ Rn es un conjunto abierto y conexo y f : E → Rm es una

función diferenciable con Df = 0, entonces f es una función constante.

4. Demuestre que la función g definida por (3.43) es continua en [0, 1] y diferenciable en

(0, 1) con

g′(λ) = 〈γ(1)− γ(0),∇γ(λ)〉.

5. Sea f : R2 → R dada por

f(x, y) =

{
xy(x2−y2)
x2+y2

, si (x, y) 6= (0, 0)

0, si (x, y) = (0, 0).

Demuestre que ∂2f
∂x∂y

y ∂2f
∂y∂x

existen en (0, 0), pero ∂2f
∂x∂y
6= ∂2f

∂y∂x
.

6. Sea E ⊂ Rn un conjunto abierto tal que tx ∈ E para todo x ∈ E y todo t > 0. Si la
función f : E → R es doblemente diferenciable y homogénea de grado d, demuestre
que

D2f(x)(x)(x) = d(d− 1)f(x) para todo x ∈ E.

7. Demuestre que el residuo Rr(x) cumple que

Rr(x)

|h|r
→ 0 cuando h→ 0.

8. Calcule la fórmula de Taylor de segundo orden (r = 2) para la función f : R2 → R
dada por f(x, y) = ey senx alrededor del punto (0, 0).

9. Demuestre el teorema 3.44.
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3.6. Teorema de la función inversa

El problema a resolver en esta sección es el siguiente: determinar condiciones suficientes
para que una función f : E → Rn, donde E ⊂ Rn es abierto, sea invertible; dicho de

otra forma, determinar condiciones suficientes para que cuando y = (y1, . . . , yn) ∈ f(E), el

sistema de ecuaciones

f1 (x1, . . . , xn) = y1

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
fn (x1, . . . , xn) = yn

tenga una solución única para x = (x1, . . . , xn) en términos de y = (y1, . . . , yn).

El teorema de la función inversa, que veremos a continuación, dice que si para un

punto x0 ∈ E, la derivada de f en x0, Df (x0), es invertible, entonces f es “localmente

invertible”, es decir, es invertible en cierta vecindad abierta U de x0.

Teorema 3.45 (Teorema de la función inversa) Sea E ⊂ Rn un conjunto abierto, y sea

f : E → Rn una función de clase C1 en E. Si para un punto x0 ∈ E, Df (x0) es invertible,

entonces existen conjuntos abiertos U y V tales que x0 ∈ U , f (x0) ∈ V y f : U → V es

biyectiva. Además f−1 : V → U es de clase C1 y(
Df−1

)
(f(x)) = [Df(x)]−1 para todo x ∈ U.

Demostración. Consideremos λ > 0 de manera que

2λ
∥∥[Df (x0)]

−1∥∥ = 1. (3.54)

Como f es de clase C1 en E, Df es continua en x0; y aśı, existe δ > 0 tal que para todo

x ∈ U ≡ Vδ (x0) (la bola abierta de radio δ con centro en x0),

‖Df (x)−Df (x0)‖ < λ. (3.55)

Asociemos con cada y ∈ Rn una función gy : E → Rn definida por

gy(x) = x+ [Df (x0)]
−1 (y − f(x)) . (3.56)

Notemos que f(x) = y si y sólo si x es un punto fijo de gy.

Usando la regla de la cadena (teorema 3.22) y el problema 1 de la sección 3.3, obtenemos

que gy es diferenciable en E y

Dgy(x) = I − [Df (x0)]
−1Df(x) = [Df (x0)]

−1 (Df (x0)−Df (x)) ,
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donde I es el operador identidad. Luego, por (3.54) y (3.55) se sigue que

‖Dgy(x)‖ < 1

2
para todo x ∈ U.

Aśı, aplicando el teorema del valor medio generalizado (teorema 3.32), obtenemos que

|gy (x1)− gy (x2)| ≤
1

2
|x1 − x2| , x1, x2 ∈ U. (3.57)

De esto se sigue (véase el inicio de la demostración del teorema 3.3) que gy puede tener a

lo más un punto fijo en U , de manera que f(x) = y para a lo más un punto x ∈ U . Esto

muestra que f es inyectiva en U .

Consideremos ahora V := f(U). Demostraremos que V es abierto. Fijemos pues z ∈ V ;

entonces z = f(w) para algún w ∈ U . Tomemos r > 0 de manera que la bola cerrada con

centro en w y de radio r, Br(w), esté contenida en U .

Fijemos y ∈ Vλr(z). Entonces, por (3.54), con gy definida como en (3.56), obtenemos

(véase (3.9)) que

|gy(w)− w| =
∣∣[Df (x0)]

−1 (y − z)
∣∣ < ∥∥[Df (x0)]

−1∥∥λr =
r

2
.

Si x ∈ Br(w), se sigue de (3.57) que

|gy(x)− w| ≤ |gy(x)− gy(w)|+ |gy(w)− w| < 1

2
|x− w|+ r

2
≤ r;

por lo tanto gy(x) ∈ Br(w).

Debido a que Br(w) ⊂ U , (3.57) se vale para x1, x2 ∈ Br(w). Por lo tanto gy es una

contracción de Br(w) en Br(w) y, como Br(w) es un subconjunto cerrado de Rn (véase la

proposición 3.83 en Pérez et al. [25]), Br(w) es completo. Luego, el teorema de punto fijo

para contracciones (teorema 3.3) implica que gy tiene un único punto fijo x ∈ Br(w). Para

este punto x, f(x) = y y aśı y ∈ f (Br(w)) ⊂ f(U) = V .

Como y ∈ Vλr(z) es arbitrario, se sigue que Vλr(z) ⊂ V , y aśı V es un conjunto abierto.

Esto completa la primera parte de la demostración.

Para demostrar la segunda parte fijemos y y y + k en V . Entonces existen x y x + h en

U , tales que y = f(x) y y + k = f(x + h). Considerando la función gy definida en (3.56),

obtenemos

gy(x+ h)− gy(x) = h+ [Df (x0)]
−1 (f(x)− f(x+ h)) = h− [Df (x0)]

−1 (k).
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Luego, por (3.57),
∣∣h− [Df (x0)]

−1 (k)
∣∣ ≤ 1

2
|h|. Por lo tanto

∣∣[Df (x0)]
−1 (k)

∣∣ ≥ 1
2
|h|, y (véase

(3.9) y (3.54))

|h| ≤ 2
∥∥[Df (x0)]

−1∥∥ |k| = λ−1|k|. (3.58)

Luego, de (3.54) y (3.55),

‖Df (x)−Df (x0)‖
∥∥[Df (x0)]

−1∥∥ < 1

2
< 1;

y aśı, por la proposición 3.9 a), Df(x) es invertible.

Notemos que

f−1(y + k)− f−1(y)− [Df(x)]−1 (k) = h− [Df(x)]−1 (k)

= − [Df(x)]−1 ([f(x+ h)− f(x)−Df(x)(h)]) ,

y aśı de (3.58), obtenemos∣∣f−1(y + k)− f−1(y)− [Df(x)]−1 (k)
∣∣

|k|
≤
∥∥[Df(x)]−1

∥∥
λ

|f(x+ h)− f(x)−Df(x)(h)|
|h|

.

Cuando k → 0, de (3.58) se observa que h→ 0. Luego, por la definición de derivada, el lado

derecho tiende a 0, y en consecuencia, también el lado izquierdo. Tenemos de esta manera,
demostrado que(

Df−1
)

(f(x)) = Df−1(y) = [Df(x)]−1 para todo x ∈ U. (3.59)

Por último, notemos que f−1 : V → U es una función continua (ya que es diferenciable)

y también Df : U → I (Rn) es una función continua (pues por hipótesis f ∈ C1). Aśı, la

continuidad de Df−1 se sigue de (3.59) y la observación 3.10.

Dejaremos la demostración del siguiente corolario como ejercicio al lector.

Corolario 3.46 Sea E ⊂ Rn un conjunto abierto, y sea f : E → Rn una función de clase C1

en E. Si Df(x) es invertible para cualquier x ∈ E, entonces f(A) es un subconjunto abierto

de Rn para cualquier conjunto abierto A ⊂ E. Además, f−1 : f(E)→ E es diferenciable.

Observación 3.47 De la fórmula (3.59) para el cálculo de Df−1(y) a través de la inversa

de Df(x), donde y = f(x), x ∈ U , y el hecho de que la inversa de una matriz A es A−1 =

(detA)−1adjA (véase Hoffman y Kunze [16], p. 160), donde adjA es una matriz tal que

(adjA)ij = (−1)i+jdetA(j|i), donde detA(j|i) denota al determinante de la matriz obtenida

de A eliminando la j-ésima fila y la i-ésima columna, observamos que las derivadas parciales
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de f−1 son cocientes de polinomios en derivadas parciales de f por un polinomio no nulo (el

determinante de la matriz jacobiana de Df(x)) en derivadas parciales de f . De esta manera,

las derivadas parciales iteradas de f−1 pueden ser calculadas en términos de las derivadas

parciales iteradas de f . En consecuencia, si f es de clase Cr con r ≥ 1, entonces f−1 también

lo es; y por supuesto, si f es suave, f−1 también lo será.

Ejemplo 3.48 Consideremos el sistema de ecuaciones

x3 + 3y2

y
= u(x, y)

cosx+ sen y = v(x, y). (3.60)

En este caso f(x, y) = (u(x, y), v(x, y)) con dominio E = {(x, y) ∈ R2 : y 6= 0}. Luego,

f1(x, y) = x3+3y2

y
y f2(x, y) = cosx + sen y. De acuerdo al teorema de la función inver-

sa, para determinar los puntos en los que el sistema (3.60) se puede resolver para (x, y)

en términos de (u, v), debemos calcular Df(x, y) y determinar los puntos (x, y) para los

que Df(x, y) es invertible. Para ello, calcularemos a la matriz jacobiana de Df(x, y), a la

cual denotaremos por [Df(x, y)]. Entonces (véase Hoffman y Kunze [16], p. 163), Df(x, y)

será invertible si y sólo si det [Df(x, y)] 6= 0. Ahora,

det [Df(x, y)] = det

[∂f1
∂x

∂f1
∂y

∂f2
∂x

∂f2
∂y

]
= det

[
3x2

y
3− x3

y2

− senx cos y

]
=

3x2

y
cos y +

(
3− x3

y2

)
senx.

Por lo tanto, Df(x, y) es invertible en los puntos (x, y) para los cuales y 6= 0 y 3x2

y
cos y 6=(

x3

y2
− 3
)

senx. Aśı, por ejemplo, si (x0, y0) =
(
π
2
, π
2

)
, entonces

3x20
y20

cos y0 = 0 6= π

2
− 3 =

(
x30
y20
− 3

)
senx0,

y podemos, por lo tanto, resolver (3.60) para puntos (x, y) cercanos a
(
π
2
, π
2

)
.

También, del teorema de la función inversa tenemos que

[
Df−1(u, v)

]
= [Df(x, y)]−1 =

1

det [Df(x, y)]
adj [Df(x, y)]

=
1

3x2

y
cos y +

(
3− x3

y2

)
senx

cos y x3

y2
− 3

senx 3x2

y

 .
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Aśı, por ejemplo,
∂x

∂u
=

cos y

3x2

y
cos y +

(
3− x3

y2

)
senx

.

Notemos que la derivada parcial ∂x
∂u

está expresada en términos de x y y y nó de u y v. De

manera que ∂x
∂u

está evaluada en el punto (u(x, y), v(x, y)).

El ejemplo 3.48 nos muestra, en particular, que si existen soluciones a las ecuaciones
dadas, mediante la fórmula dada en el teorema de la función inversa, podemos obtener
las derivadas de estas soluciones aún cuando no sea posible obtener explicitamente tales
soluciones.

Problemas
1. Muestre que si f : E → Rn es una función de clase C1 en E, donde E ⊂ Rn es un

conjunto abierto, la condición de que Df (x0) sea invertible (vea el teorema 3.45) para

algún punto x0 ∈ E es una condición suficiente, más no necesaria, para que f sea
invertible en alguna vecindad abierta de x0.

2. Demuestre el corolario 3.46.

3. Considere el sistema de ecuaciones

x4y + x = u(x, y)

x+ y3 = v(x, y).

Demuestre que este sistema puede ser resuelto para x y y en términos de u y v en una

vecindad del punto (1, 1) y encuentre ∂y
∂v

(2, 2).

4. Demuestre que la función f : R2 → R2 dada por

f(x, y) =

(
x√

1 + x2 + y2
,

y√
1 + x2 + y2

)
tiene una inversa, f−1, en la vecindad de cualquier punto (x, y) ∈ R2, y encuentre

[(Df−1) (f(x, y))].

5. Considere las siguientes transformaciones a coordenadas esféricas:

x(r, ϕ, θ) = r senϕ cos θ

y(r, ϕ, θ) = r senϕ sen θ

z(r, ϕ, θ)) = r cosϕ.

Determine los casos en que es posible resolver para (r, ϕ, θ) en términos de (x, y, z).
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6. Sea f : R→ R definida por

f(x) =

{
x+ 2x2 sen

(
1
x

)
, si x 6= 0

0, si x = 0.

Demuestre que f ′(0) 6= 0, pero que f no es invertible en ninguna vecindad de 0.

¿Porqué esto no contradice al teorema 3.45?

7. Sea E ⊂ R3 un conjunto abierto y suponga que f : E → R3 satisface las hipótesis del

teorema 3.45. Si x0, U y V son como en dicho teorema, demuestre que f−1 : V → U
cumple

Jf (x0)
∂f−1i
∂x1

(f (x0)) = det


δi,1

∂f2
∂x1

(x0)
∂f3
∂x1

(x0)

δi,2
∂f2
∂x2

(x0)
∂f3
∂x2

(x0)

δi,3
∂f2
∂x3

(x0)
∂f3
∂x3

(x0)


donde Jf (x0) es el determinante jacobiano det [Df (x0)] y δi,j = 1 si i = j y 0 si

i 6= j.

3.7. Teorema de la función impĺıcita

Sea E ⊂ Rn+m un conjunto abierto y consideremos una función F : E → Rm. Nuestro

interés en esta sección es determinar condiciones suficientes para que cuando (x0, y0) ∈ E

satisfaga la relación F (x0, y0) = 0, el sistema de ecuaciones

F1 (x1, . . . , xn, y1, . . . , ym) = 0

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · (3.61)

Fm (x1, . . . , xn, y1, . . . , ym) = 0

tenga una solución única para la variable y = (y1, . . . , ym) en términos de x = (x1, . . . , xn)

en una vecindad abierta W de x0. En tal caso, tendremos una función f definida en W tal

que F (x, f(x)) = 0 para todo x ∈ W , y diremos que f está impĺıcitamente definida por la

relación F (x, y) = 0. A esto se debe el nombre de teorema de la función impĺıcita para

tal resultado.

Al igual que en la sección anterior, si no podemos resolver el sistema (3.61) expĺıcitamente

para y, es entonces de mucha relevancia conocer que tal función f existe y que se puede

calcular Df(x) para x ∈ W .

Teorema 3.49 (Teorema de la función impĺıcita) Sea E ⊂ Rn+m un conjunto abierto, y sea

F : E → Rm una función de clase C1 en E. Si para un punto (x0, y0) ∈ E, F (x0, y0) = 0 y la
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matriz
[
∂Fi
∂yj

(x0, y0)
]

es invertible, entonces existen conjuntos abiertos U ⊂ Rn+m y W ⊂ Rn

con (x0, y0) ∈ U y x0 ∈ W tales que para cada x ∈ W existe un único y ∈ Rm tal que

(x, y) ∈ U y F (x, y) = 0. Si esta y se define como f(x), entonces f : W → Rm es una

función de clase C1 en W tal que f (x0) = y0, F (x, f(x)) = 0 para todo x ∈ W y

[Df(x)] = −
[
∂Fi
∂yj

]−1 [
∂Fi
∂xj

]
, (3.62)

donde las derivadas parciales ∂Fi
∂yj

y ∂Fi
∂xj

son evaluadas en (x, y) = (x, f(x)).

Demostración. Definamos g : E → Rn+m por

g(x, y) = (x, F (x, y)) . (3.63)

Notemos que g es de clase C1 en E,

g (x0, y0) = (x0, F (x0, y0)) = (x0, 0) ,

y su matriz jacobiana en (x0, y0) es

[Dg (x0, y0)] =

 I 0[
∂Fi
∂xj

(x0, y0)
] [

∂Fi
∂yj

(x0, y0)
] ,

donde I es la matriz identidad de n× n y 0 es la matriz nula de n×m.

Como por hipótesis
[
∂Fi
∂yj

(x0, y0)
]

es invertible, tenemos (véase Hoffman y Kunze [16], p.

157) que el determinante jacobiano de g en (x0, y0) esta dado por

Jg (x0, y0) = det [Dg (x0, y0)] = (det I)

(
det

[
∂Fi
∂yj

(x0, y0)

])
= det

[
∂Fi
∂yj

(x0, y0)

]
6= 0.

En consecuencia, Dg (x0, y0) es invertible; y se satisfacen aśı las hipótesis del teorema de la

función inversa (teorema 3.45) para g. Por lo tanto, existen conjuntos abiertos U y V en

Rn+m con (x0, y0) ∈ U y g (x0, y0) = (x0, 0) ∈ V de manera que g : U → V es biyectiva, y su

inversa g−1 : V → U es de clase C1.

Sea
W = {x ∈ Rn : (x, 0) ∈ V } . (3.64)

Notemos que x0 ∈ W . Además, del hecho de que V es abierto en Rn+m se sigue fácilmente
que W es abierto en Rn.
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Ahora de (3.63), (3.64) y el hecho de que g : U → V es biyectiva, tenemos que si x ∈ W ,

entonces existe un único y ∈ Rm tal que (x, y) ∈ U y

(x, 0) = g ((x, y)) = (x, F (x, y)) . (3.65)

Por lo tanto F (x, y) = 0.

Definamos f : W → Rm por f(x) = y, donde y es el elemento único de Rm que satisface

(3.65). Entonces

g−1 ((x, 0)) = (x, f(x)) , x ∈ W. (3.66)

Como g−1 es de clase C1 en V , se sigue de (3.66) que f es de clase C1 en W . Además, de la

hipótesis F (x0, y0) = 0 y de (3.65), se observa que f (x0) = y0 y,

F (x, f(x)) = 0 para todo x ∈ W. (3.67)

Finalmente, para calcular [Df(x)], definamos ϕ : W → Rn+m por ϕ(x) = (x, f(x)).

Entonces ϕ es diferenciable en W , y aśı, por (3.67), y usando la regla de la cadena (teorema

3.22), obtenemos

0 = [DF (x, f(x))] [Dϕ(x)]

=
[[

∂Fi
∂xj

(x, f(x))
] [

∂Fi
∂yj

(x, f(x))
]] I

[Df(x)]


=

[
∂Fi
∂xj

(x, f(x))

]
+

[
∂Fi
∂yj

(x, f(x))

]
[Df(x)] ,

donde 0 es la matriz nula de m × n e I es la matriz identidad de n × n. Esto último es
equivalente a (3.62), y la prueba está finiquitada.

La demostración del teorema 3.49 muestra que el teorema de la función inversa implica
al teorema de la función inversa. Como el rećıproco también es cierto, véase el problema 6,
estos teoremas son equivalentes.

Ejemplo 3.50 Consideremos F : R4 → R2 dada por

F (x1, x2, y1, y2) =
(
y31 + x1y2 + x2, x2y1 + y32 − x1

)
.

Las funciones componentes de F son

F1 (x1, x2, y1, y2) = y31 + x1y2 + x2 y F2 (x1, x2, y1, y2) = x2y1 + y32 − x1.
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Luego
∂F1

∂x1
= y2,

∂F1

∂x2
= 1, ∂F1

∂y1
= 3y21,

∂F1

∂y2
= x1,

∂F2

∂x1
= −1, ∂F2

∂x2
= y1,

∂F2

∂y1
= x2,

∂F2

∂y2
= 3y22.

Como todas estas derivadas parciales son continuas en R4, se sigue del teorema 3.18 que F

es de clase C1 en R4. También[
∂Fi
∂xj

]
=

[
y2 1

−1 y1

]
y

[
∂Fi
∂yj

]
=

[
3y21 x1

x2 3y22

]
.

Aśı

det

[
∂Fi
∂yj

]
= det

[
3y21 x1

x2 3y22

]
= 9y21y

2
2 − x1x2;

de manera que
[
∂Fi
∂yj

(x0, y0)
]

es invertible si 9y20,1y
2
0,2 6= x0,1x0,2, donde x0 = (x0,1, x0,2) y

y0 = (y0,1, y0,2).

Notemos que si x0 = (−1, 1) y y0 = (−1, 0), entonces

F (x0,1, x0,2, y0,1, y0,2) = 0 y 9y20,1y
2
0,2 = 0 6= −1 = x0,1x0,2.

Por lo tanto, por el teorema de la función impĺıcita, tenemos que existen conjuntos abiertos

U ⊂ R4 y W ⊂ R2 con (−1, 1) ∈ W y (−1, 1,−1, 0) ∈ U tales que para cada (x1, x2) ∈ W
existe un único (y1, y2) ∈ R2 tal que (x1, x2, y1, y2) ∈ U y F (x1, x2, y1, y2) = 0, es decir, el

sistema de ecuaciones

y31 + x1y2 + x2 = 0

x2y1 + y32 − x1 = 0

puede ser resuelto para y1, y2 en términos de x1 y x2 con (x1, x2) ∈ W .

Definamos f : W → R2 por

f (x1, x2) ≡ (f1 (x1, x2) , f2 (x1, x2)) = (y1, y2) ,

donde (y1, y2) es el único punto en R2 para el cual F (x1, x2, y1, y2) = 0. Se sigue del teorema

de la función impĺıcita que f es de clase C1 en W , f(−1, 1) = (−1, 0), F ((x1, x2) , f (x1, x2)) =

0 para todo (x1, x2) ∈ W y[ ∂y1
∂x1

∂y1
∂x2

∂y2
∂x1

∂y2
∂x2

]
= −

[∂F1

∂y1

∂F1

∂y2

∂F2

∂y1

∂F2

∂y2

]−1 [∂F1

∂x1

∂F1

∂x2

∂F2

∂x1

∂F2

∂x2

]
=

1
∂F1

∂y2

∂F2

∂y1
− ∂F1

∂y1

∂F2

∂y2

[ ∂F2

∂y2
−∂F1

∂y2

−∂F2

∂y1

∂F1

∂y1

][
∂F1

∂x1

∂F1

∂x2

∂F2

∂x1

∂F2

∂x2

]
.
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Aśı, en particular

∂y1
∂x1

=

∂F2

∂y2

∂F1

∂x1
− ∂F1

∂y2

∂F2

∂x1
∂F1

∂y2

∂F2

∂y1
− ∂F1

∂y1

∂F2

∂y2

=
3y32 + x1

x1x2 − 9y21y
2
2

.

Luego

∂y1
∂x1

(−1, 1) =
3y32 + x1

x1x2 − 9y21y
2
2

∣∣∣
(x1,x2,y1,y2)=(−1,1,−1,0)

= 1.

Problemas
1. Determine si el sistema de ecuaciones

3x+ 2y + z2 + u+ v2 = 0

4x+ 3y + z + u2 + v + w + 2 = 0

x+ z + u2 + w + 2 = 0

se puede resolver para u, v y w en términos de x, y y z cerca de (x, y, z, u, v, w) =

(0, 0, 0, 0, 0,−2).

2. Sea F : R3 → R definida por

F (x, y, z) = xz2 + y + ez.

Demuestre que existe una función f definida en un conjunto abierto W ⊂ R2 con

(1,−1) ∈ W tal que f(1,−1) = 0 y F (x, y, f(x, y)) = 0 para todo (x, y) ∈ W .

Encuentre ∂f
∂x

(1,−1) y ∂f
∂y

(1,−1).

3. Sea
A =

{
(x, y, z) ∈ R3 : xy + z2 − a = 0, x2 − y2 + z2 − b = 0

}
.

a) Si (x0, y0, z0) ∈ A, determine condiciones suficientes para que los puntos (x, y, z) ∈ A
cercanos a (x0, y0, z0) puedan ser expresados en la forma x = f(z) y y = g(z).

b) Calcule f ′(z) y g′(z).

4. Demuestre que el sistema de ecuaciones

u2 − v cos(xy) + w2 = 0

u2 + v2 − sen(xy) + 2w2 − 2 = 0

uv − senx cos y + w = 0

define u, v y w como funciones de clase C1 de (x, y) cerca del punto (x, y, u, v, w) =(
π
2
, 0, 1, 1, 0

)
y encuentre ∂u

∂x

(
π
2
, 0
)

y ∂u
∂y

(
π
2
, 0
)
. Determine si la función u(x, y) es de

clase C∞.
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5. Sean g, h : R → R funciones de clase C1 tales que g′ y h′ son estrictamente positivas.

Si (x0, y0, z0, u0, v0, w0), donde x0, y0, z0 6= 0, es una solución del sistema de ecuaciones

g(xu) + h(yv) = 0

g(yv) + h(zw) = 0

g(zw) + h(xu) = 0

demuestre que en un conjunto abierto U ⊂ R6 con (x0, y0, z0, u0, v0, w0) ∈ U , existe una

solución única (u, v.w) = f(x, y, z) con determinante jacobiano Jf(x, y, z) = −uvw
xyz

.

6. Demuestre que el teorema de la función impĺıcita implica el teorema de la función
inversa.

3.8. Integrales múltiples

Consideraremos aqúı funciones f : In → R acotadas, donde In es un rectángulo cerrado

en Rn, es decir, In = [a1, b1] × · · · × [an, bn], donde aj, bj ∈ R y aj ≤ bj, j = 1, . . . , n.

Denotaremos a [aj, bj] por Ij.

Si Pj es una partición de Ij, entonces P = (P1, . . . , Pn) es una partición del rectángulo In

en rectángulos componentes [c1, d1]×· · ·× [cn, dn], donde cj y dj son puntos consecutivos

de Pj. Denotaremos a un rectángulo componente t́ıpico por R, y a su volumen n-dimensional∏n
j=1 (dj − cj) por |R|. Si ‖Pj‖ es la malla de la partición Pj, entonces la malla P es

‖P‖ = máx
1≤j≤n

‖Pj‖ .

Ahora, para cada rectángulo componente R de P , definamos

mR(f) = ı́nf
x∈R

f(x) y MR(f) = sup
x∈R

f(x)

y consideremos

L(P, f) =
∑
R

mR(f)|R| y U(P, f) =
∑
R

MR(f)|R|.

A los números L(P, f) y U(P, f) les llamaremos, respectivamente, suma inferior de Rie-

mann de f sobre P y suma superior de Riemann de f sobre P .

Es claro que para cualquier partición P de In,

L(P, f) ≤ U(P, f).
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Un refinamiento de una partición P de In es una partición P ∗ tal que cada rectángulo
componente de P ∗ es un subconjunto de un rectángulo componente de P .

La demostración del siguiente resultado es similar a la del caso uni-dimensional (véase la

proposición 1.1 y el corolario 1.2).

Proposición 3.51 Sean f : In → R una función acotada y P una partición de In.

i) Si P ∗ es un refinamiento de P , entonces

L(P, f) ≤ L(P ∗, f) y U(P ∗, f) ≤ U(P, f).

ii) Para cualquier otra partición Q de In,

L(P, f) ≤ U(Q, f).

De esta manera, denotando por P (In) al conjunto de todas las particiones P de In,

podemos definir∫
In
f(x)dx = sup

P∈P(In)
L(P, f) y

∫
In
f(x)dx = ı́nf

P∈P(In)
U(P, f),

valores reales a los que llamaremos integral inferior de Riemann de f sobre In e integral
superior de Riemann de f sobre In, respectivamente.

Definición 3.52 Sean In un rectángulo cerrado en Rn y f : In → R una función acotada.
Si ∫

In
f(x)dx =

∫
In
f(x)dx,

diremos que f es Riemann integrable sobre In y al valor común, que denotaremos por∫
In
f(x)dx le llamaremos la integral múltiple de Riemann (o simplemente, integral de

Riemann) de f sobre In.

La demostración de los siguientes dos resultados es similar a la del caso uni-dimensional

(véase los teoremas 1.6 y 1.8).

Teorema 3.53 La función acotada f : In → R es Riemann integrable sobre In si y sólo si
para cada ε > 0 existe una partición P de In para la cual

U(P, f)− L(P, f) < ε.

Teorema 3.54 Si f : In → R es una función continua en In, entonces f es Riemann
integrable sobre In.
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También, véase los teoremas 1.12, 1.14, 1.15, 1.17 y 1.18, es fácil demostrar que la integral
múltiple de Riemann satisface las propiedades establecidas en el siguiente teorema.

Teorema 3.55 Sean f y g funciones Riemann integrables sobre In y c ∈ R. Entonces

i) cf es Riemann integrable sobre In y∫
In

(cf)(x)dx = c

∫
In
f(x)dx.

ii) f + g es Riemann integrable sobre In y∫
In

(f + g)(x)dx =

∫
In
f(x)dx+

∫
In
g(x)dx.

iii) Si f(x) ≤ g(x) para todo x ∈ In, entonces∫
In
f(x)dx ≤

∫
In
g(x)dx.

iv) fg es Riemann integrable sobre In y si ı́nfx∈In |f(x)| > 0, 1
f

también es Riemann inte-

grable sobre In.

v) Si m ≤ f(x) ≤ M , para todo x ∈ In y ϕ : [m,M ] → R es continua, entonces ϕ ◦ f es

Riemann integrable sobre In.

vi) |f | es Riemann integrable sobre In y∣∣∣∣∫
In
f(x)dx

∣∣∣∣ ≤ ∫
In
|f(x)|dx.

vii) Si |f(x)| ≤M para todo x ∈ In, entonces∣∣∣∣∫
In
f(x)dx

∣∣∣∣ ≤M |In| .

La demostración del siguiente resultado es similar a la del teorema 2.32.

Teorema 3.56 Si la sucesión fm : In → R, m = 1, 2, . . . converge uniformemente a la
función f : In → R y cada fm es Riemann integrable sobre In, entonces f es Riemann
integrable sobre In y

ĺım
m→∞

∫
In
fm(x)dx =

∫
In
f(x)dx.
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Finalizaremos esta sección con un teorema de integración fundamental, el teorema de
Fubini, útil en la evaluación de integrales múltiples por medio de integraciones iteradas sin
importar el orden en que se realicen. Desafortunadamente, si una función de dos variables

f(x, y) es Riemann integrable sobre In × Im, la función fx : Im → R definida por fx(y) =

f(x, y) (x ∈ In fija) no es necesariamente Riemann integrable sobre Im, lo mismo sucede para

fy. Sin embargo, si f es continua en In × Im, entonces, debido a que fx y fy son continuas

en Im e In, respectivamente, se sigue (véase el teorema 3.54) que fx y fy si son Riemann

integrables en Im e In, respectivamente.

Teorema 3.57 (Teorema de Fubini) Sean In e Im rectángulos cerrados, y sea f : In×Im →
R una función Riemann integrable sobre In × Im. Definamos L,U : In → R por

L(x) =

∫
Im
fx(y)dy =

∫
Im
f(x, y)dy y U(x) =

∫
Im
fx(y)dy =

∫
Im
f(x, y)dy. (3.68)

Entonces L y U son Riemann integrables sobre In; además

∫
In×Im

f(x, y)dxdy =

∫
In
L(x)dx =

∫
In

[∫
Im
f(x, y)dy

]
dx (3.69)

y ∫
In×Im

f(x, y)dxdy =

∫
In
U(x)dx =

∫
In

[∫
Im
f(x, y)dy

]
dx. (3.70)

Demostración. Sea P una partición de In× Im. Notemos que P puede escribirse como

(PIn , PIm), donde PIn y PIm son particiones de In e Im, respectivamente. Aśı, un rectángulo

componente t́ıpico de P es de la forma R = RIn ×RIm . Luego

U(P, f) =
∑
R

MR(f)|R| =
∑
RIn

(∑
RIm

MRIn×RIm (f) |RIm|

)
|RIn| .

Es claro que, para x ∈ RIn , MRIn×RIm (f) ≥MRIm (fx). Aśı, para cada x ∈ RIn se tiene que

∑
RIm

MRIn×RIm (f) |RIm| ≥
∑
RIm

MRIm (fx) |RIm | ≥
∫
Im
fx(y)dy = U(x).

Como esto es válido para todo x ∈ RIn , se sigue que∑
RIm

MRIn×RIm (f) |RIm | ≥MRIn (U).
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Luego

U(P, f) =
∑
RIn

(∑
RIm

MRIn×RIm (f) |RIm|

)
|RIn| ≥

∑
RIn

MRIn (U) |RIn| = U (PIn ,U) .

De manera similar, puede verse que

L(P, f) ≤ L (PIn ,L) .

Por lo tanto
L(P, f) ≤ L (PIn ,L) ≤ U (PIn ,L) ≤ U (PIn ,U) ≤ U(P, f);

y aśı, usando la proposición 3.51 ii) y las definiciones de integral inferior y superior de

Riemann, se deduce que∫
In×Im

f(x, y)dxdy ≤
∫
In
L(x)dx ≤

∫
In
L(x)dx ≤

∫
In×Im

f(x, y)dxdy.

De esto último, y del hecho de que f es Riemann integrable sobre In × Im, se concluye que

L es Riemann integrable sobre In y que (3.69) se cumple.

Finalmente, de las desigualdades

L(P, f) ≤ L (PIn ,L) ≤ L (PIn ,U) ≤ U (PIn ,U) ≤ U(P, f),

obtenemos que∫
In×Im

f(x, y)dxdy ≤
∫
In
U(x)dx ≤

∫
In
U(x)dx ≤

∫
In×Im

f(x, y)dxdy,

de lo cual se deduce que U es Riemann integrable sobre In y que (3.70) se cumple.

Observación 3.58 Intercambiando Im por In y fx por fy en (3.68) puede verse que∫
In×Im

f(x, y)dxdy =

∫
Im

[∫
In
f(x, y)dx

]
dy

y ∫
In×Im

f(x, y)dxdy =

∫
Im

[∫
In
f(x, y)dx

]
dy.

Por lo tanto∫
In

[∫
Im
f(x, y)dy

]
dx =

∫
In×Im

f(x, y)dxdy =

∫
Im

[∫
In
f(x, y)dx

]
dy
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y ∫
In

[∫
Im
f(x, y)dy

]
dx =

∫
In×Im

f(x, y)dxdy =

∫
Im

[∫
In
f(x, y)dx

]
dy. (3.71)

Corolario 3.59 Sean In e Im rectángulos cerrados. Si f : In×Im → R es continua, entonces∫
In×Im

f(x, y)dxdy =

∫
In

[∫
Im
f(x, y)dy

]
dx =

∫
Im

[∫
In
f(x, y)dx

]
dy.

Demostración. Notemos del teorema 3.54 que f es Riemann integrable sobre In×Im. De
ese mismo teorema y por el hecho de que fx y fy son continuas en Im e In, respectivamente,

se sigue que fx y fy son Riemann integrables sobre Im e In, esto es∫
Im
f(x, y)dy =

∫
Im
f(x, y)dy y

∫
In
f(x, y)dx =

∫
In
f(x, y)dx.

De aqúı, el resultado se sigue de (3.71).

Si A ⊂ Rn es un conjunto acotado y f : A→ R es una función acotada, es común, en la

práctica, considerar
∫
A
f(x)dx. En este caso se considera un rectángulo cerrado In tal que

A ⊂ In y se define g : In → R por

g(x) =

{
f(x), si x ∈ A
0, si x ∈ In\A.

Entonces, si g es Riemann integrable sobre In,
∫
A
f(x)dx se define como

∫
In
g(x)dx.

Observación 3.60 Notemos que el valor de
∫
A
f(x)dx no depende del rectángulo cerrado

In ⊃ A que se use.

Problemas
1. Demuestre el teorema 3.54.

2. Demuestre el teorema 3.56.

3. Sea f : In → R, la función constante f(x) = c para todo x ∈ In. Calcule
∫
In
f(x)dx.

4. Sean f : In → R una función Riemann integrable sobre In y ε > 0 dado. Si para una
partición P de In se cumple

U(P, f)− L(P, f) < ε,
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demuestre que ∣∣∣∣∣
∫
In
f(x)dx−

∑
R

f (tR) |R|

∣∣∣∣∣ < ε

para cualesquiera puntos tR ∈ R. Use esto para concluir que∫
In
f(x)dx = ĺım

‖P‖→0
S (P, {tR} , f)

donde S (P, {tR} , f) =
∑

R f (tR) |R|. Se dice que S (P, {tR} , f) es una suma de

Riemann de f .

5. Suponga que existe I ∈ R tal que dado cualquier ε > 0, existe una partición P de In

de manera que

|I− S (P, {tR} , f)| < ε

para cualesquiera puntos tR ∈ R. Demuestre que f es Riemann integrable sobre In y
que

I =

∫
In
f(x)dx.

6. SeaA = {(x, y, z) ∈ R3|x, y, z ≥ 0 y x+ y + z ≤ 1} y defina f : A→ R por f(x, y, z) =

(x+ y + z)2. Calcule
∫
A
f(x, y, z)dxdydz.

7. Sea A el conjunto de todos los puntos (x, y) ∈ R2 tales que x es un número racional, 0 <

x < 1, y escribiendo x = p
q

con p y q enteros positivos sin factores primos comunes, y =

k
q
, k = 1, . . . , q − 1. Demuestre que

∫ 1

0

∫ 1

0
1Adydx = 0, pero que

∫
[0,1]×[0,1] 1A(x, y)dxdy

no existe.

3.9. Teorema de Lebesgue

Toca ahora el turno a un teorema que es, posiblemente, uno de los resultados más impor-

tantes en la teoŕıa de la integración. Tal teorema, debido a Henri Léon Lebesgue (1875-1941),

da una condición necesaria y suficiente para que una función sea Riemann integrable.

Definición 3.61 Sea A ⊂ Rn un conjunto acotado. Diremos que A tiene volumen si la

función constante 1 es integrable sobre A, y el volumen, ν(A), de A, es

ν(A) =

∫
A

1dx.
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Obviamente si A = In = [a1, b1] × · · · × [an, bn] es un rectángulo cerrado, entonces A tiene

volumen y ν(A) = Πn
i=1 (bi − ai) = |A|.

El siguiente resultado, cuya demostración dejamos como ejercicio al lector, nos da una

equivalencia de un conjunto A ⊂ Rn con volumen cero, es decir, ν(A) = 0.

Proposición 3.62 Un conjunto acotado A ⊂ Rn tiene volumen cero si y sólo si para ca-

da ε > 0 existe un número finito de rectángulos, R1, . . . , Rm, tales que A ⊂
⋃m
i=1Ri y∑m

i=1 |Ri| < ε.

Nos será de utilidad extender el concepto de conjunto de volumen cero al de conjunto de
medida cero.

Definición 3.63 Un conjunto A ⊂ Rn tiene medida cero si para cada ε > 0 existe una

colección contable {R1, R2, . . .} de rectángulos tal que A ⊂
⋃∞
i=1Ri y

∑∞
i=1 |Ri| < ε.

De la definición de volumen, es claro que si A tiene volumen cero, entonces A tiene medida
cero. Es también claro que si B ⊂ A y A tiene medida cero, entonces B tiene medida cero.

El siguiente resultado nos indica la ventaja principal del concepto de medida cero sobre
el de volumen cero.

Proposición 3.64 Si {A1, A2, . . .} es una colección contable de conjuntos de medida cero

en Rn, entonces
⋃∞
i=1Ai tiene medida cero en Rn.

Demostración. Dado ε > 0, sea {Ri1, Ri2, . . .} una colección contable de rectángulos tal

que Ai ⊂
⋃∞
j=1Rij y

∞∑
j=1

|Rij| <
ε

2i
, i = 1, 2, . . . .

Entonces {Rij} es una colección contable (véase por ejemplo, el corolario 1.40 en Pérez et

al. [25]) de rectángulos tal que
⋃∞
i=1Ai ⊂

⋃∞
i,j=1Rij y

∞∑
i,j=1

|Rij| =
∞∑
i=1

∞∑
j=1

|Rij| =
∞∑
i=1

ε

2i
= ε,

donde la última igualdad se debe al hecho de que
∑∞

i=1
1
2i

= 1 (véase el ejemplo 2.72 en

Pérez et al. [25]). Como ε > 0 es arbitrario,
⋃∞
i=1Ai tiene medida cero.
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Ejemplo 3.65 Sea A = [0, 1]∩Q. Sabemos que 1A no es Riemann integrable en [0, 1] (véase

el ejemplo 1.5), por lo tanto A no tiene volumen. Sin embargo, A tiene medida cero, pues

A es la unión numerable de conjuntos de un único punto, y obviamente un conjunto con un
único punto tiene volumen y medida cero. Aśı el hecho de que A tiene medida cero se sigue
de la proposición 3.64.

Definición 3.66 Dada una función f : Rn → R, la oscilación de f en un punto x0 ∈ Rn

es
oscf (x0) = ĺım

δ↓0
sup

x∈Vδ(x0)
|f(x)− f (x0)| ,

donde Vδ (x0) es la bola abierta con centro en x0 de radio δ.

Notemos que oscf (x0) ≥ 0. La demostración del siguiente resultado es sencilla y se deja

como ejercicio al lector.

Proposición 3.67 La función f : Rn → R es continua en x0 ∈ Rn si y sólo si oscf (x0) = 0.

Teorema 3.68 (Teorema de Lebesgue) Sean A ⊂ Rn un conjunto acotado y f : A→ R una

función acotada. La función f es Riemann integrable sobre A si y sólo si el conjunto

D = {x ∈ Rn : 1Af es discontinua en x}

tiene medida 0.

Demostración. Supongamos que f es Riemann integrable sobre A. Sea In un rectángulo
cerrado tal que A ⊂ In y sea g = 1Af . Tenemos de la proposición 3.67 que el conjunto

de discontinuidades de g es el conjunto {x ∈ In : oscg(x) > 0}. De esta manera, si Di ={
x ∈ In : oscg(x) ≥ 1

i

}
, i = 1, 2, · · · , entonces D =

⋃∞
i=1Di.

Ahora, para un i fijo (pero arbitrario) y ε > 0 dado, como g es Riemann integrable sobre

In, podemos tomar una partición P de In tal que∑
R

[MR(g)−mR(g)] |R| = U(P, g)− L(P, g) <
ε

2i
. (3.72)

Definamos además

S1 = {x ∈ Di : x ∈ ∂R para algún R} y S2 = {x ∈ Di : x ∈ R◦ para algún R} ,

donde ∂R y R◦ denotan a la frontera y el interior, respectivamente, de R. Entonces Di =
S1∪S2. Como la frontera de un rectángulo puede ser cubierta con rectángulos arbitrariamente
delgados, es claro que S1 tiene medida cero. Denotemos ahora por C2 a la colección de
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rectángulos R de la partición P que tienen a un elemento de Di en su interior. Entonces, si
R ∈ C2,

MR(g)−mR(g) ≥ 1

i
.

Luego, de (3.72)

1

i

∑
R∈C2

|R| ≤
∑
R∈C2

[MR(g)−mR(g)] |R| ≤
∑

todo R

[MR(g)−mR(g)] |R| < ε

2i
.

Por lo tanto C2 es una colección de rectángulos cuya unión contiene a S2 y∑
R∈C2

|R| < ε

2
.

También, como S1 tiene medida cero, podemos tomar una colección C1 de rectángulos cuya
unión sea S1 con ∑

R∈C1

|R| < ε

2
.

De esta manera, Di ⊂ C1 ∪ C2 y ∑
R∈C1∪C2

|R| < ε.

Como ε > 0 es arbitrario, se sigue que Di tiene medida cero, y en consecuencia, mediante la

aplicación de la proposición 3.64, concluimos que D =
⋃∞
n=1Di tiene medida cero.

Supongamos ahora que D tiene medida cero. Igual que antes, sean In un rectángulo

cerrado (con volumen positivo) tal que In ⊃ A y g = 1Af . Consideremos también M =

supx∈A |f(x)|.

Dado ε > 0, definamos Dε =
{
x ∈ In : oscg(x) ≥ ε

2|In|

}
, entonces Dε ⊂ D. Denotemos

por Da
ε al conjunto de puntos de acumulación de Dε. Entonces si y ∈ Da

ε , cada bola abierta

Vδ(y) contiene un punto de Dε; de esta manera, cada bola abierta Vδ(y) es una vecindad de

un punto de Dε y por la definición de Dε

sup
x,z∈Vδ(y)

|g(x)− g(z)| ≥ ε

2 |In|
.

Esto implica que oscg(y) ≥ ε
2|In| y aśı y ∈ Dε, lo cual demuestra (véase la proposición 3.50

en Pérez et al. [25]) que Dε es un conjunto cerrado. Como Dε ⊂ In, Dε es acotado y por

lo tanto, por el teorema de Heine-Borel (véase el teorema 4.19 en Pérez et al. [25]), Dε es
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compacto. Ahora, como Dε ⊂ D, Dε tiene medida cero y aśı, podemos tomar una colección

{R1, R2, . . .} de rectángulos (abiertos) cuya unión contenga a Dε y

∞∑
i=1

|Ri| <
ε

4(M + 1)
.

Como Dε es compacto, existe un número finito de Ri’s cuya unión contiene a Dε. Supongamos

que
⋃N
i=1Ri ⊃ Dε; entonces

N∑
i=1

|Ri| <
ε

4(M + 1)
.

Construyamos ahora la partición P de In generada por los puntos extremos de cada

coordenada de In y los puntos extremos de los rectángulos cerrados Ri, i = 1, . . . , N (des-

cartamos los puntos extremos que caen fuera de In). Entonces cada rectángulo componente

R de P pertenece a una de las siguientes dos clases

R1 =
{
R : R ⊂ Ri para algún i ∈ {1, . . . , N}

}
, R2 = {R : R ∩Dε = ∅} .

En efecto, de nuestra construcción de P , tenemos que R ∩ Ri 6= ∅ implica R ⊂ Ri. Aśı, si

R ∩Dε 6= ∅, es decir, existe x0 ∈ R ∩Dε, entonces x0 ∈ Ri para algún i, y R ∩ Ri 6= ∅ para
esa i. Por lo tanto R ∈ R1.

Para cada rectángulo R ∈ R2, la oscilación de g en cada punto de R es menor que ε
2|In| .

Por lo tanto, para cada x ∈ R existe δ > 0 tal que

Mδ(g)−mδ(g) <
ε

2 |In|
,

donde Mδ(g) = supy∈Vδ(x) g(y) y mδ(g) = ı́nfy∈Vδ(x) g(y). Como R es compacto, existe un

número finito x1, x2, . . . , xk de puntos en R tales que R ⊂
⋃k
i=1 Vδ (xi). Dividamos ahora el

rectángulo cerrado R en subrectángulos cerrados de manera que cada uno de estos subrec-

tángulos esté contenido en algún Vδ (xi). Haciendo esto para cada R ∈ R2, obtenemos un

refinamiento P ∗ de P tal que

U (P ∗, g)− L (P ∗, g) ≤
∑
R∈R1

[MR(g)−mR(g)] |R|+
∑
R∈R2

[MR(g)−mR(g)] |R|

≤ 2M
∑
R∈R1

|R|+ ε

2 |In|
∑
R∈R2

|R|

< 2M

(
ε

4(M + 1)

)
+

ε

2 |In|
|In| < ε

2
+
ε

2
= ε.



CAPÍTULO 3. FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES 154

Como ε > 0 es arbitrario, el criterio de integrabilidad se cumple y, por lo tanto, g es Riemann
integrable sobre In; aśı f es Riemann integrable sobre A.

Las demostraciones de los siguientes dos resultados se siguen de manera sencilla del
teorema de Lebesgue. Haremos la demostración del primero de ellos y el segundo será dejado
como ejercicio al lector.

Corolario 3.69 Un conjunto acotado A ⊂ Rn tiene volumen si y sólo si ∂A tiene medida
cero.

Demostración. Notemos del teorema de Lebesgue (teorema 3.68), que es suficiente

demostrar que el conjunto de discontinuidades de 1A es ∂A.

Ahora, si x ∈ ∂A, entonces para toda bola abierta Vδ(x),

Vδ(x) ∩ A 6= ∅ y Vδ(x) ∩ Ac 6= ∅.

Por lo tanto, existen puntos y ∈ Vδ(x) tales que

|1A(x)− 1A(y)| = 1.

De esta manera, tomando ε = 1
2

tenemos que no existe δ > 0 tal que |1A(x)− 1A(y)| < ε

para todo y con |x− y| < δ, lo cual muestra que 1A no es continua en x.

Finalmente, si x /∈ ∂A, entonces existe Vδ(x) tal que

Vδ(x) ⊂ A ó Vδ(x) ⊂ Ac.

En cualesquiera de estos casos, 1A es constante en Vδ(x), y aśı, claramente, 1A es continua
en x.

Corolario 3.70 Sea A ⊂ Rn acotado y con volumen. Si f : A→ R es una función acotada
con un número contable de discontinuidades, entonces f es Riemann integrable sobre A.

Problemas
1. Demuestre que la circunferencia unitaria con centro en el origen tiene volumen cero en

R2.

2. Demuestre la proposición 3.62.

3. Demuestre que la recta y = 0 tiene medida cero en R2. ¿Tiene volumen cero?

4. Demuestre que el plano xz tiene medida cero en R3.
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5. Demuestre la proposición 3.67.

6. Demuestre el corolario 3.70.

7. Sea f : R2 → R dada por

f(x, y) =

{
ex + cos

(
1
y

)
, si y 6= 0

ex, si y = 0.

Demuestre que f es integrable sobre A = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 1}.

8. Sean A ⊂ Rn un conjunto acotado y f : A→ R una función Riemann integrable sobre
A. Demuestre que

a) Si A tiene medida cero, entonces
∫
A
f(x)dx = 0.

b) Si f es no negativa y
∫
A
f(x)dx = 0, entonces {x ∈ A : f(x) 6= 0} tiene medida cero.

3.10. Teorema de cambio de variables para integrales

múltiples

Finalizaremos este caṕıtulo con un teorema más de integración, el cual es fundamental
en la evaluación de integrales múltiples.

Teorema 3.71 (Teorema de cambio de variables para integrales múltiples) Sean A ⊂ Rn un

conjunto abierto y acotado con volumen y ϕ : A → Rn una función inyectiva de clase C1

tal que Jϕ(x) 6= 0 para todo x ∈ A y |Jϕ|, 1
|Jϕ| son acotadas sobre A. Si ϕ(A) = B tiene

volumen y f : B → R es una función acotada e integrable sobre B, entonces (f ◦ ϕ) |Jϕ| es

integrable sobre A y ∫
B

f(x)dx =

∫
A

f (ϕ(x)) |Jϕ(x)| dx.

La demostración de este teorema hará uso de varios resultados preliminares. El primero
de ellos consiste en establecer la fórmula cuando ϕ = T es un operador lineal, en cuyo caso

(véase el problema 1 de la sección 3.3) JT = detT .

Lema 3.72 Sea A ⊂ Rn un conjunto con volumen. Si T : Rn → Rn es un operador lineal,
entonces

ν (T (A)) =

∫
T (A)

1dx =

∫
A

|detT | dx = |detT | ν(A).
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Demostración. Consideraremos primero el caso en que A = [a1, b1] × · · · × [an, bn] es

un rectángulo cerrado y T es un operador lineal cuya representación matricial en la base
canónica es una matriz
i) T1 = (tij) tal que tij = 0 si i 6= j, tkk = c ∈ R para algún k ∈ {1, . . . , n} y tii = 1 para

todo i 6= k (la matriz diagonal T1 se obtiene de la matriz identidad reemplazando un 1 de la

diagonal por c), o bién, es una matriz

ii) T2 = (tij) tal que tii = 1 para todo i = 1, . . . , n, tkl = 1, para ciertos k, l ∈ {1, . . . , n},
k 6= l, tij = 0 para i 6= j, i 6= k y j 6= l (la matriz T2 se obtiene de la matriz identidad

escribiendo un 1 fuera de la diagonal).

En el caso i), tenemos que

T1 (A) = [a1, b1]× · · · [cak, cbk]× · · · × [an, bn] ,

de manera que su volumen es

ν (T1 (A)) = |c|ν(A) = |detT1| ν(A).

En el caso ii) tenemos que

T2 (A) = {(x1, . . . , xk−1, xk + xl, xk+1, . . . , xn) |xi ∈ [ai, bi] , i = 1, . . . , n} .

Notemos que T2 (A) es la unión de los conjuntos disjuntos siguientes:

{(x1, . . . , xk−1, xk + xl, xk+1, . . . , xn) |xi ∈ [ai, bi] , 1 ≤ i ≤ n y ak + al ≤ xk + xl ≤ ak + bl} ,

{(x1, . . . , xk−1, xk + xl, xk+1, . . . , xn) |xi ∈ [ai, bi] , 1 ≤ i ≤ n y ak + bl ≤ xk + xl ≤ al + bk} ,

{(x1, . . . , xk−1, xk + xl, xk+1, . . . , xn) |xi ∈ [ai, bi] , 1 ≤ i ≤ n y al + bk ≤ xk + xl ≤ bk + bl} .

Por el corolario 3.59 (véase también el comentario después de dicho corolario), se tiene que

el volumen del primer conjunto es

(b1 − a1) · · · (bk−1 − ak−1) (bk+1 − ak+1) · · · (bl−1 − al−1) (bl+1 − al+1)

· · · (bn − an)

∫ ak+bl

ak+al

(∫ al+ak+bl−xk

al

1dxl

)
dxk.

Ahora, por el segundo teorema fundamental del cálculo integral (teorema 1.31) obtenemos∫ ak+bl

ak+al

(∫ al+ak+bl−xk

al

1dxl

)
dxk =

∫ ak+bl

ak+al

(ak + bl − xk) dxk

= (ak + bl) (bl − al)−
1

2
(ak + bl)

2 +
1

2
(ak + al)

2

=
1

2
(bl − al)2 .
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De manera que el volumen del primer conjunto es

1

2
(b1 − a1) · · · (bk−1 − ak−1) (bk+1 − ak+1) · · · (bl−1 − al−1) (bl+1 − al+1)

· · · (bn − an) (bl − al)2 .

Realizando un análisis similar, puede verse que el volumen del tercer conjunto es el mismo
que el del primero. El segundo conjunto es un rectángulo con volumen:

(b1 − a1) · · · (bk−1 − ak−1) (bk+1 − ak+1) · · · (bl−1 − al−1) (bl+1 − al+1)

· · · (bn − an) (al + bk − ak − bl) (bl − al) .

Sumando los tres volumenes anteriores obtenemos el volumen de T2(A), el cual es

ν (T2(A)) = (b1 − a1) · · · (bn − an) ,

es decir, el volumen del rectángulo [a1b1]× · · · [an, bn]. Aśı,

ν (T2(A)) = |detT2| ν(A),

ya que detT2 = 1.

A las matrices definidas en i) y ii) se les conoce como matrices elementales. Supondremos

ahora que A es un conjunto arbitrario con volumen y que Ti es una matriz elemental. En el

caso en que Ti es del tipo definido en i), supondremos que c 6= 0; y aśı, en cualquier caso,

detTi 6= 0.

Sea In un rectángulo cerrado con In ⊃ A. Dado ε > 0, consideremos una partición P de
In en rectángulos componentes R1, . . . , RN , tal que

U (P, 1A)− ν(A) < ε (2 |detTi|)−1 y ν(A)− L (P, 1A) < ε (2 |detTi|)−1 , (3.73)

donde 1A es la función indicadora en A, es decir, la función que toma el valor 1 para x ∈ A
y el valor 0 para x /∈ A.

Notemos que

L (P, 1A) =
∑
Ri⊂A

|Ri| y U (P, 1A) =
∑

Ri∩A 6=∅

|Ri| .

Luego, considerando los conjuntos

Vε =
⋃
Ri⊂A

Ri y Wε =
⋃

Ri∩A 6=∅

Ri,
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obtenemos del resultado para rectángulos que

ν (Ti(Vε)) = |detTi|L (P, 1A) y ν (Ti(Wε)) = |detTi|U (P, 1A) .

Por lo tanto de (3.73) se sigue que

ν (Ti(Wε))− ν (Ti(Vε)) < ε,

y aśı Ti(A) tiene volumen y

ν (Ti(A)) = |detTi| ν(A).

Si detTi = 0, es decir, si Ti es una matriz del tipo definido en i) con c = 0, entonces

ν (Ti (I
n)) = 0 para cualquier rectángulo In ⊂ Rn, de manera que ν (Ti(A)) = 0 para

cualquier conjunto A con volumen finito.

Finalmente, supongamos que T es un operador lineal arbitrario y que A es un conjunto

con volumen. Como toda matriz es un producto de matrices elementales (véase O’Nan [23], p.

241), podemos escribir T = T1T2 · · ·Tk, donde cada Ti es una matriz elemental, i = 1, . . . , k.

Luego, aplicando repetidamente el resultado obtenido para matrices elementales, nos da

ν (T (A)) = |detT1| |detT2| · · · |detTk| ν(A) = |detT | ν(A),

donde hemos usado el hecho de que el determinante de un producto de matrices es igual al

producto de los determinantes de cada matriz (véase Hoffman y Kunze [16], p. 154).

Lema 3.73 Si el teorema 3.71 es cierto para la función constante f ≡ 1, entonces es cierto

para cualquier función f integrable sobre ϕ(A).

Demostración. Notemos primero que si el teorema 3.71 es cierto para f ≡ 1, entonces
es cierto para cualquier función constante.

Supongamos ahora que f es una función integrable sobre ϕ(A) y sea In un rectángulo ce-

rrado tal que In ⊃ ϕ(A). Sea P una partición de In en rectángulos componentes R1, . . . , RN .

Definamos mRi(f) = ı́nfx∈Ri f(x), i = 1, . . . , N ; y denotemos por mRi(f) a la función

constante sobre Ri con valor constante mRi(f). Entonces

L(P, f) =
N∑
i=1

mRi(f) |Ri| =
N∑
i=1

∫
Ri

mRi(f)dx =
N∑
i=1

∫
ϕ−1(Ri)

(mRi(f) ◦ ϕ) (x) |Jϕ(x)| dx

≤
N∑
i=1

∫
ϕ−1(Ri)

(f ◦ ϕ) (x) |Jϕ(x)| dx =

∫
ϕ−1(In)

(f ◦ ϕ) (x) |Jϕ(x)| dx

=

∫
A

(f ◦ ϕ) (x) |Jϕ(x)| dx.
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Por lo tanto ∫
ϕ(A)

f(x)dx ≤
∫
A

(f ◦ ϕ) (x) |Jϕ(x)| dx.

Un argumento similar con MRi(f) = supx∈Ri f(x), i = 1, . . . , N , demuestra que∫
ϕ(A)

f(x)dx ≥
∫
A

(f ◦ ϕ) (x) |Jϕ(x)| dx,

de manera que ∫
ϕ(A)

f(x)dx =

∫
A

(f ◦ ϕ) (x) |Jϕ(x)| dx.

Lema 3.74 El teorema 3.71 es cierto si ϕ es un operador lineal.

Demostración. Tenemos del lema 3.72 que∫
ϕ(A)

1dx =

∫
A

|detϕ| dx =

∫
A

|Jϕ(x)| dx.

La segunda igualdad se debe al hecho de que, en este caso, Dϕ = ϕ. Luego, por el lema 3.73,∫
ϕ(A)

f(x)dx =

∫
A

(f ◦ ϕ) (x) |Jϕ(x)| dx.

Lema 3.75 Si el teorema 3.71 es cierto para ϕ : A → Rn y para ψ : B → Rn, donde

ϕ(A) ⊂ B, entonces el teorema es cierto para ψ ◦ ϕ : A→ Rn.

Demostración. Usando la hipótesis de que el teorema 3.71 es cierto para ϕ y ψ se
obtiene ∫

(ψ◦ϕ)(A)
f(x)dx =

∫
ψ(ϕ(A))

f(x)dx =

∫
ϕ(A)

(f ◦ ψ) (x) |Jψ(x)| dx

=

∫
A

(f ◦ ψ ◦ ϕ) (x) (|Jψ| ◦ ϕ) (x) |Jϕ(x)| dx

=

∫
A

(f ◦ (ψ ◦ ϕ)) (x) |J (ψ ◦ ϕ) (x)| dx,

donde en la última igualdad se usó la regla de la cadena (teorema 3.22).
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Es conveniente considerar aqúı la norma | · |∞ en Rn definida por

|x|∞ = máx {|x1| , . . . , |xn|} para x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn.

Esta norma es equivalente a la norma euclidiana | · |; de hecho (véase el ejemplo 3.33 en

Pérez et al. [25]),

|x|∞ ≤ |x| ≤ n|x|∞ para todo x ∈ Rn.

Esta norma tiene la conveniente propiedad de que en términos de ella, un cubo con centro

en p y lados de longitud 2l se puede expresar como el conjunto {x ∈ Rn : |x− p|∞ ≤ l}.

Ahora, si T : Rn → Rn es el operador lineal con representación matricial (aij), definimos

|T |∞ = máx
1≤i≤n

n∑
j=1

|aij| , (3.74)

es fácil ver (problema 1) que la función | · |∞ definida en (3.74) es una norma en L (Rn,Rn)

tal que

|Tx|∞ ≤ |T |∞|x|∞ para todo x ∈ Rn.

Si C = {x ∈ Rn : |x− p|∞ ≤ l} es un cubo en el conjunto abierto A, entonces ν(C) =

(2l)n y, por el teorema del valor medio (teorema 3.27)

ϕi(x)− ϕi(p) =
n∑
j=1

∂ϕi
∂xj

(p+ ri(x)(x− p)) (xj − pj) , donde 0 ≤ ri(x) ≤ 1.

Obtenemos aśı que

|ϕ(x)− ϕ(p)|∞ ≤ lmáx
y∈C
|Dϕ(y)|∞ ;

por lo tanto

ϕ(C) ⊂
{
z ∈ Rn : |z − ϕ(p)|∞ ≤ lmáx

y∈C
|Dϕ(y)|∞

}
.

De esta manera, si ϕ(C) tiene volumen, entonces

ν (ϕ(C)) ≤ máx
y∈C
|Dϕ(y)|n∞ ν(C). (3.75)

Para garantizar que ϕ(C) tiene volumen, requerimos el siguiente resultado.

Lema 3.76 Sean U ⊂ Rn un conjunto abierto y acotado, y C un conjunto con volumen tal

que C ⊂ U . Si ψ : U → Rn es una función inyectiva de clase C1 con Jψ(x) 6= 0 para todo

x ∈ U , entonces ψ(C) tiene volumen.
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Demostración. Tenemos del corolario 3.69 que es suficiente demostrar que ∂ψ(C) tiene

volumen cero. Demostraremos primero que ∂ψ(C) ⊂ ψ (∂C). Consideremos pues x ∈ ∂ψ(C).

Para demostrar que x ∈ ψ (∂C) tomemos y = ψ−1(x). Debemos entonces demostrar que

y ∈ ∂C.

Sea Vδ(y) una bola abierta de radio δ > 0 centrada en y con Vδ(y) ⊂ U . Como ψ−1 es

continua, ψ (Vδ(y)) es una vecindad abierta de x (véase el teorema 5.4 en Pérez et al. [25]).

Aśı, debido a que x ∈ ∂ψ(C),

ψ (Vδ(y)) ∩ ψ(C) 6= ∅ y ψ (Vδ(y)) ∩ ψ(C)c 6= ∅.

Luego, por ser ψ inyectiva (véase el problema 5 de la sección 1.2 en Pérez et al. [25]),

Vδ(y) ∩ C 6= ∅ y Vδ(y) ∩ Cc 6= ∅,

de manera que y ∈ ∂C. Aplicando este mismo argumento a ψ−1, vemos que de hecho,

∂ψ(C) = ψ (∂C).

Para demostrar que ψ (∂C) tiene volumen cero, dado ε > 0 consideremos rectángulos

R1, . . . , RN con ∂C ⊂
⋃N
i=1Ri y

∑N
i=1 ν (Ri) < ε. La ecuación (3.75) muestra entonces que

ψ (∂C) es cubierto por rectángulos de volumen total menor que
(

máxx∈⋃Ni=1Ri
|Dψ(x)|n∞

)
ε.

Por lo tanto ψ (∂C) tiene volumen cero.

Demostración del teorema 3.71. Sean T un operador lineal y S un conjunto con
volumen. Aplicando el lema 3.74 para la función g definida por

g(x) =

{
1, si x ∈ T−1(S)
0, si x /∈ T−1(S),

se obtiene que

ν
(
T−1(S)

)
=
∣∣det

(
T−1

)∣∣ ν(S).

Notemos del lema 3.76 que S = ϕ(C) tiene volumen para cualquier cubo cerrado C en

A. Aśı, de (3.75), el lema 3.75 y el uso de la regla de la cadena (teorema 3.22) obtenemos

∣∣det
(
T−1

)∣∣ ν (ϕ(C)) = ν
(
T−1ϕ(C)

)
≤
[
máx
y∈C

∣∣T−1Dϕ(y)
∣∣]n ν(C),

o equivalentemente

ν (ϕ(C)) ≤ |detT |
[
máx
y∈C

∣∣T−1Dϕ(y)
∣∣]n ν(C). (3.76)
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Ahora, dado δ > 0, dividamos el cubo C en cubos disjuntos C1, . . . , CM con lados de

longitud menor que δ y con centros en x1, . . . , xM , respectivamente. Aplicando (3.76) a cada

Ci con T = Dϕ (xi) obtenemos

ν (ϕ(C)) ≤
M∑
i=1

|Jϕ (xi)|
{

máx
y∈Ci

∣∣[Dϕ (xi)]
−1Dϕ(y)

∣∣}n ν(Ci).

Como Dϕ(x) es una función (con valores matriciales) continua, [Dϕ(z)]−1Dϕ(y) tiende a la

matriz identidad cuando z → y, y por lo tanto{
máx
y∈Ci

∣∣[Dϕ (xi)]
−1Dϕ(y)

∣∣}n ≤ 1 + η(δ),

donde η(δ)→ 0 cuando δ → 0. Esto nos da

ν (ϕ(C)) ≤ [1 + η(δ)]
M∑
i=1

|Jϕ (xi)| ν(Ci);

cuando δ → 0 la suma de la derecha tiende a
∫
C
|Jϕ(x)| dx (véase el problema 4 de la sección

3.8), y, en consecuencia

ν (ϕ(C)) ≤
∫
C

|Jϕ(x)| dx. (3.77)

Examinando detalladamente la demostración del lema 3.73 y recordando que f(x) = 0 para

x ∈ Bc, se sigue de (3.77) que∫
ϕ(A)

f(x)dx ≤
∫
A

(f ◦ ϕ) (x) |Jϕ(x)| dx. (3.78)

Aplicando (3.78) a la función (f ◦ ϕ) |Jϕ| en lugar de f , ϕ−1 en lugar de ϕ y ϕ(A) en lugar

de A, obtenemos∫
A

(f ◦ ϕ) (x) |Jϕ(x)| dx ≤
∫
ϕ(A)

(
f ◦ ϕ ◦ ϕ−1

)
(x)
∣∣(Jϕ ◦ ϕ−1) (x)

∣∣ ∣∣Jϕ−1(x)
∣∣ dx

=

∫
ϕ(A)

f(x)dx, (3.79)

donde en la igualdad se usó el teorema de la función inversa (teorema 3.45).

El resultado deseado se sigue de (3.78) y (3.79).



CAPÍTULO 3. FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES 163

Veremos ahora tres casos particulares, muy socorridos, de la fórmula del cambio de va-
riables en la evaluación de integrales, usando:

i) coordenadas polares,

ii) coordenadas esféricas, y

iii) coordenadas ciĺındricas.

En el caso i), la función que cambia de coordenadas polares a las coordenadas rectan-

gulares es

ϕ(r, θ) = (r cos θ, r sen θ) , r > 0 y 0 < θ < 2π.

En este caso, la imagen bajo ϕ del conjunto U = {(r, θ) : r > 0, 0 < θ < 2π} es

ϕ(U) = R2 − {(x, 0) : x ≥ 0} .

Aunque la imagen de esta función excluye al eje x no negativo, este conjunto es de medida

cero, ya que es un subconjunto de un conjunto de medida cero (véase el problema 3 de la

sección 3.9), por lo que no afecta al valor de una integral (véase el problema 8 de la sección

3.9).

Notemos que la función ϕ es inyectiva y de clase C1 con

Jϕ(r, θ) = det

[
cos θ −r sen θ

sen θ r cos θ

]
= r.

Por lo tanto Jϕ(r, θ) 6= 0 para todo (r, θ) ∈ U y aśı, la fórmula del cambio de variables puede

ser usada; y en este caso tiene la forma:∫
ϕ(A)

f(x, y)dxdy =

∫
A

f (r cos θ, r sen θ) rdrdθ, (3.80)

para todo conjunto abierto y acotado A ⊂ U , con volumen, tal que |Jϕ| y 1
|Jϕ| son acotadas

sobre A, ϕ(A) tiene también volumen y f : ϕ(A) → R es acotada y Riemann integrable

sobre ϕ(A).

En el caso ii), la función que cambia de coordenadas esféricas a las coordenadas

rectangulares es (véase la figura 3.3)

ϕ(r, φ, θ) = (r senφ cos θ, r senφ sen θ, r cosφ) , r > 0, 0 < φ < π y 0 < θ < 2π.

En este caso, la imagen bajo ϕ del conjunto U = {(r, φ, θ) : r > 0, 0 < φ < π, 0 < θ < 2π}
es

ϕ(U) = R3 − {(x, 0, z) : x ≥ 0} .
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y

z

x

θ

φ

r

(x, y, z)

Figura 3.3: Cambio de coordenadas esféricas a coordenadas rectangulares.

Aunque la imagen de esta función excluye a la parte del plano xz con x ≥ 0, este conjunto es

de medida cero, ya que es un subconjunto de un conjunto de medida cero (véase el problema

4 de la sección 3.9), por lo que no afecta al valor de una integral (véase el problema 8 de la

sección 3.9).

Notemos que la función ϕ es inyectiva y de clase C1 con

Jϕ(r, φ, θ) = det


senφ cos θ r cosφ cos θ −r senφ sen θ

senφ sen θ r cosφ sen θ r senφ cos θ

cosφ −r senφ 0

 = r2 senφ.

Por lo tanto Jϕ(r, φ, θ) 6= 0 para todo (r, φ, θ) ∈ U y aśı, la fórmula del cambio de variables

puede ser usada; y en este caso tiene la forma:∫
ϕ(A)

f(x, y, z)dxdydz =

∫
A

f (r senφ cos θ, r senφ sen θ, r cosφ) r2 senφdrdφdθ, (3.81)

para todo A ⊂ R3 que satisfaga las condiciones del teorema 3.71. La fórmula (3.81) es de

utilidad para evaluar integrales triples cuando hay simetŕıa esférica (simetŕıa alrededor de

un punto).

Finalmente, en el caso iii), la función que cambia de coordenadas ciĺındricas a las

rectangulares es (véase la figura 3.4)

ϕ(r, θ, z) = (r cos θ, r sen θ, z) , r > 0, 0 < θ < 2π y z ∈ R.
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Claramente ϕ es una función inyectiva y de clase C1 sobre

y

z

x

θ
r

z

(x, y, z)

Figura 3.4: Cambio de coordenadas ciĺındricas a coordenadas rectangulares.

U = {(r, θ, z) : r > 0, 0 < θ < 2π,−∞ < z <∞} con

Jϕ(r, θ, z) = det


cos θ −r sen θ 0

sen θ r cos θ 0

0 0 1

 = r,

de manera que la fórmula del cambio de variables para este caso nos da:∫
ϕ(A)

f(x, y, z)dxdydz =

∫
A

f (r cos θ, r sen θ, z) rdrdθdz, (3.82)

para todo A ⊂ R3 que satisfaga las condiciones del teorema 3.71. La fórmula (3.82) es de

utilidad para evaluar integrales triples cuando hay simetŕıa ciĺındrica (simetŕıa alrededor de

una recta).

En los siguientes ejemplos, usando las fórmulas (3.81) y (3.82) obtendremos las fórmulas

para el volumen de una esfera sólida y de un cilindro sólido.

Ejemplo 3.77 Sea B la bola abierta en R3 con centro en el origen y de radio R > 0.
Notemos que

B =
{

(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 < R2
}
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es la imagen bajo ϕ(r, φ, θ) = (r senφ cos θ, r senφ sen θ, r cosφ) de

A = {(r, φ, θ) : 0 < r < R, 0 < θ < 2π, 0 < φ < π}

(excepto por los puntos de B sobre el plano xz con x ≥ 0). Aśı, de (3.81) obtenemos (con

f ≡ 1) ∫
B

dxdydz =

∫
A

r2 senφdrdφdθ =

∫ 2π

0

∫ π

0

∫ R

0

r2 senφdrdφdθ

=
R3

3

∫ 2π

0

∫ π

0

senφdφdθ =
R3

3
[− (cosπ − cos 0)]

∫ 2π

0

dθ

=
4πR3

3
.

Ejemplo 3.78 Sea C el cilindro sólido de radio R y altura H centrado en el origen. Como
la frontera de C tiene medida cero, lo mismo que un conjunto con un único punto, podemos
suponer que

C =

{
(x, y, z) ∈ R3 : 0 < x2 + y2 < R2,−H

2
< z <

H

2

}
,

el cual es la imagen bajo ϕ(r, θ, z) = (r cos θ, r sen θ, z) de

A =

{
(r, θ, z) : 0 < r < R, 0 < θ < 2π,−H

2
< z <

H

2

}
(excepto por los puntos de C sobre el eje x no negativo). Aśı, de (3.82) obtenemos (con

f ≡ 1)

∫
C

dxdydz =

∫
A

rdrdθdz =

∫ H
2

−H
2

∫ 2π

0

∫ R

0

rdrdθdz

=
R2

2

∫ H
2

−H
2

∫ 2π

0

dθdz = πR2

∫ H
2

−H
2

dz

= πHR2.

Problemas
1. Demuestre que la función | · |∞ : L (Rn,Rn)→ R definida por (3.74) es una norma que

cumple

|Tx|∞ ≤ |T |∞|x|∞ para todo x ∈ Rn.



CAPÍTULO 3. FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES 167

2. Sea B la región del plano limitada por las curvas xy = 1, xy = 4, x2 − y2 = 1 y

x2 − y2 = 9. Evalue la integral ∫
B

(
x2 − y2

)
dxdy.

3. Sea B ⊂ R2 el anillo centrado en el origen de radio interior 1 y radio exterior 2. Evalue
la integral ∫

B

ex
2+y2dxdy.

4. Sea B el sólido limitado por las esferas x2 + y2 + z2 = 1 y x2 + y2 + z2 = 4. Evalue la
integral ∫

B

(
x2 + y2 + z2

)
dxdydz.

5. Evalue la integral ∫ 2

−2

∫ 3

0

∫ √9−y2

0

√
x2 + y2dxdydz.



Caṕıtulo 4

Integrales impropias de Riemann

4.1. Tipos de integrales impropias de Riemann

Recordemos que la integral de Riemann (para funciones de una variable) se define para

funciones con valores reales, definidas y acotadas, sobre intervalos compactos. La teoŕıa de
la integración impropia de Riemann considera situaciones en donde la función no es acotada
sobre el intervalo de integración, el intervalo de integración no es acotado o ambas cosas.

Definición 4.1 (Integrales impropias de Riemann del primer tipo)

i) Dado a ∈ R, sea f : [a,∞) → R una función tal que f ∈ R[a, c] para todo c > a. La

integral impropia de Riemann de f sobre [a,∞) es definida como∫ ∞
a

f(x)dx := ĺım
c→∞

∫ c

a

f(x)dx

cuando el ĺımite de la derecha exista en R, en cuyo caso diremos que
∫∞
a
f(x)dx es conver-

gente. En caso contrario diremos que la integral es divergente.

ii) Dado b ∈ R, sea f : (−∞, b] → R una función tal que f ∈ R[c, b] para todo c < b. La

integral impropia de Riemann de f sobre (−∞, b] es definida como∫ b

−∞
f(x)dx := ĺım

c→−∞

∫ b

c

f(x)dx

cuando el ĺımite de la derecha exista en R, en cuyo caso diremos que
∫ b
−∞ f(x)dx es con-

vergente. En caso contrario diremos que la integral es divergente.

iii) Dado c ∈ R, sea f : R→ R una función tal que f ∈ R[a, c] para todo a < c y f ∈ R[c, b]

para todo b > c. La integral impropia de Riemann de f sobre R = (−∞,∞) es definida
como ∫ ∞

−∞
f(x)dx := ĺım

a→−∞

∫ c

a

f(x)dx+ ĺım
b→∞

∫ b

c

f(x)dx

168
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cuando los ĺımites de la derecha existan en R, en cuyo caso diremos que
∫∞
−∞ f(x)dx es

convergente. En caso contrario diremos que la integral es divergente. En cualesquiera de

los casos i), ii) o iii) diremos que f es una integral impropia de Riemann del primer

tipo.

Observación 4.2 i) La convergencia de
∫∞
−∞ f(x)dx requiere la convergencia por separado

de
∫ c
−∞ f(x)dx y de

∫∞
c
f(x)dx, la cual es una condición más fuerte que la existencia del

ĺımite ĺıma→∞
∫ a
−a f(x)dx. Consideremos por ejemplo, la función identidad, f(x) = x, de

R en R. En este caso ĺıma→∞
∫ a
−a f(x)dx = 0, pero ĺıma→−∞

∫ 0

a
f(x)dx y ĺıma→∞

∫ a
0
f(x)dx

divergen a ∞.

ii) La convergencia de
∫∞
−∞ f(x)dx es independiente de c. En efecto, supongamos que las

integrales
∫ d
−∞ f(x)dx y

∫∞
d
f(x)dx son convergentes para d < c. Entonces

ĺım
a→∞

∫ c

a

f(x)dx + ĺım
b→∞

∫ b

c

f(x)dx

= ĺım
a→∞

[∫ d

a

f(x)dx+

∫ c

d

f(x)dx

]
+ ĺım

b→∞

[∫ b

d

f(x)dx−
∫ c

d

f(x)dx

]
= ĺım

a→∞

∫ d

a

f(x)dx+ ĺım
b→∞

∫ b

d

f(x)dx.

El caso en que c < d es análogo.

Ejemplo 4.3 Sea p 6= 1. Entonces∫ c

1

1

xp
dx =

x1−p

1− p

∣∣∣c
1

=
c1−p

1− p
− 1

1− p

y para p = 1, ∫ c

1

1

x
dx = lnx

∣∣c
1

= ln c− ln 1 = ln c.

Como

ĺım
c→∞

[
c1−p

1− p
− 1

1− p

]
=

1

p− 1
para p > 1,

ĺım
c→∞

[
c1−p

1− p
− 1

1− p

]
=∞ para p < 1 y ĺım

c→∞
ln c =∞ para p = 1,

tenemos que la integral impropia de Riemann del primer tipo
∫∞
1

1
xp
dx es convergente si y

sólo si p > 1; en cuyo caso
∫∞
1

1
xp
dx = 1

p−1 .
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Definición 4.4 (Integrales impropias de Riemann del segundo tipo)

i) Dados a, b ∈ R con a < b, sea f : (a, b] → R una función tal que f ∈ R[c, b] para todo

c ∈ (a, b), pero que f(a+) ∈ {−∞,+∞}. La integral impropia de Riemann de f sobre

[a, b] es definida como ∫ b

a

f(x)dx := ĺım
c↓a

∫ b

c

f(x)dx

cuando el ĺımite de la derecha exista en R, en cuyo caso diremos que
∫ b
a
f(x)dx es conver-

gente. En caso contrario diremos que la integral es divergente.

ii) Dados a, b ∈ R con a < b, sea f : [a, b) → R una función tal que f ∈ R[a, c] para todo

c ∈ (a, b), pero que f(b−) ∈ {−∞,+∞}. La integral impropia de Riemann de f sobre

[a, b] es definida como ∫ b

a

f(x)dx := ĺım
c↑b

∫ c

a

f(x)dx

cuando el ĺımite de la derecha exista en R, en cuyo caso diremos que
∫ b
a
f(x)dx es conver-

gente. En caso contrario diremos que la integral es divergente.

iii) Dados a, b, c ∈ R con a < c < b, sea f : (a, b)→ R una función tal que f ∈ R[d, c] para

todo d > a y f ∈ R[c, e] para todo e < b, pero que f(a+), f(b−) ∈ {−∞,+∞}. La integral

impropia de Riemann de f sobre [a, b] es definida como∫ b

a

f(x)dx := ĺım
d↓a

∫ c

d

f(x)dx+ ĺım
e↑b

∫ e

c

f(x)dx

cuando los ĺımites de la derecha existan en R, en cuyo caso diremos que
∫ b
a
f(x)dx es con-

vergente. En caso contrario diremos que la integral es divergente.

iv) Sea c ∈ (a, b) tal que f ∈ R[a, d] para todo d ∈ (a, c) y f ∈ R[e, b] para todo e ∈ (c, b), pe-

ro que f(x) tiende a +∞ o −∞ cuando x tiende a c. La integral impropia de Riemann

de f sobre [a, b] es definida como∫ b

a

f(x)dx := ĺım
d↑c

∫ d

a

f(x)dx+ ĺım
e↓c

∫ b

e

f(x)dx

cuando los ĺımites de la derecha existan en R, en cuyo caso diremos que
∫ b
a
f(x)dx es con-

vergente. En caso contrario diremos que la integral es divergente.

v) Sea c ∈ (a, b) tal que f es Riemann integrable en [c, b] y también en todo subintervalo

cerrado de [a, c), pero f(c−) ∈ {−∞,+∞}. La integral impropia de Riemann de f

sobre [a, b] es definida como∫ b

a

f(x)dx := ĺım
d↑c

∫ d

a

f(x)dx+

∫ b

c

f(x)dx,
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cuando el ĺımite de la derecha exista en R, en cuyo caso diremos que
∫ b
a
f(x)dx es conver-

gente. En caso contrario diremos que la integral es divergente.

vi) Finalmente, sea c ∈ (a, b) tal que f es Riemann integrable en [a, c] y también en todo

subintervalo cerrado de (c, b], pero f(c+) ∈ {−∞,+∞}. La integral impropia de Rie-

mann de f sobre [a, b] es definida como∫ b

a

f(x)dx :=

∫ c

a

f(x)dx+ ĺım
e↓c

∫ b

e

f(x)dx

cuando el ĺımite de la derecha exista en R, en cuyo caso diremos que
∫ b
a
f(x)dx es con-

vergente. En caso contrario diremos que la integral es divergente. En cualesquiera de los

casos i)-vi) diremos que f es una integral impropia de Riemann del segundo tipo.

Observación 4.5 En la definición 4.4 iii), la convergencia de
∫ b
a
f(x)dx es independiente

de c, es decir, si c′ ∈ (a, b) es tal que
∫ c′
a
f(x)dx y

∫ b
c′
f(x)dx convergen, entonces

∫ b

a

f(x)dx =

∫ c′

a

f(x)dx+

∫ b

c′
f(x)dx.

La demostración es similar a la dada en la observación 4.2 ii).

Ejemplo 4.6 Sea p > 0. Entonces para p 6= 1,∫ 1

c

1

xp
dx =

x1−p

1− p

∣∣∣1
c

=
1

1− p
− c1−p

1− p

y para p = 1, ∫ 1

c

1

x
dx = lnx

∣∣1
c

= ln 1− ln c = − ln c.

Como

ĺım
c↓0

[
1

1− p
− c1−p

1− p

]
=

1

1− p
para 0 < p < 1,

ĺım
c↓0

[
1

1− p
− c1−p

1− p

]
=∞ para p > 1 y ĺım

c↓0
(− ln c) =∞ para p = 1,

tenemos que la integral impropia de Riemann del segundo tipo
∫ 1

0
1
xp
dx es convergente si y

sólo si 0 < p < 1; en cuyo caso
∫ 1

0
1
xp
dx = 1

1−p .
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A las “combinaciones”de integrales impropias de Riemann del primer y segundo tipo,
les llamaremos integrales impropias de Riemann del tercer tipo. Aśı, por ejemplo, si

para a, b ∈ R con a < b, se tiene que f(a+) es +∞ o −∞, f ∈ R[c, b] para todo c ∈ (a, b) y

f ∈ R[b, d] para todo d > b, entonces la integral impropia de Riemann del tercer tipo

es definida como ∫ ∞
a

f(x)dx :=

∫ b

a

f(x)dx+

∫ ∞
b

f(x)dx

cuando las integrales impropias del primer y segundo tipo de la derecha son convergentes, en

cuyo caso diremos que
∫∞
a
f(x)dx es convergente. En caso contrario diremos que la integral

es divergente.

Problemas

1. Determine la convergencia o divergencia de las siguientes integrales impropias del pri-
mer tipo.

a)
∫∞
0

cosxdx.

b)
∫∞
0
e−xdx.

c)
∫∞
−∞ e

−xdx.

d)
∫∞
−∞ e

−|x|dx.

2. Determine la convergencia o divergencia de las siguientes integrales impropias del se-
gundo tipo.

a)
∫ 1

0
lnxdx.

b)
∫ 1

0
(1− x2)−

1
2 dx.

c)
∫ 3

−2 (x+ 2)−
1
3 dx.

d)
∫ 4

2

[
x3 − (x− 2)−2

]
dx.

4.2. Criterios de convergencia para integrales impro-

pias del primer tipo

Notando la analoǵıa entre la convergencia o divergencia de una integral impropia de
Riemann con la convergencia o divergencia de una serie, es de esperarse, como lo veremos en
esta sección, la existencia de criterios de convergencia para integrales impropias análogas a
los criterios de convergencia para series. Con el propósito de simplificar nuestra exposición,

formularemos los resultados únicamente para integrales impropias de la forma
∫∞
a
f(x)dx,
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a ∈ R; aunque, obviamente, se tienen resultados análogos para las demás integrales impropias
del primer tipo.

El más sencillo de los criterios de convergencia se refiere al caso de integrandos positivos.

Proposición 4.7 Sea f : [a,∞)→ R una función no negativa tal que f ∈ R[a, b] para todo

b > a. Entonces
∫∞
a
f(x)dx converge si y sólo si existe una constante M > 0 tal que∫ b

a

f(x)dx ≤M para todo b > a. (4.1)

Demostración. Notemos que
∫ b
a
f(x)dx es una función no decreciente de b. Luego∫ ∞

a

f(x)dx = ĺım
b→∞

∫ b

a

f(x)dx = sup
b>a

∫ b

a

f(x)dx ∈ [0,∞)

si y sólo si existe M > 0 tal que (4.1) se cumple.

El siguiente criterio de convergencia se puede demostrar mediante una aplicación de la
proposición 4.7, por lo que los detalles de su prueba se dejan como ejercicio al lector.

Proposición 4.8 (Criterio de comparación para integrales impropias del primer tipo) Sean

f, g : [a,∞)→ R, con g no negativa, tales que |f |, g ∈ R[a, c] para todo c > a. Si existe B ≥ a

tal que |f(x)| ≤ g(x) para todo x ≥ B y
∫∞
a
g(x)dx es convergente, entonces

∫∞
a
|f(x)|dx es

convergente.

Proposición 4.9 (Criterio del cociente para integrales impropias del primer tipo) Sean f, g :

[a,∞)→ R con f ≥ 0 y g > 0. Si

ĺım
x→∞

f(x)

g(x)
= c, donde 0 < c <∞,

entonces
∫∞
a
f(x)dx es convergente si y sólo si

∫∞
a
g(x)dx lo es.

Demostración. Supongamos que
∫∞
a
f(x)dx es convergente. Por hipótesis, para ε = c

2
,

existe B ≥ a tal que ∣∣∣∣f(x)

g(x)
− c
∣∣∣∣ < c

2
para todo x ≥ B,

o equivalentemente

c

2
<
f(x)

g(x)
<

3c

2
para todo x ≥ B. (4.2)
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De esta manera, g(x) <
(
2
c

)
f(x) para todo x ≥ B, y aśı, por la proposición 4.8, se sigue que∫∞

a
g(x)dx es convergente.

Supongamos ahora que
∫∞
a
g(x)dx es convergente. De (4.2) obtenemos que

f(x) <

(
3c

2

)
g(x) para todo x ≥ B,

y entonces, nuevamente por la proposición 4.8, obtenemos que
∫∞
a
f(x)dx es convergente.

Ejemplo 4.10 Consideremos la integral impropia∫ ∞
0

x

(1 + x)p
dx, donde p ∈ R.

Sean f(x) = x
(1+x)p

y g(x) = 1
xp−1 para x > 0, entonces

f(x)

g(x)
=

xp

(1 + x)p
→ 1 cuando x→∞.

Como ∫ ∞
0

1

(x+ 1)p−1
dx =

∫ ∞
1

1

xp−1
dx,

se sigue del ejemplo 4.3 y la proposición 4.42 que
∫∞
0

x
(1+x)p

dx converge si y sólo si p > 2.

Al igual que para series, se tiene la siguiente definición.

Definición 4.11 Sea
∫∞
a
f(x)dx una integral impropia.

i) Si
∫∞
a
|f(x)|dx es convergente, diremos que la integral impropia

∫∞
a
f(x)dx es absoluta-

mente convergente.

ii) Si
∫∞
a
f(x)dx es convergente, pero

∫∞
a
|f(x)|dx =∞, diremos que

∫∞
a
f(x)dx es condi-

cionalmente convergente.

En el caso i) se dice también que f es absolutamente integrable sobre [a,∞).

Ejemplo 4.12 Sea f : [0,∞)→ R definida por

f(x) =
∞∑
n=1

(−1)n+1

n
1[n−1,n)(x).
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Notemos que∫ n

0

f(x)dx =

∫ 1

0

f(x)dx+

∫ 2

1

f(x)dx+ · · ·+
∫ n

n−1
f(x)dx = 1− 1

2
+ · · ·+ (−1)n+1 1

n
. (4.3)

Aśı, si b > 0, tomando n ∈ N tal que n− 1 ≤ b ≤ n obtenemos que∫ n−1

0

f(x)dx ≤
∫ b

0

f(x)dx ≤
∫ n

0

f(x)dx si n es impar, (4.4)

y ∫ n

0

f(x)dx ≤
∫ b

0

f(x)dx ≤
∫ n−1

0

f(x)dx si n es par. (4.5)

Por el criterio de las series alternantes (véase la proposición 2.76 en Pérez et al. [25]), la

serie
∑∞

n=1
(−1)n+1

n
converge, digamos a S. Mostraremos que

∫∞
0
f(x)dx = S.

Sea ε > 0, de (4.3) observamos que existe N ∈ N tal que∣∣∣∣∫ n

0

f(x)dx− S
∣∣∣∣ < ε para todo n ≥ N − 1.

Dado b ≥ N , sea n ∈ N tal que n− 1 ≤ b ≤ n. Entonces de (4.4) y (4.5), se sigue que∣∣∣∣∫ b

0

f(x)dx− S
∣∣∣∣ ≤ máx

{∣∣∣∣∫ n−1

0

f(x)dx− S
∣∣∣∣ , ∣∣∣∣∫ n

0

f(x)dx− S
∣∣∣∣} < ε.

Por lo tanto
∫∞
0
f(x)dx es convergente. Sin embargo, como∫ n

0

|f(x)|dx = 1 +
1

2
+ · · ·+ 1

n

y la serie armónica
∑∞

n=1
1
n

diverge a ∞, entonces∫ n

0

|f(x)|dx =∞.

Tenemos aśı que
∫∞
0
f(x)dx es condicionalmente convergente.

Para demostrar que la convergencia absoluta de una integral impropia implica su con-
vergencia, requerimos el siguiente resultado.
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Lema 4.13 Si F : [a,∞) → R, entonces ĺımx→∞ F (x) existe si y sólo si para cada ε > 0,

existe B > a tal que

|F (x)− F (y)| < ε para todo x, y ≥ B.

Demostración. Supongamos que ĺımx→∞ F (x) existe, digamos ĺımx→∞ F (x) = S. En-

tonces, dado ε > 0, existe B > a tal que

|F (x)− S| < ε

2
para todo x ≥ B.

Luego,

|F (x)− F (y)| ≤ |F (x)− S|+ |F (y)− S| < ε

2
+
ε

2
= ε para todo x, y ≥ B.

Para el rećıproco, consideremos una sucesión {xn} en R con ĺımxn = ∞. Entonces,

tomando N ∈ N tal que xn ≥ B para todo n ≥ N , obtenemos

|F (xn)− F (xm)| < ε para todo m,n ≥ N,

y aśı, {F (xn)} es una sucesión de Cauchy en R, y por lo tanto converge; digamos a c ∈ R. Co-

mo esto es válido para cualquier sucesión en R que diverge a∞, se sigue que ĺımx→∞ F (x) = c.

Proposición 4.14 Si la integral impropia
∫∞
a
f(x)dx es absolutamente convergente, enton-

ces es convergente.

Demostración. Dado ε > 0, se tiene por el lema 4.13 que existe B > a tal que∣∣∣∣∫ x

a

|f(t)|dt−
∫ y

a

|f(t)|dt
∣∣∣∣ < ε para todo x, y ≥ B.

Entonces∣∣∣∣∫ x

a

f(t)dt−
∫ y

a

f(t)dt

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ y

x

f(t)dt

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∫ y

x

|f(t)|dt
∣∣∣∣ < ε para todo x, y ≥ B.

Aśı, el resultado se sigue aplicando nuevamente el lema 4.13.

Finalizaremos esta sección con un criterio que relaciona la convergencia de una serie de
números reales no negativos con la convergencia de una integral impropia del primer tipo.

Proposición 4.15 (Criterio de la integral) Sea f una función no negativa y decreciente en

[1,∞). Entonces la serie
∑∞

n=1 f(n) converge si y sólo si la integral impropia
∫∞
1
f(x)dx

converge.
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Demostración. Como f es monótona decreciente, se sigue del teorema 1.9 que f ∈
R[1, b] para cualquier b > 1. También, claramente

f(k) ≤
∫ k

k−1
f(x)dx ≤ f(k − 1), k = 2, 3, . . . .

Por lo tanto, para cualquier n ∈ N

f(2) + f(3) + · · ·+ f(n) ≤
∫ n

1

f(x)dx ≤ f(1) + f(2) + · · ·+ f(n− 1).

Como f es no negativa, esto demuestra lo deseado.

Problemas
1. Demuestre la proposición 4.8.

2. Demuestre lo siguiente.

a) Si en la proposición 4.42, c = 0, entonces la convergencia de
∫∞
a
g(x)dx implica la

de
∫∞
a
f(x)dx. En este caso, mediante un contraejemplo, demuestre que el rećıproco

no es válido.
b) Si en la proposición 4.42, c = ∞, entonces la divergencia de

∫∞
a
g(x)dx implica la

divergencia de
∫∞
a
f(x)dx.

3. Determine si las siguientes integrales impropias son convergentes o no.

a)
∫∞
1

x√
x5+1

dx.

b)
∫∞
1

x2√
x5+1

dx.

c)
∫∞
2

x2

x4+2x2−3dx.

d)
∫∞
1

lnx
x+2

dx.

4. Determine el valor de α para el que la integral impropia
∫∞
2

(
αx
x2+1
− 1

2x+1

)
dx es con-

vergente y calcule su valor.

5. Determine los números naturales n para los que la integral In =
∫∞
0

1
1+xn

dx es conver-

gente. Determine el ĺımite de la sucesión Jn =
∫∞
1

1
1+xn

dx cuando n→∞ y úselo para

obtener el ĺımite de In.

6. Si
∫∞
a
f(x)dx es absolutamente convergente, demuestre que∣∣∣∣∫ ∞

a

f(x)dx

∣∣∣∣ ≤ ∫ ∞
a

|f(x)|dx.
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7. Demuestre que la integral impropia
∫∞
1

cosx
xp
dx es absolutamente convergente para p > 1

y condicionalmente convergente para 0 < p ≤ 1.

4.3. Criterios de convergencia para integrales impro-

pias del segundo tipo

Al igual que en la sección anterior, con el propósito de simplificar nuestra exposición,
formularemos los resultados únicamente para integrales impropias del segundo tipo de la

forma
∫ b
a
f(x)dx, −∞ < a < b < ∞, donde f(b−) es +∞ o −∞ y f ∈ R[a, c] para

todo c ∈ (a, b); aunque, obviamente, se tienen resultados análogos para las demás integrales

impropias del segundo tipo.

Las tres proposiciones siguientes son los respectivos análogos de las proposiciones 4.7,
4.8 y 4.42 para el caso de integrales impropias de Riemann del segundo tipo. A manera

de ilustración daremos la demostración de la tercera (criterio del cociente para integrales

impropias del segundo tipo).

Proposición 4.16 Sea f : [a, b)→ R una función no negativa tal que f ∈ R[a, c] para todo

c ∈ (a, b) y f(b−) =∞. Entonces
∫ b
a
f(x)dx converge si y sólo si existe una constante M > 0

tal que ∫ c

a

f(x)dx ≤M para todo a < c < b.

Proposición 4.17 (Criterio de comparación para integrales impropias del segundo tipo)

Sean f, g : [a, b) → R, con g no negativa, tales que |f |, g ∈ R[a, c] para todo c ∈ (a, b) y

|f(x)|, g(x)→∞ cuando x ↑ b. Si existe B ∈ [a, b) tal que |f(x)| ≤ g(x) para todo x ∈ [B, b)

y
∫ b
a
g(x)dx es convergente, entonces

∫ b
a
|f(x)|dx es convergente.

Proposición 4.18 (Criterio del cociente para integrales impropias del segundo tipo) Sean

f, g : [a, b) → R, con f ≥ 0 y g > 0, tales que f, g ∈ R[a, c] para todo c ∈ (a, b) y

f(x), g(x)→∞ cuando x ↑ b. Si

ĺım
x↑b

f(x)

g(x)
= c, donde 0 < c <∞,

entonces
∫ b
a
f(x)dx es convergente si y sólo si

∫ b
a
g(x)dx lo es.
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Demostración. Supongamos que
∫ b
a
f(x)dx es convergente. Por hipótesis, para ε = c

2
,

existe δ > 0 tal que ∣∣∣∣f(x)

g(x)
− c
∣∣∣∣ < c

2
para todo x ∈ (b− δ, b),

o equivalentemente

c

2
<
f(x)

g(x)
<

3c

2
para todo x ∈ (b− δ, b). (4.6)

De esta manera, g(x) <
(
2
c

)
f(x) para todo x ∈ (b− δ, b), y aśı, por la proposición 4.17 (con

B = b− δ), se sigue que
∫ b
a
g(x)dx es convergente.

Supongamos ahora que
∫ b
a
g(x)dx es convergente. De (4.6) obtenemos que

f(x) <

(
3c

2

)
g(x) para todo x ∈ (b− δ, b),

y entonces, nuevamente por la proposición 4.17, obtenemos que
∫ b
a
f(x)dx es convergente.

Ejemplo 4.19 Consideremos la integral impropia∫ 1

0

1

(x3 − 1)
1
3

dx.

Como x3 − 1 = (x− 1)(x2 + x+ 1), tenemos que

ĺım
x↑1

(x− 1)
1
3

(x3 − 1)
1
3

= ĺım
x↑1

1

(x2 + x+ 1)
1
3

=

(
1

3

) 1
3

.

Luego, debido a que la integral impropia
∫ 1

0
1

(x−1)
1
3
dx es convergente (véase el ejemplo 4.6),

se sigue de la proposición 4.18 que
∫ 1

0
1

(x3−1)
1
3
dx es convergente.

Los conceptos de convergencia absoluta y convergencia condicional para integrales im-

propias del segundo tipo es análoga a la de integrales impropias del primer tipo (sólo debe

cambiarse ∞ por b); y al igual que en ese caso, si una integral impropia del segundo tipo es

absolutamente convergente, entonces es convergente.
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Problemas
1. Demuestre lo siguiente.

a) Si en la proposición 4.18, c = 0, entonces la convergencia de
∫ b
a
g(x)dx implica la de∫ b

a
f(x)dx.

b) Si en la proposición 4.18, c = ∞, entonces la divergencia de
∫ b
a
g(x)dx implica la

divergencia de
∫ b
a
f(x)dx.

2. Determine si las siguientes integrales impropias son convergentes o no.

a)
∫ π

2

0
1

cosx
dx.

b)
∫ π
0

sen2 x√
x
dx.

c)
∫ 1

0
ln
(

1
1−x

)
dx.

d)
∫ 1

0
lnx
1−xdx.

3. Determine los valores de α, β > 0 para los cuales la integral impropia
∫ 1

0
1

xα(1−x)β dx es

convergente.

4. Demuestre que

ĺım
x↓0

x

∫ 1

x

cos t

t2
dt = 1.

¿Es la integral impropia
∫ 1

0
cosx
x2
dx convergente o divergente?

4.4. Ejemplos de convergencia para integrales impro-

pias del tercer tipo

Recordemos que una integral impropia del tercer tipo se puede descomponer en una
suma de integrales impropias del primer tipo e integrales impropias del segundo tipo. De
esta manera, la integral impropia converge, si cada uno de los sumandos es una integral
impropia convergente; y diverge, si al menos uno de los sumandos es una integral impropia
divergente. En estos casos, entonces, se hace uso de los criterios de convergencia tanto de
integrales impropias del primer tipo como del segundo tipo.

Ejemplo 4.20 Consideremos la integral impropia∫ ∞
0

f(x)dx, donde f(x) =
e−x

x
1
3

, x > 0.
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Como f(0+) =∞, f ∈ R[c, 1] para todo c > 0 y f ∈ R[1, d] para todo d > 1, tenemos que∫ ∞
0

e−x

x
1
3

dx =

∫ 1

0

e−x

x
1
3

dx+

∫ ∞
1

e−x

x
1
3

dx.

Ahora, como 0 ≤ e−x

x
1
3
≤ 1

x
1
3

para todo 0 < x ≤ 1 y
∫ 1

0
1

x
1
3
dx es convergente (véase el

ejemplo 4.6), se sigue del criterio de comparación para integrales impropias del segundo

tipo (proposición 4.17) que
∫ 1

0
e−x

x
1
3
dx es convergente. También, debido a que 0 ≤ e−x

x
1
3
≤ e−x

para todo x ≥ 1 y
∫∞
1
e−xdx es convergente (véase el problema 1 b) de la sección 4.1), se

sigue del criterio de comparación para integrales impropias del primer tipo (proposición 4.8)

que
∫∞
1

e−x

x
1
3
dx es convergente. Por lo tanto la integral impropia del tercer tipo

∫∞
0

e−x

x
1
3
dx es

convergente.

Ejemplo 4.21 Sean p, q > 0. Consideremos la integral impropia∫ ∞
0

1

xp + xq
dx.

Análogamente al ejemplo 4.20, obtenemos aqúı que∫ ∞
0

1

xp + xq
dx =

∫ 1

0

1

xp + xq
dx+

∫ ∞
1

1

xp + xq
dx.

Notemos que para p = q, la convergencia de la integral impropia del segundo tipo
∫ 1

0
1

2xp

excluye la del primer tipo
∫∞
1

1
2xp
dx y viceversa (véase los ejemplos 4.3 y 4.6).

Supongamos ahora que p < q. Como xp + xq = xp(1 + xq−p), tenemos que

ĺım
x↓0

xp

xp + xq
= ĺım

x↓0

1

1 + xq−p
= 1.

Luego, debido a que la integral impropia
∫ 1

0
1
xp
dx converge si y sólo si 0 < p < 1, se sigue de

la proposición 4.18 que
∫ 1

0
1

xp+xq
dx converge para 0 < p < 1.

Ahora, debido a que xp + xq = xq(1 + xp−q),

ĺım
x→∞

xq

xp + xq
= ĺım

x→∞

1

1 + xp−q
= 1.

Como la integral impropia
∫∞
1

1
xq
dx converge si y sólo si q > 1, se sigue de la proposición

4.42 que
∫∞
1

1
xp+xq

dx converge para q > 1.
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Notado la simetŕıa en p y q del integrando, concluimos que la integral impropia
∫∞
0

1
xp+xq

dx

converge en cualesquiera de las siguientes dos situaciones:

0 < p < 1 y q > 1 ó p > 1 y 0 < q < 1;

y diverge en cualquier otro caso.

Ejemplo 4.22 Consideremos la integral impropia∫ ∞
−∞

1

x2 − x
dx. (4.7)

En este caso tenemos que

∫ ∞
−∞

1

x2 − x
dx =

∫ −1
−∞

1

x2 − x
dx+

∫ 0

−1

1

x2 − x
dx+

∫ 1
2

0

1

x2 − x
dx (4.8)

+

∫ 1

1
2

1

x2 − x
dx+

∫ 2

1

1

x2 − x
dx+

∫ ∞
2

1

x2 − x
dx

Para que la integral impropia del tercer tipo (4.7) sea convergente, cada una de las integrales

impropias del primer tipo, segundo tipo, segundo tipo, segundo tipo, segundo tipo y tercer

tipo, respectivamente, de la parte derecha de (4.8) deben ser convergentes. Sin embargo,

como x2 − x = x(x− 1),

ĺım
x↓0

x

x2 − x
= ĺım

x↓0

1

x− 1
= −1

y
∫ 1

2

0
1
x
dx es divergente (véase el ejemplo 4.6), se sigue de la proposición 4.18 que

∫ 1
2

0
1

x2−xdx

es divergente. Por lo tanto, la integral impropia del tercer tipo (4.7) es divergente.

Ejemplo 4.23 Consideremos la integral impropia∫ ∞
0

senx

x
dx. (4.9)

Aparentemente, el integrando muestra una singularidad en x = 0; sin embargo, por la regla
de l’Hôpital, tenemos que

ĺım
x↓0

senx

x
= ĺım

x↓0
cosx = 1,

de manera que para f(x) = senx
x

, x > 0, tenemos que f(0+) = 1, y aśı, la integral (4.9) es,

en realidad, una integral impropia del primer tipo.
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Definiendo

f(x) =

{
1, si x = 0
senx
x

, si x > 0,

tenemos que f ∈ R[0, 1]. Luego∫ ∞
0

senx

x
dx =

∫ 1

0

f(x)dx+

∫ ∞
1

senx

x
dx.

De esta manera, para determinar la convergencia de la integral (4.9), basta con demostrar

que la integral impropia
∫∞
1

senx
x
dx es convergente.

Usando integración por partes, puede verse que para todo c > 1 se cumple∫ c

1

senx

x
dx = −cos c

c
+ cos 1−

∫ c

1

cosx

x2
dx.

Por lo tanto ∫ ∞
1

senx

x
dx = cos 1−

∫ ∞
1

cosx

x2
dx. (4.10)

Como
∫∞
1

1
x2
dx es convergente (véase el ejemplo 4.3) y

∣∣ cosx
x2

∣∣ ≤ 1
x2

para todo x ≥ 1, se

sigue por la proposición 4.8 que
∫∞
1

cosx
x2
dx es convergente (absolutamente) y aśı, de (4.10),

obtenemos que
∫∞
1

senx
x
dx es convergente.

Problemas
1. Demuestre que la integral impropia del ejemplo 4.23 no es absolutamente convergente.

2. Determine si las siguientes integrales impropias son convergentes o no.

a)
∫∞
0

1√
2x5+x2

dx.

b)
∫∞
0

1√
x(x+2)

dx.

c)
∫∞
0

1−cosx
x2

dx.

3. Determine los valores de a ∈ R para los cuales la integral impropia
∫∞
0
xae−xdx es

convergente y los valores para los cuales es divergente.

4.5. Funciones definidas por integrales

En esta sección analizaremos algunas propiedades de funciones que son definidas por
medio de integrales ordinarias de Riemann y funciones que son definidas por integrales
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impropias de Riemann; y aplicaremos tales propiedades para obtener el ĺımite de algunas
integrales impropias de Riemann convergentes.

Sean a, b, c, d ∈ R con a < b y c < d. Claramente, si f : [a, b] × [c, d] → R es continua,

entonces f(·, t) es una función continua en [a, b] para cada t ∈ [c, d] fijo; y también f(x, ·)
es continua en [c, d] para cada x ∈ [a, b] fijo. De esta manera, f(x, ·) ∈ R[c, d] para cada

x ∈ [a, b]. Podemos aśı, definir

I(x) =

∫ d

c

f(x, t)dt, x ∈ [a, b]. (4.11)

La demostración del siguiente resultado es sencilla y se deja como ejercicio al lector.

Proposición 4.24 La función I : [a, b]→ R definida en (4.11) es continua.

Observación 4.25 Por el corolario 3.59, se sigue que∫ β

α

I(x)dx =

∫ d

c

dt

∫ β

α

f(x, t)dx

para cualesquiera α, β ∈ [a, b], α ≤ β.

El siguiente teorema es un caso particular del teorema 3.19 (véase la observación 3.20 y

tómese F (t) = t para todo t ∈ [c, d]).

Teorema 4.26 Si ∂f
∂x

existe y es continua en [a, b] × [c, d], entonces I es diferenciable en

[a, b] e

I ′(x) =

∫ d

c

∂f

∂x
(x, t)dt.

Ejemplo 4.27 Dado b > 0, consideremos la función

I(x) =

∫ b

0

1

x+ t2
dt, x > 0.

Del teorema 4.26 se sigue que

I ′(x) = −
∫ b

0

1

(x+ t2)2
dt para todo x > 0.
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Luego ∫ b

0

1

(x+ t2)2
dt = −I ′(x) para todo x > 0.

Es fácil ver que I(x) = 1√
x

arctan b√
x
; y aśı I ′(x) = −1

2
x

3
2

(
arctan b√

x
+
√
x

x+b2

)
. Por lo tanto

∫ b

0

1

(x+ t2)2
dt =

1

2
x

3
2

(
arctan

b√
x

+

√
x

x+ b2

)
.

En particular, ∫ b

0

1

(1 + t2)2
dt =

1

2

(
arctan b+

1

1 + b2

)
.

Consideremos ahora a, b, c ∈ R con a < b. Si f : [a, b]× [c,∞)→ R es continua, entonces

f(·, t) es una función continua en [a, b] para cada t > c fijo; y también f(x, ·) es continua en

[c,∞) para cada x ∈ [a, b] fijo. De esta manera, para cada x ∈ [a, b], f(x, ·) ∈ R[c, d] para

todo d > c. Si para cada x ∈ [a, b],
∫∞
c
f(x, t)dt es convergente, podemos entonces definir la

función

I(x) =

∫ ∞
c

f(x, t)dt, x ∈ [a, b]. (4.12)

Proposición 4.28 Si
∫∞
c
f(·, t)dt converge uniformemente, en [a, b], a la función I definida

en (4.12), entonces I es continua.

Demostración. Sea ε > 0. Como
∫∞
c
f(·, t)dt converge uniformemente a I, existe d > c

tal que ∣∣∣∣I(x)−
∫ d

c

f(x, t)dt

∣∣∣∣ < ε

3
para todo x ∈ [a, b]. (4.13)

Fijemos ahora y ∈ [a, b]. Debido a que f es continua en [a, b]× [c,∞), existe δ > 0 tal que

|f(y, t)− f(x, t)| < ε

3(d− c)
cuando |y − x| < δ. (4.14)

De (4.13) y (4.14) obtenemos

|I(y)− I(x)| ≤
∣∣∣∣I(y)−

∫ d

c

f(y, t)dt

∣∣∣∣+

∣∣∣∣I(x)−
∫ d

c

f(x, t)dt

∣∣∣∣+

∫ d

c

|f(y, t)− f(x, t)| dt < ε

cuando |y− x| < δ. Como y ∈ [a, b] es arbitrario, se concluye entonces que I es continua.
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Proposición 4.29 Bajo las hipótesis de la proposición 4.28, se tiene que∫ β

α

dx

∫ ∞
c

f(x, t)dt =

∫ ∞
c

dt

∫ β

α

f(x, t)dx (4.15)

para cualesquiera α, β ∈ [a, b], α ≤ β.

Demostración. Para cualquier d > c, se sigue del corolario 3.59 que∫ d

c

dt

∫ β

α

f(x, t)dx =

∫ β

α

(∫ d

c

f(x, t)dt

)
dx

para cualesquiera α, β ∈ [a, b], α ≤ β. Aśı, el resultado se sigue haciendo d → ∞ y usando

la convergencia uniforme, en [a, b], de
∫∞
c
f(·, t)dt (véase el teorema 2.32).

Ejemplo 4.30 Dado y > 1, consideremos la integral impropia∫ ∞
0

e−t − e−ty

t
dt. (4.16)

Notemos que

g(t) =

{
y − 1, si t = 0
e−t−e−ty

t
, si t > 0

es continua en [0,∞). En efecto, la continuidad de g en (0,∞) es clara, y para t = 0,

tenemos por la regla de L′Hôpital que

ĺım
t→0

e−t − e−ty

t
= ĺım

t→0
(−e−t + ye−ty) = y − 1,

lo cual prueba la continuidad de g en t = 0. Tenemos, de esta manera, demostrado que la

integral impropia (4.16) es del primer tipo.

Notemos ahora que ∫ y

1

e−txdx =
e−t − e−ty

t

y ∫ ∞
0

e−txdt = ĺım
b→∞

∫ b

0

e−txdt = ĺım
b→∞

1

x
(1− e−bx) =

1

x
. (4.17)

Claramente, el ĺımite en (4.17) es uniforme en [1, y], pues dado ε > 0,∣∣∣∣1x(1− e−bx)− 1

x

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣1xe−bx
∣∣∣∣ ≤ e−b < ε



CAPÍTULO 4. INTEGRALES IMPROPIAS DE RIEMANN 187

para todo x ∈ [1, y] con b suficientemente grande. Tenemos aśı, por la proposición 4.29, que∫ ∞
0

e−t − e−ty

t
dt =

∫ ∞
0

∫ y

1

e−txdxdt =

∫ y

1

dx

∫ ∞
0

e−txdt =

∫ y

1

1

x
dx = ln y − ln 1 = ln y.

Teorema 4.31 Si ∂f
∂x

existe y es continua en [a, b]× [c,∞) y la integral
∫∞
c

∂f(·,t)
∂x

dt es uni-

formemente convergente en [a, b], entonces I es diferenciable en [a, b] e

I ′(x) =

∫ ∞
c

∂f

∂x
(x, t)dt.

Demostración. Sea p ∈ [a, b]. Como
∫∞
c
f(·, t)dt converge a I, dado ε > 0, existe M0 > c

tal que ∣∣∣∣∫ d

c

f(p, t)dt−
∫ e

c

f(p, t)dt

∣∣∣∣ < ε

2(b− a+ 1)
para todo e, d ≥M0. (4.18)

Denotando por J al ĺımite uniforme de
∫∞
c

∂f(·,t)
∂x

dt en [a, b], tenemos que existe M1 > c tal
que

sup
a≤x≤b

∣∣∣∣∫ d

c

∂f

∂x
(x, t)dt− J(x)

∣∣∣∣ < ε

4(b− a+ 1)
para todo d ≥M1. (4.19)

Luego por la desigualdad del triángulo

sup
a≤x≤b

∣∣∣∣∫ d

c

∂f

∂x
(x, t)dt−

∫ e

c

∂f

∂x
(x, t)dt

∣∣∣∣ < ε

2(b− a+ 1)
para todo e, d ≥M1. (4.20)

Ahora, dados cualesquiera dos puntos distintos x1, x2 ∈ [a, b], tenemos por el teorema 4.26

y el teorema del valor medio aplicado a
∫ d
c
f(·, t)dt−

∫ e
c
f(·, t)dt que existe un punto z entre

x1 y x2 tal que[∫ d

c

f (x2, t) dt−
∫ e

c

f (x2, t) dt

]
−

[∫ d

c

f (x1, t) dt−
∫ e

c

f (x1, t) dt

]
= (x2 − x1)

[∫ d

c

∂f(z, t)

∂x
dt−

∫ e

c

∂f(z, t)

∂x
dt

]
.

Tenemos aśı, de (4.20), que∣∣∣∣[∫ d

c

f (x2, t) dt−
∫ e

c

f (x2, t) dt

]
−
[∫ d

c

f (x1, t) dt−
∫ e

c

f (x1, t) dt

]∣∣∣∣
<
|x2 − x1| ε

2(b− a+ 1)
para todo e, d ≥M1. (4.21)
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Consideremos ahora un punto x ∈ [a, b]\{p} y M = máx {M0,M1}. Entonces tomando

x1 = p y x2 = x obtenemos de (4.21) que∣∣∣∣∫ d

c

f (x, t) dt−
∫ e

c

f (x, t) dt

∣∣∣∣ − ∣∣∣∣∫ d

c

f (p, t) dt−
∫ e

c

f (p, t) dt

∣∣∣∣
<

|x− p| ε
2(b− a+ 1)

para todo e, d ≥M.

Luego de (4.18), para todo x ∈ [a, b] (incluyendo x = p),∣∣∣∣∫ d

c

f (x, t) dt−
∫ e

c

f (x, t) dt

∣∣∣∣ < (1 + |x− p|) ε
2(b− a+ 1)

≤ ε

2
< ε para todo e, d ≥M.

Se sigue aśı que
∫∞
c
f(·, t)dt converge uniformemente a I en [a, b].

Consideremos ahora x ∈ (a, b) y tomemos h 6= 0 de manera que x + h ∈ [a, b]. Entonces

por (4.21) con x1 = x y x2 = x+ h tenemos∣∣∣∣∣
∫ d
c
f(x+ h, t)dt−

∫ d
c
f(x, t)dt

h
−
∫ e
c
f(x+ h, t)dt−

∫ e
c
f(x, t)dt

h

∣∣∣∣∣
<

ε

2(b− a+ 1)
para todo e, d ≥M. (4.22)

Haciendo e→∞ en (4.22) obtenemos que∣∣∣∣∣
∫ d
c
f(x+ h, t)dt−

∫ d
c
f(x, t)dt

h
− I(x+ h)− I(x)

h

∣∣∣∣∣ < ε

2(b− a+ 1)
para todo d ≥M.

(4.23)

Usando de nuevo el teorema 4.26 tenemos que existe δ > 0 tal que∣∣∣∣∣
∫ d
c
f(x+ h, t)dt−

∫ d
c
f(x, t)dt

h
−
∫ d

c

∂f

∂x
(x, t)dt

∣∣∣∣∣ < ε

4(b− a+ 1)
cuando 0 < |h| < δ.

(4.24)

Entonces, mediante el uso de la desigualdad del triángulo, se sigue de (4.23), (4.24) y (4.19)
que∣∣∣∣I(x+ h)− I(x)

h
− J(x)

∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣I(x+ h)− I(x)

h
−
∫ d
c
f(x+ h, t)dt−

∫ d
c
f(x, t)dt

h

∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣
∫ d
c
f(x+ h, t)dt−

∫ d
c
f(x, t)dt

h
−
∫ d

c

∂f

∂x
(x, t)dt

∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∫ d

c

∂f

∂x
(x, t)dt− J(x)

∣∣∣∣ < ε

b− a+ 1
< ε para 0 < |h| < δ.
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Tenemos aśı que I ′(x) existe y que es igual a J(x) =
∫∞
c

∂f
∂x

(x, t)dt. El argumento anterior es

también válido cuando x = a y cuando x = b, tomando respectivamente, h > 0 y h < 0.

Ejemplo 4.32 Dado x ≥ 0, consideremos la integral impropia∫ ∞
0

sen t

t
e−txdt. (4.25)

Como

ĺım
t→0

sen t

t
e−tx = 1,

la integral impropia (4.25) es del primer tipo.

Sean

I(x) =

∫ ∞
0

sen t

t
e−txdt y f(x, t) =

sen t

t
e−tx.

Entonces
∂f

∂x
(x, t) = −e−tx sen t,

la cual es continua para todo t ≥ 0 y todo x ≥ 0.

Como ∣∣∣∣sen t

t
e−tx

∣∣∣∣ ≤ e−tx para todo x > 0,

y
∫∞
0
e−txdt es convergente (véase (4.17)) para x > 0, se sigue del criterio de comparación

para integrales impropias del primer tipo (proposición 4.8) que

I(x) =

∫ ∞
0

sen t

t
e−txdt es convergente para x > 0.

La convergencia de I(0) se demostró en el ejemplo 4.23.

Además,∫ ∞
0

∂f

∂x
(x, t)dt = −

∫ ∞
0

e−tx sen tdt = − ĺım
c→∞

∫ c

0

e−tx sen tdt

= ĺım
c→∞

[
e−cx(x sen c+ cos c)

1 + x2
− 1

1 + x2

]
= − 1

1 + x2
. (4.26)

Notemos que la convergencia en (4.26) es uniforme para x ∈ [a, b] con 0 < a < b <∞, pues

dado ε > 0, ∣∣∣∣e−cx(x sen c+ cos c)

1 + x2

∣∣∣∣ ≤ (b+ 1)e−ca < ε
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para todo x ∈ [a, b] con c suficientemente grande. Tenemos aśı, del teorema 4.31, que I(x)

es diferenciable en [a, b] e

I ′(x) =

∫ ∞
0

∂f

∂x
(x, t)dt = − 1

1 + x2
. (4.27)

Como a y b son números positivos arbitrarios (con a < b), (4.27) es válido para todo x > 0.

por lo tanto

I(x) = −
∫

1

1 + x2
dx = − arctanx+ C. (4.28)

Para determinar la constante C, probaremos primero que
∫∞
0

sen t
t
e−txdt es uniformemente

convergente para x ≥ 0. Consideremos pues, ε > 0. Notemos que para todo x ≥ 0,∣∣∣∣I(x)−
∫ c

0

sen t

t
e−txdt

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ ∞
c

sen t

t
e−txdt

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ ĺım
d→∞

∫ d

c

sen t

t
e−txdt

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ ĺım
d→∞

[
e−cx

cos c

c
− e−dx cos d

d
−
∫ d

c

(1 + tx)e−tx
cos t

t2
dt

]∣∣∣∣
=

∣∣∣∣e−cx cos c

c
−
∫ ∞
c

(1 + tx)e−tx cos t

t2
dt

∣∣∣∣
≤ e−cx| cos c|

c
+

∫ ∞
c

∣∣∣∣(1 + tx)e−tx cos t

t2

∣∣∣∣ dt.
Ahora, como ∣∣∣∣(1 + tx) cos t

t2etx

∣∣∣∣ ≤ 1

t2
para todo x ≥ 0,

Obtenemos que∣∣∣∣I(x)−
∫ c

0

sen t

t
e−txdt

∣∣∣∣ ≤ e−cx

c
+

∫ ∞
c

1

t2
dt ≤ e−cx

c
+

1

c
≤ 1

c
+

1

c
=

2

c
< ε

para todo c > 2
ε
. Esto concluye la demostración de que I(x) es uniformemente convergente

en [0,∞). De esta manera (véase la observación 2.25),

ĺım
x→∞

I(x) = ĺım
x→∞

∫ ∞
0

sen t

t
e−txdt =

∫ ∞
0

ĺım
x→∞

sen t

t
e−txdt =

∫ ∞
0

0dt = 0 (4.29)

y

ĺım
x→0

I(x) = ĺım
x→0

∫ ∞
0

sen t

t
e−txdt =

∫ ∞
0

ĺım
x→0

sen t

t
e−txdt =

∫ ∞
0

sen t

t
dt. (4.30)
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Regresando a (4.28), de (4.29) se sigue que

0 = − ĺım
x→∞

arctanx+ C = −π
2

+ C

y aśı, C = π
2
. Por lo tanto

I(x) =

∫ ∞
0

sen t

t
e−txdt = − arctanx+

π

2
.

En particular (véase (4.30)),

I(0) =

∫ ∞
0

sen t

t
dt =

π

2
.

Problemas

1. Demuestre la proposición 4.24.

2. Demuestre que ∫ ∞
0

e−x
2

dx =

√
π

2
.

Sugerencia: Defina F (t) =
(∫ t

0
e−x

2
dx
)2

y G(t) =
∫ 1

0

e−t
2
(1+x2)

1+x2
dx; y demuestre que

F (t) +G(t) = π
4

para todo t ∈ R.

3. Demuestre que ∫ ∞
0

senx√
x
dx =

√
π

2
.

Sugerencia: Haga el cambio de variables x = s
√
t en el problema 2 para obtener

2√
π

∫∞
0
e−s

2tds = 1√
t
.

4. Dado x > 0, demuestre que ∫ ∞
0

senxt

t
e−tdt = arctanx.

5. Demuestre que para cada x ∈ R,∫ ∞
0

e−t
2

cos(2tx)dt =

√
π

2
e−x

2

.
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6. Sea f : [0, 1]× [0,∞)→ R definida por

f(x, t) =
(
2xt− x2t2

)
e−xt.

Demuestre que

I(x) =

∫ ∞
0

f(x, t)dt

no es uniformemente convergente en [0, 1]; y que la fórmula (4.15), en este caso, no es

válida.

4.6. Función gamma y función beta

En esta sección veremos dos funciones definidas por integrales impropias que son de gran
importancia, debido a sus múltiples aplicaciones; la función gamma y la función beta.

Dado x > 0, consideremos primero la integral∫ 1

0

tx−1e−tdt. (4.31)

Notemos que esta integral, es una integral propia para x ≥ 1 y es una integral impropia del
segundo tipo para 0 < x < 1. En este segundo caso, tenemos que

ĺım
t↓0

tx−1e−t

1
t1−x

= ĺım
t↓0

e−t = 1,

donde 0 < 1 − x < 1. Luego, en este caso, la convergencia de la integral impropia (4.31) se

sigue del ejemplo 4.6 y la proposición 4.18.

Consideremos ahora la integral impropia∫ ∞
0

tx−1e−tdt =

∫ 1

0

tx−1e−tdt+

∫ ∞
1

tx−1e−tdt. (4.32)

Por lo anterior, tenemos que ésta es una integral del primer tipo para x ≥ 1 y es una integral
impropia del tercer tipo para 0 < x < 1. En cualquier caso, tomando n ∈ N de manera que

n > x+ 1, tenemos por la regla de L′Hôpital que

ĺım
t→∞

tx−1e−t

1
t2

= ĺım
t→∞

tx+1

et
= ĺım

t→∞

(x+ 1)tx

et
= · · · (4.33)

= ĺım
t→∞

(x+ 1)x · · · (x− n+ 2)tx−n+1

et
= ĺım

t→∞

(x+ 1)x · · · (x− n+ 2)

tn−x−1et
= 0,

pues n − x − 1 > 0. Por lo tanto (véase el problema 2 a) de la sección 4.2), la integral

impropia (4.32) es convergente. Podemos, entonces, dar la siguiente definición.
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Definición 4.33 A la función Γ : (0,∞)→ (0,∞) dada por

Γ(x) =

∫ ∞
0

tx−1e−tdt, (4.34)

se le conoce como la función gamma.

Proposición 4.34 La función Γ satisface

i) Γ(1) = 1.

ii) Γ(x+ 1) = xΓ(x), x > 0.

Demostración. i) Notemos que

Γ(1) =

∫ ∞
0

e−tdt.

Aśı, el resultado se sigue de (4.17) con x = 1.

ii) Para la demostración de este inciso, debemos probar que∫ ∞
0

txe−tdt = x

∫ ∞
0

tx−1e−tdt.

Comenzando con el lado izquierdo y usando integración por partes con u = tx, dv = e−tdt

(por lo tanto du = xtx−1dt y v = −e−t), obtenemos∫ ∞
0

txe−tdt = ĺım
b→∞

∫ b

0

txe−tdt = ĺım
b→∞

[
−txe−t|b0 + x

∫ b

0

tx−1e−tdt

]
= ĺım

b→∞

[
−bxe−b

]
+ x

∫ ∞
0

tx−1e−tdt.

De aqúı, el resultado se sigue notando (véase (4.33)) que ĺımb→∞
[−bx
eb

]
= 0.

Notemos de la proposición 4.34 que si n ∈ N, entonces

Γ(n+ 1) = nΓ(n) = · · · = n!Γ(1) = n!. (4.35)

Por este motivo, a la función Γ se le conoce también como la función factorial.

Ejemplo 4.35 Usando el hecho (véase el problema 2) de que Γ
(
1
2

)
=
√
π, mostraremos de

una manera muy sencilla, sin usar la sugerencia dada en el problema 2 de la sección 4.5,
que ∫ ∞

0

e−x
2

dx =

√
π

2
.
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Para ello, hagamos el cambio de variables u = x2; entonces dx = 1
2x
du = 1

2
√
u
du. Luego, para

cualquier b > 0, ∫ b

0

e−x
2

dx =
1

2

∫ b2

0

u−
1
2 e−udu.

Por lo tanto∫ ∞
0

e−x
2

dx = ĺım
b→∞

∫ b

0

e−x
2

dx =
1

2
ĺım
b→∞

∫ b2

0

u−
1
2 e−udu =

1

2

∫ ∞
0

u−
1
2 e−udu =

1

2
Γ

(
1

2

)
=

√
π

2
.

Ahora, dados x, y > 0, consideremos la integral∫ 1

0

tx−1(1− t)y−1dt. (4.36)

Notemos que esta integral, es una integral propia si x ≥ 1 y y ≥ 1; pero si 0 < x < 1 o
0 < y < 1, entonces es una integral impropia del segundo tipo. En este segundo caso tenemos
lo siguiente.

i) Si 0 < x < 1 y y ≥ 1, entonces

tx−1(1− t)y−1 =
(1− t)y−1

t1−x
≤ 1

t1−x
para todo 0 < t < 1.

Como 0 < 1 − x < 1, la integral impropia
∫ 1

0
1

t1−x
dt es convergente (véase el ejemplo 4.6).

Luego, por el criterio de comparación para integrales impropias del segundo tipo (proposición

4.17), la integral impropia (4.36) es convergente.

ii) Si x ≥ 1 y 0 < y < 1, entonces

tx−1(1− t)y−1 =
tx−1

(1− t)1−y
≤ 1

(1− t)1−y
para todo 0 < t < 1.

Como 0 < 1 − y < 1, la integral impropia
∫ 1

0
1

(1−t)1−y dt es convergente; y aśı, en este caso,

nuevamente por la proposición 4.17, la integral impropia (4.36) es convergente.

iii) Finalmente, si 0 < x < 1 y 0 < y < 1, entonces escribiendo∫ 1

0

tx−1(1− t)y−1dt =

∫ 1

0

1

t1−x(1− t)1−y
dt =

∫ 1
2

0

1

t1−x(1− t)1−y
dt+

∫ 1

1
2

1

t1−x(1− t)1−y
dt

y notando que

1

t1−x(1− t)1−y
≤ 21−y

(
1

t1−x

)
para todo 0 < t ≤ 1

2
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y que

1

t1−x(1− t)1−y
≤ 21−x

[
1

(1− t)1−y

]
para todo

1

2
≤ t < 1,

se sigue, nuevamente por la proposición 4.17 y el hecho de que las integrales impropias∫ 1
2

0

1

t1−x
dt y

∫ 1

1
2

1

(1− t)1−y
dt

son ambas convergentes, que la integral impropia (4.36) es convergente. Se concluye, de este

análisis, que podemos dar la siguiente definición.

Definición 4.36 A la función B : (0,∞)× (0,∞)→ (0,∞) dada por

B(x, y) =

∫ 1

0

tx−1(1− t)y−1dt,

se le conoce como la función beta.

Proposición 4.37 Si x, y > 0, entonces

B(x, y) =
Γ(x)Γ(y)

Γ(x+ y)
.

Demostración. Notemos, por la definición de Γ y el teorema de Fubini (véase el corolario

3.59), que

Γ(x)Γ(y) =

∫ ∞
0

tx−1e−tdt

∫ ∞
0

sy−1e−sds

= ĺım
b→∞

[∫ b

0

tx−1e−tdt

∫ b

0

sy−1e−sds

]
(4.37)

= ĺım
b→∞

∫
C(b)

tx−1sy−1e−(t+s)dtds,

donde C(b) es el cuadrado con vértices opuestos (0, 0) y (b, b). El segmento de recta que une

los puntos (b, 0) y (0, b) divide al cuadrado C(b) en dos triángulos rectángulos. Sea 4(b) el

triángulo de la partición cuyo tercer vértice es (0, 0).

Notemos ahora que el triángulo 4(b) es la imagen bajo ϕ(u, v) = (u, v− u) del conjunto

{(u, v) : 0 ≤ u ≤ v ≤ b}, y

|Jϕ(u, v)| = det

[
1 0

−1 1

]
= 1.
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Luego, por el teorema de cambio de variables para integrales múltiples (teorema 3.71), te-
nemos que ∫

4(b)

tx−1sy−1e−(t+s)dtds =

∫ b

0

dv

∫ v

0

ux−1(v − u)y−1e−vdu.

La sustitución u = vz en la integral interior del lado derecho nos da∫
4(b)

tx−1sy−1e−(t+s)dtds =

∫ b

0

dv

∫ 1

0

vx+y−1zx−1(1− z)y−1e−vdz

= B(x, y)

∫ b

0

vx+y−1e−vdv. (4.38)

Sea C
(
b
2

)
el cuadrado con vértices opuestos (0, 0) y

(
b
2
, b
2

)
. Entonces

C

(
b

2

)
⊂ 4(b) ⊂ C(b).

Luego, debido a que tx−1sy−1e−(t+s) ≥ 0 para todo t, s ≥ 0,∫
C( b2)

tx−1sy−1e−(t+s)dtds ≤
∫
4(b)

tx−1sy−1e−(t+s)dtds ≤
∫
C(b)

tx−1sy−1e−(t+s)dtds.

Haciendo b→∞, se observa de (4.37) que las integrales de los extremos convergen ambas a

Γ(x)Γ(y); y de (4.38) se observa que la integral de enmedio converge a B(x, y)Γ(x+ y). Por

lo tanto
B(x, y)Γ(x+ y) = Γ(x)Γ(y),

lo cual finaliza la demostración.

Ejemplo 4.38 Dado n ∈ N, usando la proposición 4.37, mostraremos que

∫ π
2

0

senn θdθ =


1(3)(5)···(n−1)
2(4)(6)···(n)

π
2
, si n es par

2(4)(6)···(n−1)
1(3)(5)···(n) , si n es impar.

(4.39)

En efecto, por la proposición 4.37 y el problema 6, se tiene que

Γ(x)Γ(y)

Γ(x+ y)
= B(x, y) = 2

∫ π
2

0

sen2x−1 θ cos2y−1 θdθ.

Luego, tomando x = n+1
2

y y = 1
2
, obtenemos∫ π
2

0

senn θdθ =
Γ
(
n+1
2

)
Γ
(
1
2

)
2Γ
(
n+2
2

) .
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Supongamos primero que n es par, digamos, n = 2k, k ∈ N. Entonces (véase el problema 2

y (4.35))

∫ π
2

0

senn θdθ =
Γ
(
k + 1

2

)
Γ
(
1
2

)
2Γ(k + 1)

=

(
1(3)(5)···(2k−1)

2k

√
π
)√

π

2k(k − 1) · · · 1
=

1(3)(5) · · · (2k − 1)

2kk(k − 1) · · · 1
π

2

=
1(3)(5) · · · (2k − 1)

(2k)(2k − 2) · · · (2)

π

2
=

1(3)(5) · · · (n− 1)

2(4)(6) · · · (n)

π

2
.

Finalmente, si n es impar, digamos n = 2k − 1, k ∈ N, entonces∫ π
2

0

senn θdθ =
Γ(k)Γ

(
1
2

)
2Γ
(
k + 1

2

) .
Luego, nuevamente del problema 2 y (4.35), obtenemos∫ π

2

0

senn θdθ =
((k − 1)(k − 2) · · · 1)

√
π

2
(

1(3)(5)···(2k−1)
2k

√
π
) =

2k−1(k − 1)(k − 2) · · · 1
1(3)(5) · · · (2k − 1)

=
(2k − 2)(2k − 4) · · · 2
1(3)(5) · · · (2k − 1)

=
2(4)(6) · · · (n− 1)

1(3)(5) · · · (n)
,

lo cual finaliza la demostración de (4.39).

Problemas

1. Demuestre que ∫ 1

0

tx−1e−tdt

es divergente para x ≤ 0.

2. Demuestre que

Γ

(
1

2

)
=
√
π y Γ

(
n+

1

2

)
=

1(3)(5) · · · (2n− 1)

2n
√
π para n = 1, 2, . . . .

3. Demuestre que ∫ ∞
0

x2ne−x
2

dx =
1

2
Γ

(
n+

1

2

)
.
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4. Demuestre que

Γ(x) =

∫ 1

0

(
ln

1

s

)x−1
ds, x > 0.

5. Sean x, y > 0. Demuestre que

a) B(x, y) = B(y, x).

b) xB(x, y + 1) = yB(x+ 1, y).

c) B(x, y) = B(x+ 1, y) +B(x, y + 1).

d) xB(x, y) = (x+ y)B(x+ 1, y).

6. Demuestre que

B(x, y) = 2

∫ π
2

0

sen2x−1 θ cos2y−1 θdθ.

7. Demuestre que ∫ 1

0

1√
1− xn

dx =
Γ
(
1
n

)
nΓ
(
1
n

+ 1
2

)√π.
Sugerencia: Haga la sustitución 1− xn = cos2 θ.

4.7. Nociones sobre la transformada de Laplace

Finalizaremos este caṕıtulo con la introducción de una transformación lineal L, llamada

la transformada de Laplace (en honor del astrónomo, f́ısico y matemático francés Pierre-

Simon Laplace, 1749-1827), definida en el espacio vectorial V , de todas las funciones f :

[0,∞) → R tales que la integral impropia
∫∞
0
e−txf(t)dt es convergente para cada x > 0.

Este operador juega un papel fundamental en las aplicaciones, en particular, resulta ideal
para la solución de ecuaciones diferenciales ordinarias con condiciones iniciales.

Dada f ∈ V , a la función Lf : (0,∞)→ R dada por

Lf(x) =

∫ ∞
0

e−txf(t)dt,

se le llama la transformada de Laplace de f . Además, debido a que para f, g ∈ V y
a, b ∈ R,

L (af(x) + bg(x)) =

∫ ∞
0

e−tx (af(t) + bg(t)) dt

= a

∫ ∞
0

e−txf(t)dt+ b

∫ ∞
0

e−txg(t)dt = aLf(x) + bLg(x)
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para cada x ≥ 0, L es una transformación lineal del espacio vectorial V en el espacio vectorial

de todas las funciones f : (0,∞)→ R, llamada, transformada de Laplace.

Ejemplo 4.39 a) De (4.17) tenemos que para la función constante f ≡ c,

Lf(x) =

∫ ∞
0

ce−txdt =
c

x
, x > 0.

b) Para la función g(t) = tn, tenemos, para cada x > 0,

Lg(x) =

∫ ∞
0

tne−txdt =
1

xn

∫ ∞
0

(tx)ne−txdt.

De aqúı, haciendo s = tx, se sigue que

Lg(x) =
1

xn+1

∫ ∞
0

sne−sds =
Γ(n+ 1)

xn+1

y aśı, de (4.35),

Lg(x) =
n!

xn+1
, x > 0.

c) De (4.26) tenemos que para la función h(t) = sen t,

Lh(x) =
1

1 + x2
, x > 0.

Lema 4.40 Si para f : [0,∞)→ R se cumple que

ĺım
t→∞

e−txf(t) = 0 para todo x > 0, (4.40)

entonces para cualquier x > 0,

i)
∫∞
0
e−txf(t)dt es absolutamente convergente.

ii) ĺımt→∞ e
−txtf(t) = 0.

iii)
∫∞
0
e−txtf(t)dt es absolutamente convergente.

Demostración. i) Dado x > 0, fijemos x0 ∈ (0, x). Entonces

e−txf(t) =
[
e−t(x−x0)f(t)

] (
e−tx0

)
.

Como x− x0 > 0, se sigue de (4.40) que

ĺım
t→∞

e−t(x−x0)f(t) = 0.
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Luego, existe B > 0 tal que∣∣e−txf(t)
∣∣ ≤ e−tx0 para todo t ≥ B.

Como
∫∞
0
e−tx0dt es convergente, i) se sigue de la proposición 4.8.

ii) Tomemos de nuevo x0 ∈ (0, x). Entonces

e−txtf(t) =
[
e−t(x−x0)f(t)

] (
e−tx0t

)
.

El resultado se sigue del hecho de que cada factor de la derecha tiende a 0 cuando t→∞.

iii) Sea g(t) = tf(t). Claramente, el resultado se sigue de ii) e i).

Proposición 4.41 Si f : [0,∞) → R es como en el lema 4.40, entonces su transformada

de Laplace, Lf , es continua en (0,∞).

Demostración. Si Lf = 0, la conclusión es obvia. Supongamos pues que Lf 6= 0.

Entonces, de esta suposición y el lema 4.40 iii) obtenemos que

0 <

∫ ∞
0

e−tx |tf(t)| dt <∞.

Dados x > 0 y ε > 0, tomemos

δ =
ε∫∞

0
e−tx |tf(t)| dt

.

Consideremos y > 0 tal que |x− y| < δ. Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que

x < y; entonces existe h > 0 tal que y = x+ h, donde h < δ. Luego

|Lf(y)− Lf(x)| = |Lf(x+ h)− Lf(x)| =
∣∣∣∣∫ ∞

0

e−t(x+h)f(t)dt−
∫ ∞
0

e−txf(t)dt

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫ ∞
0

e−tx
(
e−ht − 1

)
f(t)dt

∣∣∣∣ ≤ ∫ ∞
0

e−tx
∣∣e−ht − 1

∣∣ |f(t)| dt. (4.41)

Ahora, por el teorema del valor medio (véase (3.38)), existe 0 < θ < 1 tal que

e−ht − 1 = −hte−θht;

y aśı, ∣∣e−ht − 1
∣∣ < ht para t > 0.

Por lo tanto, de (4.41), obtenemos

|Lf(y)− Lf(x)| ≤ h

∫ ∞
0

e−tx |tf(t)| dt < δ

∫ ∞
0

e−tx |tf(t)| dt = ε.
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Teorema 4.42 (Teorema de Lerch) Sea f : [0,∞)→ R una función continua que satisface

(4.40). Si Lf(x) = 0 para todo x > 0, entonces f(t) = 0 para todo t ≥ 0.

Demostración. Sea

p(t) =
n∑
k=0

akt
k

un polinomio con coeficientes reales. Entonces∫ ∞
0

e−txp
(
e−t
)
f(t)dt =

∫ ∞
0

e−tx

(
n∑
k=0

ake
−tk

)
f(t)dt

=
n∑
k=0

ak

∫ ∞
0

e−t(x+k)f(t)dt (4.42)

=
n∑
k=0

akLf(x+ k) = 0 para todo x > 0.

Haciendo el cambio de variable z = e−t, obtenemos de (4.42) que∫ 1

0

zx−1p(z)f(− ln z)dz = 0 para todo x > 0.

Fijemos x1 > 1. Dado ε > 0, como ĺımt→∞ e
−t(x1−1)f(t) = 0, existe M > 0 tal que∣∣e−t(x1−1)f(t)

∣∣ < ε para todo t ≥M,

o equivalentemente ∣∣zx1−1f(− ln z)
∣∣ < ε para todo z ≥ e−M .

Esto implica que la función

g(z) = zx1−1f(− ln z), 0 < z ≤ 1,

tiende a 0 cuando z → 0. Luego, definiendo g(0) = 0, tenemos que g es una función continua

en el compacto [0, 1] que satisface ∫ 1

0

g(z)p(z)dz = 0. (4.43)

Consideremos ahora (véase el corolario 2.69) una sucesión de polinomios {pn} tal que

pn → g uniformemente en [0, 1]. Como (4.43) se cumple para todo polinomio con coeficientes

reales, entonces ∫ 1

0

g(z)pn(z)dz = 0 para todo n = 1, 2, . . . .
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Luego, por la convergencia uniforme en [0, 1] de {pn} a g, obtenemos (véase el teorema 2.32)
que ∫ 1

0

g2(z)dz = 0.

Se sigue de esto (véase el problema 3 de la sección 1.1) que

g(z) = 0 para todo z ∈ [0, 1].

Como g(z) = zx1−1f(− ln z) para todo z ∈ (0, 1], entonces, obviamente, f(t) = 0 para todo
t ≥ 0.

Corolario 4.43 Si f, g : [0,∞)→ R son funciones continuas que satisfacen (4.40) y Lf =

Lg, entonces f = g.

Demostración. Se sigue inmediatamente de la linealidad de L y el teorema de Lerch.

Observación 4.44 Del corolario 4.43 se observa que si E es el espacio vectorial de todas

las funciones f : [0,∞) → R continuas que satisfacen (4.40), entonces L : E → Im(E) es

invertible, donde Im(E) es la imagen de E bajo L.

A la inversa, L−1, de la transformada de Laplace L, se le llama la transformada inversa
de Laplace.

En la siguiente proposición se establece que L−1 es un operador lineal.

Proposición 4.45 La transformada inversa de Laplace, L−1 : Im(E)→ E, es un operador

lineal.

Demostración. Sean F1 y F2 las transformadas de Laplace de ciertas funciones f1, f2 ∈
E, y a, b ∈ R. Si

f = L−1 (aF1 + bF2) y g = aL−1F1 + bL−1F2,

entonces por la linealidad de L,

Lf = L
[
L−1 (aF1 + bF2)

]
= aF1 + bF2

y

Lg = L
(
aL−1F1 + bL−1F2

)
= aL

(
L−1F1

)
+ bL

(
L−1F2

)
= aF1 + bF2.

De esta manera, Lf = Lg, y aśı, por la inyectividad de L en E, f = g; es decir,

L−1 (aF1 + bF2) = aL−1F1 + bL−1F2.
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Proposición 4.46 Sea f : [0,∞)→ R tal que las derivadas f ′, . . . , f (n) existen y se cumple

(4.40) para f, f ′, . . . , f (n−1). Entonces

Lf (n)(x) = xnLf(x)−
n∑
i=1

xi−1f (n−i)(0), x > 0. (4.44)

Demostración. Realizaremos la demostración por inducción. Por el teorema de integra-

ción por partes (teorema 1.25) y (4.40), tenemos

Lf ′(x) =

∫ ∞
0

e−txf ′(t)dt = ĺım
b→∞

∫ b

0

e−txf ′(t)dt

= ĺım
b→∞

[
e−txf(t)|b0 + x

∫ b

0

e−txf(t)dt

]
(4.45)

= x

∫ ∞
0

e−txf(t)dt− f(0) = xLf(x)− f(0).

De esta manera, el resultado es válido para n = 1. Supongamos ahora que el resultado es

válido para n = k. Entonces, por (4.45) aplicado a f (k) obtenemos

Lf (k+1)(x) = xLf (k)(x)− f (k)(0)

= x

[
xkLf(x)−

k∑
i=1

xi−1f (k−i)(0)

]
− f (k)(0)

= xk+1Lf(x)−
k+1∑
i=1

xi−1f (k+1−i)(0).

De esta manera, el resultado es válido para n = k + 1. Por lo tanto, por inducción, se sigue

que (4.44) es válido para cada n tal que las derivadas f ′, . . . , f (n) existan y se cumpla (4.40)

para f, f ′, . . . , f (n−1).

Ejemplo 4.47 Consideremos la ecuación diferencial ordinaria de segundo orden

u′′ + u = 2, u(0) = 4, u′(0) = 0. (4.46)

De la linealidad de L, obtenemos

Lu′′ + Lu = L2.

Luego, del ejemplo 4.39 a) y la proposición 4.46,

x2Lu(x)− 4x+ Lu(x) =
2

x
,
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o equivalentemente

Lu(x) =
2 + 4x2

x (1 + x2)
=

2

x
+

2x

1 + x2
.

Aśı, de la linealidad de L−1, el ejemplo 4.39 a) y el problema 1, tenemos que

u(x) = L−1
(

2

x
+ 2

x

1 + x2

)
= L−1

(
2

x

)
+ 2L−1

(
x

1 + x2

)
= 2 + 2 cosx,

es la solución (única) de la ecuación diferencial (4.46).

Problemas

1. Sea f(t) = cos t, t ≥ 0. Demuestre que

Lf(x) =
x

1 + x2
para todo x > 0.

2. Encuentre la transformada de Laplace de la función

f(t) = t2e−3t, t ≥ 0.

3. Resuelva la ecuación diferencial ordinaria de segundo orden

u′′ + u = 0, u(0) = 0, u′(0) = 1.

4. Resuelva la ecuación diferencial ordinaria de primer orden

u′ + 2u = e−t, u(0) = 0.

5. Si f ∈ E, demuestre que ĺımx→∞ Lf(x) = 0.
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álgebra de funciones, 93
separación de puntos por, 93

conjunto
convexo, 123
de medida cero, 150
de volumen cero, 150
volumen de, 149

conjunto de funciones acotadas
cerradura uniforme de, 94
uniformemente cerrado, 94

convergencia puntual
de series de funciones, 53
de sucesiones de funciones, 51

convergencia uniforme
de series de funciones, 58
de sucesiones de funciones, 54

coordenadas
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anaĺıtica, 77
beta, 195
bilineal, 126
componente, 110
continuamente diferenciable, 112

de clase C1, 112

de clase C2, 127
de clase C∞, 127
de clase Cr, 127
de variación acotada, 31
de variación negativa, 37
de variación positiva, 37
diferenciable, 108
doblemente diferenciable, 125
escalón unitario, 20
escalonada, 12
exponencial, 77

207
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