





Modelacion matematica
y computacional de una inundacion

DE VILLAHERMOSA, TABASCO, MEXICO

COLECCION
HECTOR GARCIA MOLINA

Informitica y sistemas computacionales




José Manuel Pina Gutiérrez

Rector



Modelacion matematica
y computacional de una inundacion

DE VILLAHERMOSA, TABASCO, MEXICO

Justino Alavez Ramirez
Universidad Juarez Auténoma de Tabasco

Jorge Lopez Lopez
Universidad Juarez Auténoma de Tabasco

Juan Luis Hernandez Lopez
Universidad Tecnoldgica de la Mixteca

Darwin de la Fuente Vicente
Universidad Juarez Auténoma de Tabasco

Universidad Juarez Autébnoma de Tabasco



Modelacién matematica y computacional de una inundaciéon de Villahermosa,
Tabasco, México / Justino Alavez Ramirez ... [et al.]. - 12 ed. - Villahermosa, Tabasco
: Universidad Juarez Auténoma de Tabasco, 2013

240 p. : il, (Coleccién: HECTOR GARCIA MOLINA, Informatica y sistemas
computacionales)

Incluye Referencias Bibliograficas: P. 205 - 211
ISBN: 978-607-606-122-0
1. Modelo Matematico - Inundacién I. TITULO II. AUTOR III. SERIE

L.C. GB1401.72 .M32 M63 2013

Primera edicion, 2013

D.R. © Universidad Juarez Auténoma de Tabasco
Av. Universidad s/n. Zona de la Cultura
Colonia Magisterial, C.P. 86040
Villahermosa, Centro, Tabasco.

El contenido de la presente obra es responsabilidad exclusiva de
los autores. Queda prohibida su reproduccién total sin contar
previamente con la autorizacion expresay por escrito del titular,
en términos de la Ley Federal de Derechos de Autor. Se autoriza
su reproduccién parcial siempre y cuando se cite la fuente.

ISBN: 978-607-606-122-0

Apoyo editorial: Francisco Morales Hoil
Diagramacion de portada: David F. Mirabal Le6n
[lustracién de portada: Manuel ]. Ceballos Gémez

Hecho en Villahermosa, Tabasco, México



Contenido

Lista de Figuras
Lista de Tablas
Proélogo

1. Planteamiento del Problema
1.1. Descripcién del problema de estudio . . . ... ... ..
1.2. Datos para la simulacién numérica . . . . . . . ... ..
1.3. Subproblemas a resolver . . . . . ... ... ... ....

2. Ecuaciones de Movimiento
2.1. Ecuaciones de Euler . . . . . ... ... ... .. ....
2.1.1. Conservaciéon delamasa . . . . . . .. ... ...
2.1.2. Balance de momentos . . ... .. .. ... ...
2.1.3. Conservaciéon de energfa . . . . . . ... .. ...
2.2. Ecuaciones de Navier-Stokes . . . . . . . . .. ... ...
2.2.1. Fluidos viScosos . . . . . . . . . . . .. ...
2.3. Ecuaciones de Reynolds . . . . . ... .. ... ... ..
2.3.1. Fluyjo turbulento . . . . . ... .. .. ... ...
2.3.2.  Valor promedio y fluctuaciéon . . . . . . ... ..
2.3.3. Ecuaciones de Reynolds en tres dimensiones . . .
2.4. Ecuaciones de Saint-Venant en dos dimensiones . . . . .

VII

XI

XVII

XIX

10

13
14
15
16
39
47
49
50
50
23
58



VIII CONTENIDO
3. Método de Volimenes Finitos 85
3.1. Discretizacion del dominio. Tipos de voliimenes finitos 86
3.1.1. Volumen finito tipo arista . . . . . . . ... ... 86
3.1.2. Volumen finito tipo vértice . . . ... ... ... 87
3.1.3. Volumen finito tipocelda . . . . . .. ... ... 89

3.2. Discretizacion del modelo de Saint-Venant en dos dimen-
SIONES . . . . e 92
3.2.1. Integracion y discretizacion temporal . . . . . . . 93
3.2.2. Discretizacion del flujo . . . . ... ..o 95
3.2.3. Discretizacion del término fuente . . . . . . . .. 99
3.2.4. Paso temporal y algoritmo . . . . . .. ... ... 101
4. Validacién del Software GUADFlow 2D 103
4.1. Ejemplo 1: Canal con bordo . . . . . . .. .. ... ... 104
4.2. Ejemplo 2: Compuerta con abertura . . . ... ... .. 110
4.3. Ejemplo 3: Riociudad . . . . . ... ... ... ... .. 120
4.4. Conclusiones . . . . . .. . ... ... 124
5. Modelacion de la Batimetria del Rio Grijalva 129
5.1. Ajuste del valor del terreno . . . . . . . ... ... ... 130
5.2. Modelacién del cauce de los rios La Sierra y Grijalva . . 130
5.2.1. Interpolacion por spline ciibico . . . ... .. .. 132
5.2.2. Spline de tensién . . . . ..o L 138
5.2.3. Comparacién de los splines . . . . .. ... ... 143

5.2.4. Aproximacion por splines de las secciones trans-
versales . . .. ... 143

5.3. Ajuste de la batimetria de los tramos limitados por las
secciones transversales . . . . . . . ... ... .. ... 146

5.4. Modelacién del cauce de los rios Viejo Mezcalapa y Pi-
chucalco . . . . . . . ... 147
5.4.1. Ajuste de la batimetria de secciones transversales 147

5.4.2. Interpolaciéon de las secciones longitudinales de
los rios Viejo Mezcalapa y Pichucalco. . . . . . . 156

5.5. Producto final . . . . . . . ... ...



CONTENIDO IX

6. Simulacién de una Inundaciéon de Villahermosa 169
6.1. Experimento 1 . . . .. . ... ... ... ... ... 170
6.1.1. Condiciones iniciales y de contorno . . . . . . .. 170

6.1.2. Triangulacién y terreno interpolado con GUAD-
Flow2D . . ... ... ... ... ... .. ..., 172
6.1.3. Situaciéon aproximada del 1 de octubre de 2007 . 173
6.2. Experimento 2 . . . .. ... .. ... ... ..., 174
6.2.1. Condiciones iniciales y de contorno . . . . . . .. 174
6.2.2. Resultados de la simulacién numérica . . . . . . . 176
6.3. Conclusiones . . . . . . . ... ... ... ... ... 177
A. Glosario de Términos 189
Bibliografia 205
Indice Alfabético 213

Fotografias de la Inundacién 217






Lista de Figuras

1.1.
1.2.

2.1.
2.2.
2.3.
2.4.
2.5.
2.6.

3.1.
3.2.
3.3.

3.4.
3.5.

4.1.
4.2.

4.3.

4.4.

Seccion longitudinal del dominio ocupado por el fluido. .
Visualizacion del modelo digital tipo superficie del terre-
nodeinterés. . . . . . . . ... ...

Particula de fluido fluyendo en una region D C R3. . . .
La masa que cruza la frontera de W. . . . . .. ... ..
Fuerzas de presion a través de una superficie S. . . . . .
Wieslaimagende W. . . . . .. ... ... L.
Imagenes: (A) flujo laminar y (B) flujo turbulento.

Tlustracion de la variacion de la magnitud . . . . . . . .

Construcciéon de volumenes finitos tipo arista. . . . . . .
Construcciéon de volumenes finitos tipo vértice. . . . . .
Vectores normales v y v a la frontera I';; = AM UMB,
dirigidos hacia el exterior de la celda Cy. . . . . . . . ..
Malla de volumen finito tipo celda. . . . . . . . ... ..
Una funcion base ¢;. . . . . . . . ..o

Terreno del canal con bordo interno. . . . . . ... ...
Visualizacion de la triangulaciéon de una parte del terreno
de canal con bordo interno. . . . .. .. ...
Nivel de agua en el ejemplo de canal con bordo interno
en el caso del flujo subcritico a los 21 segundos. . . . . .
Nivel de agua en el ejemplo de canal con bordo interno
en el caso del flujo subcritico a los 30 segundos. . . . . .

XI

14
15
19



XII

LISTA DE FIGURAS

4.5.

4.6.

4.7.

4.8.

4.9.

4.10.

4.11.

4.12.
4.13.
4.14.

4.15.

4.16.

Nivel de agua en el ejemplo de canal con bordo interno
en el caso del flujo subcritico a los 80 segundos. . . . . . 107
Velocidad del agua en el ejemplo de canal con bordo in-
terno también en el caso del flujo subcritico a los 9 se-
gundos. ... 108
Velocidad del agua en el ejemplo de canal con bordo in-
terno también en el caso del flujo subcritico a los 21
segundos. ... L 108
Velocidad del agua en el ejemplo de canal con bordo in-
terno también en el caso del flujo subcritico a los 80
segundos. ... 109
(A) Visualizacion del nivel del agua a los 19 segundos
en el caso del flujo subcritico. (B) Visualizacion de la
velocidad del agua también a los 19 segundos en el caso
del flujo suberitico. . . . . ..o 109
(A) Nivel del agua cuando el flujo ha alcanzado el régi-
men permanente en el caso transcritico con resalto hi-
draulico. (B) Velocidad del agua cuando el flujo ha al-
canzado el régimen permanente. . . . . . . .. ... ... 111
(A) Nivel del agua cuando el flujo ha alcanzado el ré-
gimen permanente en el caso transcritico sin resalto hi-
dréaulico. (B) Visualizacion de la velocidad del agua cuan-
do el flujo ha alcanzado el régimen permanente. . . . . . 112
Terreno del Ejemplo 2. . . . . .. . ... ... ... ... 113
Discretizacion del dominio del Ejemplo 2. . . . . . . .. 114
Avance global del agua y médulo de velocidad a los 11
segundos. ... 116
Visualizacion del nivel del agua del Ejemplo 2 en una
seccion horizontal a la altura de la abertura de entrada
alos2, 14y 118 segundos. . . . . . . . .. .. ... ... 117
Visualizaciéon del nivel del agua del Ejemplo 2, en una
seccibn que va de la esquina inferior derecha hasta la
barda superior pasando por la abertura que comunica
las dos mitades a los 15, 39 y 119 segundos. . . . . . . . 118



LISTA DE FIGURAS X111

4.17. Visualizacion de la velocidad del agua del Ejemplo 2 en
una seccion horizontal a la altura de la abertura de en-

trada a los 2, 15y 119 segundos. . . . . . . . . ... .. 119
4.18. Terreno de rio en ciudad del Ejemplo 3. . . . . .. . .. 120
4.19. Discretizaciéon de una parte del dominio del Ejemplo 3

con elementos triangulares. . . . . ... ... ... ... 121

4.20. (A) Condicion inicial para simular el desborde de un rio
sobre una ciudad. (B) El tirante inicial en el rio en la
seccion observada es de 280 m. . . . . . ... ... L. 123

4.21. (A) Situacion del rio 30 minutos después del inicio de la
simulacion. (B) El tirante en el rio en la secciéon observa-
da es de aproximadamente 3.90 m. . . . ... ... ... 125
4.22. (A) Una hora después se observan los primeros desbordes
en el margen del rio. (B) El tirante en el rio en la seccion
observada es de 4.60 m. . . . . ... ... ... ... 126

4.23. (A) Dos horas después el rio se ha desbordado por com-
pleto y el agua avanzoé casi 250 m en la seccién observada.
(B) El tirante en el rio en la seccion observada es de 5.20

5.1. Irregularidades detectadas sobre el rio Pichucalco y La

SIerra. . . . ..o 131
5.2. Secciones transversales de los rios La Sierra y Grijalva,

donde se midieron los datos batimétricos. . . . . . . .. 132
5.3. Comparaciéon de los splines cubico natural y completo

con el spline de tensiéon. . . . . . ... .. ... ... 144
5.4. Ampliacion de la figura 5.3. . . . .. ... 145
5.5. Visualizacion de los datos de la seccién transversal G1 y

de los splines que suavizan dichos datos. . . . . . . . .. 146
5.6. Ubicacion de la estacion hidrométrica Gaviotas. . . . . . 147
5.7. Ubicacién de la seccion transversal G1. . . . . . . . . .. 148

5.8. Visualizaciéon de los datos y aproximacion del cauce del
rio Grijalva correspondiente a la seccion transversal G1. 150



X1V LISTA DE FIGURAS
5.9. (A) Modelacion del cauce del rio en la seccion transver-
sal G1. (B) Modelacion de la batimetria de la seccion
transversal G1. . . . .. .. ... oo oL 150
5.10. Visualizacion de los datos de la secciéon transversal G2 y
de los splines que suavizan dichos datos. . . . . .. ... 151
5.11. (A) Modelacion del cauce del rio en la seccién transver-
sal G2. (B) Modelacion de la batimetria de la seccion
transversal G2. . . . .. ..o oo 152
5.12. (A) Modelacion del cauce del rio en la seccion transver-
sal G3. (B) Modelacion de la batimetria de la seccion
transversal G3. . . . .. ... oo 153
5.13. Tramo del rio Grijalva de Gl a G2. . . . . .. ... ... 154
5.14. Modelacion del tramo del rio Grijalva de G1 a G2. . . . 154
5.15. Tramo del rio Grijalva de G2 a G3. . . . . .. ... ... 155
5.16. Secciones transversales M1 y M2 sobre el rio Viejo Mez-
calapa y seccion transversal P1 sobre el rio Pichucalco. . 156
5.17. Croquis de la secciéon transversal M1. . . . . . . . . . .. 158
5.18. (A) Modelacion del cauce del rio en la seccion trans-
versal M1. (B) Modelacion de la batimetria de la seccion
transversal M1. . . . .. . ..o oo 159
5.19. (A) Modelacion del cauce del rio Viejo Mezcalapa en la
seccion transversal M2. (B) Modelacion de la batimetria
de la seccién transversal M2. . . . .. ... 160
5.20. (A) Modelaciéon del cauce del rio Pichucalco en la sec-
cion P1. (B) Modelacion de la batimetria de la seccion
transversal P1. . . . .. . ... o 0oL 161
5.21. Variabilidad del fondo del rio Viejo Mezcalapa interpo-
lado con el spline de tensién. . . . . . .. ... ... .. 162
5.22. Variabilidad del fondo del rio Pichucalco también inter-
polado con el spline de tensiéon. . . . . . . .. ... ... 163
5.23. Esquematizacion del fondo en el entronque de los rios
Viejo Mezcalapa y Pichucalco. . . . . . .. .. ... ... 163
5.24. Producto final del Capitulo 5. . . . . . .. .. ... ... 168
6.1. Ubicacion de las estaciones hidrométricas. . . . . . . .. 170



LISTA DE FIGURAS

XV

6.2.

6.3.

6.4.

6.5.

6.6.

6.7.

6.8.

6.9.

6.10.

6.11.

6.12.

Ubicacion de las condiciones de contorno aguas arriba de
los rios. . . . . ...

Hidrogramas Q(t) que especifican las condiciones de con-
torno aguas arriba de los rfos. . . . . . . ... ... ...

Visualizacion de la discretizacion de una parte del domi-
nio con elementos triangulares. . . . . . ... ... ...

Terreno interpolado. . . . . . . . .. ... ... .. ...
Comparacion entre el terreno inicial e interpolado.

(A) Situacion aproximada del dia 1 de octubre de 2007.
(B) Nivel de estabilidad que alcanzo6 el agua en el rio
Grijalva en la estacion Gaviotas. . . . . . .. ... ...

Hidrogramas de entrada Q(t) de los rios de 0 a 453 600
segundos. . .. L.

Hidrograma de salida Q(t) del rio Grijalva desde 0 a
453600 segundos. . . . . ... oL

(A) Primer dia de simulacion que representa un escenario
aproximado del dia 23 de octubre de 2007. (B) Campo
de velocidad que muestra la direccién en que esta avan-
zando el agua. (C) Nivel del agua en el rio Grijalva en la
estacion Gaviotas. . . . . .. ...

(A) Segundo dia de simulacién que representa un escena-
rio aproximado del dia 28 de octubre de 2007. (B) Campo
de velocidad que muestra la direccién en que esta avan-
zando el agua. (C) Nivel del agua en el rio Grijalva en la
estacion Gaviotas. . . . ... ...

(A) Tercer dia de simulacion que representa un escenario
aproximado del dia 29 de octubre de 2007. (B) Campo
de velocidad que muestra la direccién en que esta avan-
zando el agua. (C) Nivel del agua en el rio Grijalva en la
estacion Gaviotas. . . . . .. ...



XVI

LISTA DE FIGURAS

6.13.

6.14.

6.15.

(A) Cuarto dia de simulaciéon que representa un escenario
aproximado del dia 30 de octubre de 2007. (B) Campo
de velocidad que muestra la direccién en que esté avan-
zando el agua. (C) Nivel del agua en el rio Grijalva en la
estacion Gaviotas. . . . . .. .. ...
(A) Quinto dia de simulacién que representa un escenario
aproximado del dfa 31 de octubre de 2007. (B) Campo de
velocidad que muestra la direccién en que esta avanzando
el agua. (C) El nivel del agua en el rio Grijalva en la
estacion Gaviotas es de 9.02 msnm. . . . . . . . ... ..
(A) Direccion del agua en la confluencia de los rios Viejo
Mezcalapa y Pichucalco del primer dia de simulacién.
(B) Desborde del rio La Sierra en el segundo dia de si-
mulacion. (C) Desborde del rio Grijalva por la estacion
hidrométrica Gaviotas. (D) Direccion del desborde del rio
Grijalva sobre la Av. Coronel Gregorio Méndez Magana.
(E) Avance del agua entre las avenidas Coronel Gregorio
Méndez Magana y Francisco Javier Mina, y entre las
calles Eusebio Castillo y Andrés Sanchez Magallanes, en
el centro de la ciudad de Villahermosa. . . . . . ... ..



Lista de Tablas

1.1.

1.2.

1.3.

4.1.

5.1.

5.2.

5.3.

5.4.

5.5.

5.6.

Datos para generar hidrogramas de entrada de los rios
que aproximan la situacién del 1 de octubre de 2007. . .
Datos para generar hidrogramas de entrada de los rios

que aproximan la situacion de finales de octubre de 2007.

Datos que determinan el hidrograma de salida en el rio
Grijalva para el experimento 2. . . . . .. ... ... ..

Datos de la condicién inicial para simular el desborde de
un rio sobre una ciudad. . . . . . .. ... ... L.

Datos batimétricos de la secciéon transversal G1 sobre el
rio Grijalva. . . . . . ... o
Coordenadas zy UTM de los puntos donde se midieron
las batimetrias de la seccién transversal M1 del rio Viejo
Mezcalapa. . . . . . . . ... .
Coordenadas zy UTM de los puntos donde se midieron
las batimetrias de las secciones M2 del rio Viejo Mezca-
lapa y P1 del rio Pichucalco. . . . . . . .. .. ... ...
Resultados de la batimetria de la secciéon transversal M1
extraidos de la tabla 5.2. . . . . . .. ... ... ... ..
Resultados de la batimetria de las secciones transversales
M2 y P1 extraidos de la tabla 5.3. . . . . .. ... ...
Coordenadas xy UTM de los puntos m;, ¢ = 1 : 24, donde
se midieron los tirantes ¢; sobre el rio Viejo Mezcalapa. .

XVII

165

166



XVIII LISTA DE TABLAS

5.7. Coordenadas xy UTM de los puntos p;, ¢ = 1 : 18, donde
se midieron los tirantes ¢; sobre el rio Pichucalco. . . . . 167

6.1. Datos del dia 1 de octubre de 2007 en las estaciones

hidrométricas. . . . . . . . .. ..o 171
6.2. Comparacion de resultados sobre el nivel que alcanzo el
agua en la estacion hidrométrica Gaviotas. . . . . . . . . 177

A.1. Algunos valores recomendados del coeficiente de rugosi-
dad de Manning [36]. . . . . . ... ... oL 191



Proélogo

Este libro es el resultado de las diversas investigaciones que se han
desarrollado hasta ahora en el sub-proyecto “Modelacién de las Va-
riables Hidrolégicas en la Cuenca del Grijalva” Clave TAB-2007-C10-
82422 /04, financiado por el Fondo Mixto Conacyt — Gobierno del Esta-
do de Tabasco. El sub-proyecto forma parte del proyecto denominado
“Red Académica Sobre Desastres en Tabasco” (RASDET) Clave TAB-
2007-C10-82422.

A raiz de la histérica inundacién ocurrida en Tabasco a finales de oc-
tubre y principios de noviembre de 2007, un grupo de profesores inte-
grados por el Dr. Justino Alavez Ramirez, M.C. Jorge Lopez Lopez,
L.M. Juan Luis Hernédndez Lépez y M.C. Adriana De la Cruz Uribe,
impulsamos desde el principio de diciembre de ese mismo ano, un semi-
nario que lo denominamos “Simulaciéon Numérica de Avenidas y Zonas
Inundables”, cuyo propésito fue estudiar y desarrollar modelos matemé-
ticos y computacionales que nos permitieran simular numéricamente el
desborde de las principales avenidas fluviales que cruzan por la ciudad
de Villahermosa, Tabasco; y de esa manera poder simular escenarios
futuros de otras posibles inundaciones de la ciudad de Villahermosa.
Revisando la literatura sobre diversos modelos mateméticos y numéri-
cos que se han desarrollado para simular inundaciones de zonas urbanas
en otras regiones del mundo, llegamos a la conclusién de que uno de los
modelos matemaéticos de uso més reciente para la modelacién de flujos
de aguas poco profundas, como el caso que nos interesa, son las ecua-
ciones de Saint-Venant bidimensionales que se revisan en el Capitulo
2. También encontramos que un modelo numérico que implementa el

XIX
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modelo de Saint-Venant bidimensional via el método de volimenes fini-
tos, que se revisa en el Capitulo 3, es el software GUADFlow 2D. Este
software es desarrollado por la empresa espanola INCLAM, S.A., por lo
que nos pusimos en contacto con Don Alfonso Andrés Urrutia, repre-
sentante de la empresa, quien nos facilitd6 una licencia gratuita de 50
usos de la versién académica del software, que utilizamos para realizar
las primeras simulaciones que se reportan en el Capitulo 4.

Paralelamente, el 20 de diciembre de 2007, el Fondo Mixto de Fomen-
to a la Investigacion Cientifica y Tecnologica CONACYT - Gobierno
del Estado de Tabasco, emiti6é la Convocatoria Especial 2007-02: Re-
des Académicas para la Atencion de las Prioridades de Tabasco Rela-
cionadas con Fendmenos Potencialmente Catastroficos, cuyo proposito
fue: Apoyar proyectos que generen conocimiento de frontera, que atien-
dan los problemas, necesidades u oportunidades del Estado, consoliden
grupos de investigacion y de tecnologia y fortalezcan la competitividad
cientifica y tecnoldgica del sector académico y productivo del Estado,
para lograr un mayor desarrollo, armonico y equilibrado. Nuestro grupo
inicial respondié a dicha convocatoria y nos unimos a otros colegas para
hacer una propuesta de proyecto de investigacién sobre inundaciones.
En agosto de 2008, se aprobd finalmente el proyecto RASDET, cuyo
responsable quedo6 la M.A. Candita Victoria Gil Jiménez, ex-rectora
de nuestra Universidad. Las instituciones participantes en este proyec-
to son: La Universidad Juarez Auténoma de Tabasco, El Colegio de
Posgraduados Campus Tabasco y El Colegio de la Frontera Sur Uni-
dad Villahermosa, aunque posteriormente se incorporaron otras insti-
tuciones regionales.

La RASDET tiene como proposito articular y desarrollar tres ejes de
accion: 1. Conocimiento e influencia de fenémenos globales. 2. Compren-
sion y articulacion de las variables fisiograficas, hidrologicas y ecoldgi-
cas. 3. Dindmica social en la génesis, atencion y recuperacion de desas-
tres. En cada eje se integroé el tema legislacion y normatividad. También
en cada eje de acciéon se aprobaron diversos sub-proyectos y el nuestro
“Modelacion de las Variables Hidrolégicas en la Cuenca del Grijalva” se
aprobo dentro del eje 2. Ya con financiamiento, pudimos otorgar beca
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tesis a estudiantes de licenciatura y maestria que contribuyeron a ge-
nerar diversos resultados, asi mismo pudimos adquirir dos licencias de
GUADFlow 2D ilimitadas celdas, que utilizamos para generar resulta-
dos que se reportan en los capitulos 5 y 6.

Nuestros més sinceros agradecimientos al Dr. Alberto Manuel Ortega Y
Venzor, Director General de la Direccion General de Vinculacion Estra-
tégica del INEGI, por habernos autorizado el uso del modelo digital de
elevacion de alta resolucion Lidar, Tipo Superficie y Tipo Terreno, con
namero de registro: DGAD-0062/2009; de la ciudad de Villahermosa,
Tabasco, México.

También nuestros agradecimientos a los demés colaboradores del sub-
proyecto: Dr. Gamaliel Blé Gonzalez, Dr. Eugenio Gémez Reyes, M.C.
Emmanuel Munguia Balvanera, M.I.LH. Pedro Antonio Sanchez Ruiz,
L.M. Juan Carlos Gonzalez Aguirre y M.C. Edilberto Najera Rangel.
Al Dr. José G. Fabian Rivera Trejo y al Ing. Adolfo Cornelio Palacio,
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Finalmente, es importante resaltar que logramos el propésito de replicar
la inundacién de octubre-noviembre de 2007 con la simulacién numérica
y con una tolerable aproximacion, por lo que el modelo numérico estéa
validado. Este modelo validado se puede utilizar para realizar hipotesis
varias, tales como: modelar obras de protecciéon, elaborar mapas de
riesgo, simular diferentes grados de inundacion, simular bloqueo de los
rios por elevacién del mar, entre muchas otras.






Capitulo 1

Planteamiento del Problema

1.1. Descripcion del problema de estudio

Una inundacién es la ocupacién del agua en zonas que habitualmente
estén libres de ésta, que ocurre por desbordamiento de rios, por subida
de las mareas por encima del nivel habitual o por avalanchas causadas
por tsunamis. Por ejemplo, el Huracan Katrina arrasoé entre el 27 y el 31
de agosto del 2005 la ciudad de Nueva Orleans y otras ciudades costeras
de los estados de Luisiana y Misisipi, causando 1619 muertos [60]. En
Nueva Orleans el agua alcanz6 9 metros en algunos barrios y la ciudad
tuvo que ser totalmente evacuada [60]. En el pais y en particular en
Tabasco en 2007, se sufri6 la mas grave inundaciéon que ha enfrentado el
estado en 50 anos y que afecto a casi el 80 % del territorio tabasqueno
[32, 33, 49, 60|. Las causas fueron las fuertes lluvias que originaron
la mayor crecida historica en los rios Grijalva, Carrizal y Usumacin-
ta, entre otros, y la desfogacion de las presas Peiitas y Malpaso. En
algunas colonias de Villahermosa como Gaviotas y La Manga, el agua
alcanzo hasta los 4 metros de altura [18].

Las inundaciones por exceso de lluvias o desbordamiento de rios son
un problema comun en la mayor parte de las planicies de nuestro pais.
En Tabasco, este problema es ya parte de nuestra cultura, la cultura
del agua, mismo que ha dejado pérdidas millonarias y ha retrasado el
desarrollo econémico y dafiado severamente la infraestructura del estado

[10].
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Villahermosa ha sufrido inundaciones ciclicas [10], sin embargo, las ul-
timas inundaciones que ocurrieron en los anos 2007, 2008, 2009, 2010 y
2011 han sido especialmente severas y devastadoras [32, 33, 49|, por lo
que urge estudiar este fen6meno desde diferentes puntos de vista, identi-
ficar los factores que lo originan con la finalidad de obtener informacién
para el establecimiento de estrategias y politicas piblicas de prevencion,
mitigacion y coexistencia con las inundaciones. Una forma de estudiar
este fendmeno es mediante la modelaciéon matematica, en particular,
con el estudio y aplicacion de las ecuaciones de Navier-Stokes [11, 59|
que se revisa en la seccion 2.2 del Capitulo 2, o de las ecuaciones de
Saint-Venant que modelan flujos de aguas poco profundas [8, 20, 56, 57|,
como es el caso que nos interesa. Estas tltimas ecuaciones también se
les llama “ecuaciones de las aguas someras” (shallow water equations).
Estas ecuaciones se revisan a detalle en la seccién 2.4 del Capitulo 2, y
a continuacion se presenta la version en dos dimensiones espaciales que
es uno de los objetos de estudio de este trabajo:

oh n d(hu)  9(hv)
ot ox dy

8(hu)+2 hu2+lgh2 +8(huv) — g ad  n*uvu? + 02 ’
ot Ox 2 y

A(hv) d(huwv) O (., 1 .\ ad  n*vvu? + o2
ot gr oy \W ) = ekl Gt T an :

= O7

Ox + h4/3

donde la primera ecuacion es la “ley de conservacion de masa” o “‘ecua-
cion de continuidad”; y las otras dos se les llama “las ecuaciones diné-
micas” y describen la cantidad de movimiento del fluido bajo estudio,
en este caso, la cantidad de movimiento del agua. La variable de estado
h = h(x,y,t) representa el tirante, también se dice calado, y es la al-
tura del agua en cada punto (z,y) del dominio de interés en el tiempo
t > 0, donde el dominio de interés se denotara por  C R?, es decir,
Q es la proyeccion del dominio ocupado por el fluido sobre el plano
horizontal xy. Las otras variables de estado g1 = hu y qo = hv, se les
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llama variables conservativas o descargas unitarias, donde v = u(z,y,t)
y v = v(x,y,t) son las componentes del vector velocidad horizontal pro-
medio del agua en cada punto (z,y) € Q en el instante ¢ > 0. La funcién
d = d(z,y) describe la topografia del terreno y en este caso es la eleva-
cion del terreno sobre el punto (z,y) € Q con respecto al nivel medio
del mar (véase figura 1.1), y n = n(x,y) es el coeficiente de rugosidad
de Manning sobre la superficie del terreno en cada punto (x,y) € . Al-
gunas veces es conveniente expresar dd/dx y dd/dy con respecto a una
funcion H(x,y), donde H(zx,y) representa la distancia al fondo desde
un nivel de referencia fijo z = zp y con sentido positivo hacia abajo. En
tal caso,

od  OH od  OH

or  ox oy Oy’

Maés detalles en la seccion 2.4 del Capitulo 2.

P Superficie del agua \ Nivel de referencia fijo
/\\%\’
ZO _____________________________________________ j
Superficie del fondo del rio -

H(z,y) h(z,y,t)

Terreno firme

d(z,y)
Nivel medio del mar

D\

0 Yy

Figura 1.1: Seccion longitudinal del dominio ocupado por el fluido en un
plano vertical yz con x = z¢ fijo y desde una referencia fija en el nivel z = zy.
Se considera el plano xy correspondiente al nivel z = 0, como el nivel medio
del mar.
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Las ecuaciones de Saint-Venant son un caso concreto de sistemas de
ecuaciones diferenciales en derivadas parciales hiperbdlica, cuasi-lineal
y con término independiente, que no tienen solucién analitica y deben
ser resueltas por métodos numeéricos [53, 56, 57|. Entre los métodos
numeéricos que se dispone en la literatura para resolver numéricamen-
te ecuaciones diferenciales parciales como el sistema de Saint-Venant,
estédn el método de diferencias finitas, método de elementos finitos, mé-
todos espectrales, y el método de voliimenes finitos. El método de dife-
rencias finitas fue de los primeros que se desarrollaron histéricamente,
debido a la sencillez del planteamiento de las ecuaciones, y se usan ma-
yoritariamente en los softwares comerciales. Sin embargo, desde el punto
de vista numérico, la estabilidad de la solucién puede estar comprome-
tida. El método de elementos finitos presenta problemas si coexisten
regimenes subcritico y supercritico [44]. Recientemente se ha desarro-
llado el método de voliimenes finitos, que se basa en la forma integral de
las ecuaciones de conservacion y presenta caracteristicas muy atractivas
para superar las dificultades de otros métodos [2, 8, 21, 34, 56, 57|. La
modelaciéon de planas inundables presenta una caracteristica singular en
comparacion con otros problemas hidrodinamicos bidimensionales. En-
tre estas caracteristicas destacan la geometria irregular de los contornos,
la importancia de la pendiente y la rugosidad del lecho, la existencia de
estructuras hidraulicas que imponen condiciones internas, la presencia
frecuente de frentes de onda y resaltos hidraulicos y la necesidad de mo-
delar ciclos de secado y mojado. La ventaja comparativa de un esquema
sobre otro radicaréa mas en la flexibilidad que tenga para adaptarse a es-
tas singularidades que en la relativa precision con la que pueda resolver
los problemas numéricos de la integracion de las ecuaciones [5].

Un modelo numérico (software) que implementa el método de voluimenes
finitos para resolver las ecuaciones de Saint-Venant en dos dimensiones
espaciales (2D) es el GUADFlow 2D, desarrollado en convenio entre el
Area de Mecdnica de Fluidos de la Universidad de Zaragoza, Espana y la
empresa también espanola INCLAM, S.A., especializada en ingenieria
del agua [5, 39, 40, 41, 42]; y es el que se propone utilizar en este
proyecto.
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GUADFlow 2D fue disenado para el anélisis de ondas de avenida provo-
cadas por la lluvia o por la destruccion gradual o espontédnea de presas
y muros de contencién de grandes depositos de agua. Permite obtener
resultados reales tanto en regimenes estacionarios supercriticos, subcri-
ticos o mixtos. El médulo de inicio incluye todas las condiciones posibles
(seco, mojado o partiendo de una simulacion anterior). GUADFlow 2D
ha sido probado con simulaciones de eventos reales y con ejemplos mo-
nitorizados en laboratorios de mecanica de fluidos [5, 40].

Afios atras, se utilizaban modelos unidimensionales demasiado simples.
Tan solo tenian en cuenta el movimiento del agua confinada en el cauce
del rio. Eran, por tanto, insuficientes para captar el flujo del agua en
todas las direcciones. Mediante GUADFlow 2D, se puede simular no
solamente el movimiento en el rio sino también la inundacién de llanuras
de cauces naturales y zonas urbanas anexas. Introduciendo la variaciéon
temporal, el software hace posible la simulacién del avance de una onda
de crecida sobre el cauce. Con todo esto, al hacer simulaciones en una
computadora personal, desde la pantalla se visualiza con exactitud el
avance del agua [39].

La aplicacion exitosa de este modelo numérico, por ejemplo, en el es-
tudio hidraulico de la inundacién del niicleo urbano de Fraga, Huesca,
Espana, provocado por el desborde del rio Cinca en su cruce por esta
ciudad [40], permite suponer que GUADFlow 2D puede ser adapta-
do e implementado al caso de Tabasco para simular eficientemente las
inundaciones.

El primer trabajo enfocado a estudiar la simulaciéon numérica de flujos
de rios que cruzan por la ciudad de Villahermosa, Tabasco, México,
usando el software GUADFlow 2D, es el de Gonzalez-Aguirre (2010)
[22]. Gonzélez-Aguirre aborda el problema de simular numéricamente
el flujo del rio Grijalva en su cruce por la ciudad de Villahermosa, en
particular, el flujo de los rios que cruzan en la seccién que comprende
la ortofoto E15D11A2 del Instituto Nacional de Estadistica y Geogra-
fia (INEGI). Aporta un avance significativo en el estudio y anéalisis del
problema: resuelve parcialmente el problema de ajustar la topografia
y la batimetria sobre el dominio de interés, y reporta simulaciones nu-
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meéricas con diferentes escenarios (inicio en seco, con valor constante y
desde un resultado anterior). El inconveniente detectado en el trabajo de
Gonzalez-Aguirre es que utilizo Datos Tipo Terreno (Licencia DGAD-
0062/2009, DVD con namero de identificacion: MDTLVIHR508131) que
no muestran con detalle la infraestructura urbana y la vegetacion del
lugar, y no pudo tener acceso a datos batimétricos disponibles, ni pudo
realizar trabajos de campo para obtener las batimetrias que se necesi-
taban.

El siguiente trabajo que aborda el problema de la simulacién numérica
del flujo de una secciéon del rio Grijalva es el de Cruz-Vazquez (2012)
[16]. El reporta una primera calibracién del coeficiente de friccién o
coeficiente de rugosidad de Manning, en la seccién que comprende la
ortofoto E15D11A2 y parte de la ortofoto E15B81D4; asi como la ge-
neracion de campos de velocidad del flujo de un tramo del rio Grijalva
para un tiempo especifico.

En este trabajo se aborda con mayor profundidad la simulacién numé-
rica del flujo del rio Grijalva en su cruce por la ciudad de Villahermosa,
y simula numéricamente la inundacién de la ciudad por el desborde de
este rio. Para este proposito, se empled un Modelo Digital Tipo Super-
ficie que se caracteriza por un tamafio de celda de 5 x 5 m? y ortofoto
digital de 1 m de resoluciéon en todo el tramo de estudio. El empleo
de una herramienta bidimensional permiti6é estudiar con mucha mayor
precision los niveles y velocidades que alcanza el flujo de agua en las
margenes de inundacién de la zona de interés.

1.2. Datos para la simulacién numérica

Los datos que se utilizaron para resolver numéricamente las ecuaciones
de Saint-Venant y generar las simulaciones con el modelo numérico
GUADFlow 2D que se reportan en el Capitulo 6, fueron los siguientes:

1. Terreno. Zona limitada por la ortofoto E15D11A2 y parte de la
ortofoto E15B81D4 de la base de Datos Tipo Superficie (Licencia
DGAD-0062/2009, DVD con ntmero de identificacion: MDSL-
VIHR508130), que muestran mejor resolucion de la infraestructu-
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ra de la zona urbana, como son las calles y los edificios. El fichero
digital que contiene el terreno es una matriz cuya entrada d;; es
el valor de la elevacion del terreno sobre el nivel medio del mar
en cada celda de tamafio 5 x 5 m? sobre el dominio €. La visua-
lizacion grafica del terreno de interés se muestra en la figura 1.2.
Kl fichero esta en formato de ESRI en codigo ASCII txt.

“ﬁ N : : === Rio Carrizal
% | |

- Salida del
8 rio Grijalva

Rio Grijalva

Rio Viejo

Mezcalapa ¥i Rio La Sierra

Rio
Pichucalco

Figura 1.2: Visualizacién del modelo digital tipo superficie del terreno de
interés que contiene la seccion del rio Grijalva y sus afluentes en su cruce por
la ciudad de Villahermosa, Tabasco, México. Cortesia del INEGI, 2009.

2. Mapa de rugosidades. Como una primera aproximacion se uso
un valor constante para el coeficiente de rugosidad de Manning
dado por n(z,y) = 0.03 para todo (z,y) € Q (validado por Cruz-
Vazquez (2012) [16]).

3. Condiciéon de contorno aguas arriba. Se reportan dos experi-
mentos numéricos, donde las condiciones de contorno aguas arriba
en cada caso fueron:
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Experimento 1. Se introdujeron hidrogramas Q(t) en las en-
tradas de los rios que alimentan el rio Grijalva, iniciando desde
0 y creciendo gradualmente hasta que alcanzaron estabilidad de
acuerdo a los datos que se muestran en la tabla 1.1. La estabili-
dad que alcanzoé el modelo es aproximadamente la situacién que
se tuvo del dia 1 de octubre de 2007 de acuerdo con los datos ob-
tenidos en la Direccion Local en Tabasco de la Comisién Nacional
del Agua (CONAGUA), donde se reporto para el rio Grijalva en
la estacion hidrométrica Gaviotas un gasto de 316 m?/s y un ni-
vel del agua de 3.18 m sobre el nivel medio del mar. Este gasto
se reparti6 proporcionalmente en las entradas de los rios Viejo
Mezcalapa, Pichucalco y La Sierra, respectivamente. El gasto que
se tomo6 para el rio La Sierra es el que se reporta en la estacion
hidrométrica Pueblo Nuevo, y el gasto que se tomé para el rio
Carrizal es el que se reporta en la estacion hidrométrica Gonzalez
(véase la tabla 6.1 del Capitulo 6).

| Rio | Caudal (m?/s) |
Viejo Mezcalapa 20
Pichucalco 30
La Sierra 266
Carrizal 211

Tabla 1.1: Datos utilizados para generar hidrogramas de entrada que se usa-
ron para estabilizar el modelo numérico, que aproximo la situaciéon en que se
encontraban los rios en la zona de interés el 1 de octubre de 2007. La suma
de los caudales de entrada en los rios Viejo Mezcalapa, Pichucalco y La Sie-
rra es 316 m?/s, que fue lo que reporta la Direccion Local en Tabasco de la
CONAGUA para esa fecha para el rio Grijalva en la estacion hidrométrica
Gaviotas [13].

Experimento 2. Se introdujeron ahora hidrogramas ((t) en las
entradas de los rios en la zona de interés, iniciando con caudales
aproximados que se tenian del dia 1 de octubre de 2007, y luego
comienzan a crecer linealmente pasando por los caudales que se
muestran en la tabla 1.2 cada 24 horas. Més detalles en el Capitulo
6.
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Rio Caudal (m?/s)

1/oct. | 23/oct. | 28/oct. | 29/oct. | 30/oct. | 31/oct.
V. Mezcalapa 20 72 53 157 214 219
Pichucalco 30 110 80 235 317 329
La Sierra 266 660 878 1008 1054 1070
Carrizal 211 312 448 435 861 1466

Tabla 1.2: Datos utilizados para generar hidrogramas de entrada de los rios
en la zona de interés, con el proposito de generar una inundacion de la ciudad
de Villahermosa, Tabasco, similar a la que se di6 a finales de octubre de 2007.
Los hidrogramas se generaron iniciando con la situaciéon aproximada que se
tenia el 1 de octubre, y luego fueron creciendo gradualmente pasando por las
situaciones aproximadas de los dias 23, 28, 29, 30 y 31, cada 24 horas hasta
completar 5 dias. Los caudales que reporta la Direccién Local en Tabasco de
la CONAGUA en estas fechas para el rio Grijalva en la estacion hidrométrica
Gaviotas son 316, 842, 1011, 1400, 1586 y 1618 m? /s, respectivamente [13].

4.

Condicién de contorno aguas abajo. Esta condiciéon se esta-
blecié en la salida del rio Grijalva en la zona de interés, y en cada
uno de los experimentos fueron:

Experimento 1. Vertedero, es decir, se impone en cada una de
las celdas en la frontera correspondiente (véase figura 1.2) un cau-
dal de salida que satisface

Q=k(Z-2)%?,

donde Z es la cota mojada, Z; es la cota superior del labio del
vertedero que se tom6 como 2.50 m, y k es el coeficiente de verte-
dero que se tomd como 2.0.

Experimento 2. El hidrograma de salida () en el rio Grijalva
(figura 1.2), inicia con un caudal de 389 m?/s que corresponde el
dia 1 de octubre de 2007 de la tabla 1.3, y crece linealmente en el
tiempo t pasando por cada uno de los demas puntos de dicha tabla
en periodos de 24 horas, hasta alcanzar el caudal reportado del
dia 31 de octubre del mismo afio que fue de 2720 m?/s. Los datos
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se obtuvieron en la Direccion Local en Tabasco de la CONAGUA
y corresponden al caudal del rio Grijalva tomado en la estacion
hidrométrica Porvenir en las fechas indicadas.

Ri Caudal (m?/s)
0 1/oct. | 23/oct. | 28/oct. | 29/oct. | 30/oct. | 31/oct.
| Grijalva | 389 | 837 | 1422 | 1522 | 1601 | 2720 |

Tabla 1.3: Datos que determinan el hidrograma de salida en el rio Grijalva
para el experimento 2. Dichos datos fueron tomados en la estacién hidromé-
trica Porvenir en octubre de 2007. Cortesia de la Direcciéon Local en Tabasco
de la CONAGUA [13].

d.

1.3.

Definicién de las condiciones iniciales de simulaciéon. Las
condiciones iniciales en cada caso fueron:

Experimento 1. Inicio en seco, es decir,

h(z,y,0) =0, wu(z,y,0)=0 y wv(z,y,0) =0,

para todo (z,y) € (.

Experimento 2. Se inici6 con las condiciones de estabilidad que
alcanzo6 el modelo en el experimento 1, que como se dijo antes,
corresponde a la situacion aproximada en que se encontraban los
rios en la zona de interés el 1 de octubre de 2007.

Subproblemas a resolver

Los problemas que se han estudiado hasta ahora son:

1.

Ajustar la batimetria del rio Grijalva y sus afluentes en la zona de
interés limitada por la ortofoto E15D11A2 y parte de la ortofoto
E15B81D4 (véase figura 1.2) modificando la base de Datos Tipo
Superficie (DGAD-0062/2009), que muestran mejor resolucion de
la infraestructura de la zona urbana, como son las calles y los
edificios.
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2. Con la batimetria ajustada del rio Grijalva y sus afluentes en la
zona de interés, generar simulaciones numéricas con el software
GUADFlow 2D para los siguientes casos:

2.1. Generar una situacién aproximada que se tuvo en la zona de
interés (figura 1.2) segan CONAGUA del dia 1 de octubre de
2007. CONAGUA reporta para esa fecha que el rio Grijalva
en la estacion hidrométrica Gaviotas llevaba un gasto de 316
m?/s y su nivel del agua era de 3.18 m sobre el nivel medio
del mar, es decir, se encontraba muy por debajo de su nivel
critico que es de 5.42 m sobre el nivel medio del mar [14].

2.2. Mostrar mediante la simulacién numérica un escenario apro-
ximado de la inundacién que sufrié la ciudad de Villahermosa,
Tabasco, en la zona de interés (figura 1.2) durante el mes de
octubre de 2007, en particular, de los dias 23, 28, 29, 30 y
31 de octubre de ese ano.

El primer problema se aborda con detalle en el Capitulo 5 y el segundo
problema se aborda en el Capitulo 6.

Como se dijo antes, para generar las simulaciones numéricas del flujo
del rio Grijalva en su cruce por la ciudad de Villahermosa, se propone
utilizar el software GUADFlow 2D. Este software esta basado en la so-
lucién numérica de las ecuaciones de Saint-Venant en dos dimensiones
por el método de volumenes finitos.

En el Capitulo 3 se reporta una breve introduccion al método de voliime-
nes finitos y su aplicacién para discretizar las ecuaciones de Saint-
Venant en dos dimensiones espaciales. En el Capitulo 4 se reportan
ejemplos de pruebas numéricas cuyo propodsito es validar el software
GUADFlow 2D, con la intencién de verificar que el software esta en
condiciones de desarrollar las tareas esperadas, que es la de simular nu-
meéricamente la inundacion de la ciudad de Villahermosa, Tabasco, que
se realiza en el Capitulo 6.






Capitulo 2

Ecuaciones de Movimiento

En este capitulo se revisan las ecuaciones basicas de la mecénica de
fluidos siguiendo la referencia [11]. Estas ecuaciones se obtienen de las
leyes de conservacion de la masa, el momento y la energia. Se inicia con
las hipotesis méas simples que llevan a las ecuaciones de Euler! para un
fluido perfecto, es decir, fluidos que no sufren efectos viscosos.

Leonhard Paul Euler (1707-1783) conocido como Leonhard Euler, fue un ma-
tematico y fisico suizo cuyos trabajos més importantes se centraron en el campo de
las matematicas puras, pero también hizo aportaciones a la astronomia, mecénica,
optica y actstica. El mostré como utilizar la segunda ley de Newton (originalmente
aplicable sblo a masas puntuales) para determinar la aceleraciéon de cualquier parte
infinitesimal del fluido, gracias a que descubri6 el concepto moderno de presion, lo
que le permitié calcular la resultante de estas fuerzas, de contacto, ejercidas por el
resto del fluido considerado como medio continuo, sobre esa masa elemental. Fue
Euler el que descubri6 en 1755, las leyes que rigen el movimiento de los fluidos idea-
les, mucho antes de su descubrimiento de las leyes que gobiernan el movimiento de
los cuerpos rigidos [30].

13
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2.1. Ecuaciones de Euler

Sea D C R? una region que se encuentra lleno de algtn tipo de fluido,
agua por ejemplo. Sea x € D, t € [0,T], con x = (r1,x2,73), y se
considera la particula de fluido que se mueve a través de x al tiempo ¢
con velocidad u(x,t), donde u: D x [0,T] — R?, véase figura 2.1.

Trayectoria de una particula de fluido

Figura 2.1: Particula de fluido fluyendo en una region D C R3.

Para deducir las ecuaciones se parte de tres principios bésicos:
1. La masa no se crea ni se destruye.

2. La tasa de cambio de momento de una porcion del fluido es igual
a la fuerza que se le aplica (segunda ley de Newton?).

3. La energia no se crea ni se destruye.

2Sir Isaac Newton (1643-1727) fue fisico, filosofo, tedlogo, inventor, alquimista y
matematico inglés, autor de los Philosophiae naturalis principia mathematica, més
conocidos como los Principia, donde describio la ley de la gravitacion universal y
estableci6 las bases de la mecanica clasica mediante las leyes que llevan su nombre.
Comparte con Leibniz (1646-1716) el crédito por el desarrollo del calculo integral y
diferencial, que utilizé para formular sus leyes de la fisica. También contribuy6 en
otras areas de la matematica, desarrollando el teorema del binomio y las férmulas
de Newton-Cotes, entre otras.
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2.1.1. Conservacion de la masa

Sea W C D una subregion arbitraria fija en D (W no cambia con el
tiempo). La masa m del fluido en W al tiempo ¢ esta dada por

m(Wt) = [ ptoct) av.

donde p es la densidad del fluido.
Asi que la tasa de cambio de la masa en W con respecto al tiempo ¢ es

d _d B ap
Cm(w,t) =4 /W o(x,£) dV = /W 7 x 1)V

La frontera de W, denotada por W se supone una superficie suave, n
el vector normal exterior unitario definido en todos los puntos de W,
y dA el elemento de area sobre OW. La tasa del flujo de volumen a
través de OW, por unidad de area es u-n y la tasa de flujo de masa
por unidad de area es pu - n, véase figura 2.2.

Figura 2.2: La masa que cruza la frontera de W por unidad de tiempo es
igual a la integral de superficie de pu - n sobre la OW.

La ley de la conservaciéon de la masa se puede escribir mas precisamente
como: La tasa del incremento de masa en W es igual a la tasa a la cual
la masa cruza OW, hacia el interior de W, es decir

p(x,t)dV:—/ pu-ndA. (2.1)

dt Jw oW

Esta ecuacion se conoce como la forma integral de la ley de con-
servacién de la masa.
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Al aplicar el teorema de la divergencia de Gauss® al segundo miembro
de (2.1) se tiene

_/aw(pu).ndA:_/ div(pu) dV,

w

por lo que (2.1) toma la forma

/ 9 x.1) dV:—/ div(pu(x, 1)) dV ,
w ot w
de donde

/ [%(X,t) +div (pu(x,t))] dV =0, paratodoW C D.
W

Por lo tanto,
%P (1) + div (pu(x, 1)) = 0, (22)

que se llama la forma diferencial de la ley de conservacion de la
masa o la ecuaciéon de continuidad.

Si p y u no son suficientemente suaves para justificar los pasos que
conducen a la forma diferencial de la ley de conservacion de la masa,
entonces la que se emplea es la forma integral (2.1).

2.1.2. Balance de momentos

Sea x(t) = (x(t),y(t), 2(t)) la trayectoria que sigue una particula de un
fluido tal que su campo de velocidades esta dado por

3Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855) fue matematico, astronomo, geodésico
y fisico aleman que contribuy6 significativamente en muchos campos, incluida la
teoria de nameros, el analisis matematico, la geometria diferencial, la estadistica, el
algebra, la geodesia, el magnetismo y la 6ptica. Es considerado “El principe de las
mateméticas” y “El matemético més grande desde la antigiiedad”.



Ecuaciones de Movimiento 17

esto es,
dx(t)

dat -
La aceleracion de una particula del fluido es

u(x(t),t) =
2
a(t) = %x(t) = %u(x(t),t).

Aplicando la regla de la cadena

dJu. Ou. OJu. Ou

Usando la notacion

ou ou ou
%:ux:axu, azuz:azu, @:uy:ayu
Y 0
u
E:ut:&gu,

y considerando que

u(a’:7 y? Z? t) = (U(.ZU, y7 Z? t)7v($7 y7 Z? t)7w($7 y? Z? t))?

entonces
a(t) = uu, + vuy + wu; + uy,
o bien
a(t) =0+ (u-V)u= (0 +u-V)u,
donde

El operador definido por

D
—=0+u-V,
Dt
se llama derivada material, y surge al suponer que el fluido esté en

movimiento y que las posiciones de las particulas del fluido cambian
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con respecto al tiempo t. De hecho, si f(z,y, z,t) es una funcion de la
posicion y el tiempo (escalar o vectorial), entonces por la regla de la
cadena,

SI. 0,200 = af+u-Vf

Df

= 5, @®).y().2(1).1).

Para cualquier continuo D, las fuerzas que acttian sobre una subregion
W son de dos tipos. En primer lugar, estan las fuerzas de tensiéon que son
las fuerzas que actiian a través de la superficie de la subregion W y que
son originadas por la accién del resto del continuo D. En segundo lugar,
hay fuerzas externas sobre el cuerpo como las fuerzas de gravedad o de
un campo magnético, que ejercen una fuerza por unidad de volumen en
el continuo.

En este trabajo se define un fluido ideal como un fluido que tiene la
siguiente propiedad: Para cualquier movimiento del fluido existe una
funcion p(x,t) llamada la presion tal que si S es una superficie en el
fluido con un vector normal unitario n, la fuerza de tension ejercida
a través de la superficie S por unidad de area en el punto x € 5 es
p(x,t)n, es decir,

(2.3)

La fuerza a través de S por unidad de area = p(x,t)n.

Note que la fuerza estéa en la direcciéon de n y que la fuerza actia ortogo-
nalmente sobre la superficie S, esto es, no existen fuerzas tangenciales
(véase figura 2.3)

Si W es una region en el fluido en un instante ¢, la fuerza total ejercida
sobre el fluido dentro de W por medio de tensiones sobre su frontera es

Saw = {fuerza sobre W} = —/ pndA,
ow

donde el signo negativo es por que el vector n apunta hacia afuera. Si
e es cualquier vector fijo en el espacio, entonces

e Sow =~ [ (pe)-maa,
ow
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La fuerza a través
de S esigual a pn

Figura 2.3: Fuerzas de presion a través de una superficie S.

y por el teorema de la divergencia de Gauss se tiene

e S = —/ div(pe)dV:—/ V- (pe)dV
w w

= —/ Vp-ede(—/ VpdV)-e.
w w

Dado que e es arbitrario, resulta que
Sow = —/ VpdV . (2.4)
w

Por otro lado, si b(x,t) denota las fuerzas externas que actiian sobre el
cuerpo por unidad de masa, entonces la fuerza total sobre W sera

B :/ pb(x,t) dV .
w

Asi que sobre cualquier subregion W de material del fluido se tendra
fuerza por unidad de volumen = —Vp+ pb.

Por la segunda ley de Newton (f = ma) se tiene que

Du
= b. 2.
P Dy Vp+p (2.5)

Esta ecuacion se conoce como la forma diferencial de la ley de
balance de momentos.
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Enseguida se obtendra la forma integral de la ecuaciéon de balance de
momentos de dos maneras. La derivaremos primero como una deducciéon
de la forma diferencial y después utilizando los principios bésicos.

Al sustituir la derivada material en la forma diferencial de la ley de
balance de momentos (2.5) se tiene que

0
p%+p(u-v)u=—Vp+pb,
ou
paz—p(u‘V)u—V]H-pb. (2.6)
Pero
d(pu) _ Ou (9p
o Par "\t )"
Ou _9(pu) (9p
Pat = o <8t v 27)

De (2.6) y (2.7) se tiene

d(pu) (Op\
5 <8t u=—p(u-V)u—Vp+pb,

9 (pu) dp
(V- pu-V)u-— b.
5 <3t u—p(u-V)u—Vp+p
De la ecuacion de continuidad (2.2) se obtiene que
d(pu)

o = —div(pu)u—p(u-V)u—-Vp+pb.

Si e es un vector fijo en el espacio tridimensional, al multiplicarlo en
cada miembro de la ecuacién anterior se tiene

9 (pu)
ot

= —div(pu)(u-e)—p(u-V)u-e
—(Vp)-e+pb-e,

pero como

p(u-V)u-e=plu-vu)-¢
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= p[(vuy + vu, + wu,) - €]

= p[u (Ug, vz, wy) + v (Uy, vy, wy) + w (uz, vz, w,)] - €

T
Uy + VUy + WU,

P UV + VVy + WU, - (e1,e9,€3)
UWg + VWy + Ww,

[ (uug + VU + wuy) e1 + (uvg + vuy + wuy) es
=

|+ (vwy + vwy + ww, ) e3

[ (ugey + vpeo + wyez) + v (uyer + vyea + wyes) ]
=p

+w (uzer +v.e2 + we3)

0
u— (uey +veg + wes) + v— (uey + veg + we
8:75( 1 2 3) 8y( 1 2 3)

+wé(ue + vey + wegy)
L 9z ! 2 s

0 d 0
=p u%(u-e)—kva—y(u-e)—i-w%(u-e)]

— o) (5 (ne) (w0, (o)) |
— -V (u-e)

— (pu)-V(u-e)

=div(pu(u-e)) —div(pu)(u-e),

se tiene que

e a(gt“) = —div(pu)(u-e) — div(pu(u- e))
+div(pu)(u-e)— (Vp)-e+pb-e
= —div(pu(u-e))—(Vp)-e+pb-e

= —divipe+ (pu)(u-e)]+pb-e.

Si W es un volumen fijo en el espacio, la tasa de cambio de momento
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/e-a(pu)dV
W ot

/"5
_ / div[pe+ (pu)(u-e)] dV

+/ pb-edV.
1%

Aplicando el teorema de la divergencia de Gauss se tiene

en la direccién de e en W es

d
e — pudV =
dt Jw

d
e-/ pudV:—/ [pe+(pu)(u-e)]-ndA+/ pb-edV.
dat Jw ow W

Como

pe+(pu)(u-e)-n = (pe)-n +(pw)(u-e)-n
p(e-n) +p(u-e)ju-n
p(n-e) +p(u-e)(u-n)
(pm) e+ p(u-)(u-e)
(pm)-e+(pu)(u-n)-e
= [pn+(pu)(u-n)-e,

entonces

e-i/wpudV:e-{/aw—[pn+(pu)(u-n)] dA+/W,ode}

y dado que e es arbitrario, se concluye que

4 pudV:—/ [pn+ pu(u-n) dA+/ pbdV . (2.8)
W ow W

dt
Esta ecuacion es la forma integral de balance de momentos y la
cantidad pn + pu(u - n) se llama el flujo de momento por unidad
de area que cruza OW.
Para el caso de balance de momento se puede proceder primero obte-
niendo la versién integral y a partir de ésta obtener la version diferencial.
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Se supondra suficiente regularidad o diferenciabilidad en las funciones
involucradas.
Como antes, sea D una regiéon en la cual se tiene un fluido en movi-
miento. Sean x € Dy ¢ : D x[0,T] — D donde p(x,t) es la trayectoria
seguida por la particula que esta en la posicién x en el momento ¢ = 0.
Se supone que ¢ es suficientemente diferenciable (suave) y que para ¢
fijo ¢ es invertible. Sea ademas ¢; : D — D el mapeo x — ¢(x,t), es
decir con t fijo, el mapeo ¢ lleva cada particula de fluido de su posicion
©(x,0) = x al tiempo t = 0 a su posicion ¢(x,t) al tiempo t. A ¢ se le
llama el mapeo del flujo del fluido. Si W es una regién en D, entonces
ot (W) = Wy es el volumen W moviéndose con el fluido (véase figura
2.4). La forma integral “primitiva” de balance de momento establece
que

4 pudV:SaWt—i—/ pbdV, (2.9)

dt Jw, W,
esto es, la tasa de cambio de momento de una subregion Wy de fluido
en movimiento es igual a la fuerza total (tension superficial més fuerzas
externas) que acttia sobre ¢él. Estas dos formas de balance de momentos
(2.5) y (2.9) son equivalentes. Para probar esto, se utiliza el teorema
del cambio de variable

d d
— pudV = —

dt Jyy, i |, (Pl t). ) (x )V,

donde J(x,t) es el determinante Jacobiano del mapeo

QD(X, t) = (51 (X7 t)7§2(xv t)v s 7§n(xv t))?

dado por
8.731 8(131 Bxl
J(x,t) = | 92 072 Oz | (2.10)
ox, Oz, oxy,
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Movimiento del fluido

Figura 2.4: W; es la imagen de W como particulas del fluido en W que fluyen
en un tiempo ¢ [11].

Como el volumen es constante se puede derivar bajo el signo de la in-
tegral, por lo que

% - pudV = /W %[(p u)(p(x,t),t)J(x,t)] dV . (2.11)
Pero
0
2 lpuplx, 1), (x,1)] =
) ) (2.12)
G px0.0] Tt + (pu) et 0.0) | S0
Como 5
E (X,t) - u(é(x7t))a
se sigue de (2.3) que
2 (pu)(pe, 1), 1) = (Epu> (o(x,8),1) (2.13)
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Lema 2.1.1 Sea

fu fiz o fin
| S fao fon
i fur o fam

donde f;; son funciones que dependen de t. Entonces

fii fiz o fin fuu fla o fin
dJ o foa oo+ fon far fa 0 fon
- = . . . . + . . . .
dt : : L : : L
fq/ﬂ fn2 fnn fnl 7/12 fnn
fu fiz o fia
fau fo - fo,

. . . ’
fnl fn2 T frlm,
donde f}; = d(];j.
Demostracion. Se demostrara por induccién sobre n.

Para n =1 es claro.
Sin = 2, entonces

T=| B gt
por lo que
dJ ! ! ! !
e Ji1fe2 + fiifog — forJ12 — far fio
= (firfoe — forfr2) + (f11f2e — f21f12)
fi1 fiz N fir fis
for f2 far fao

= J'+J%,
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donde J7 denota que la columna j de la matriz asociada a .J esta deri-
vada con respecto a t. Se denota también por Jy; al determinante de la
matriz obtenida al eliminar la primera fila y la columna % de la matriz
asociada a J. En este sentido, por J{k se entendera que la columna j
de la matriz asociada a Jy; est& derivada con respecto a t.

Se supone que el lema se cumple para n — 1 con n > 3 y se demuestra
para n.

Desarrollando J en la primera fila se tiene

W AT e
N APy N

n dJ
= ];1(—1)’““ <f1kd;k + f{kJ1k> ;

y como Jyj es de orden n — 1 se le aplica la hipotesis de induccion para

obtener que
n—1

dJyy, j
7=1
Entonces

n n—1 .
A (flk 5 ffkm>
k=1 j=1
= fudh + fdh i+ i+ fidn
—fiadly — fradd — fiadiy — - — fiodis Tt — fladio
+figJis + i3 + fisdiy + o+ izl T+ flsdis
ok (D" findh, + (D) R (DT findE,
o (D) S (D)

= fiiJu+ fudh F fJh  fdy e+ fudyt
—fiadiy — Fladha — fi2d3 — fiadiy — -+ — fr2diy !
+ fi3dis + fisdE + flgdis + fisJis + -+ fis iyt
o (D" fpdl, 4 (D)™ fn R+ (D) findR,
o (D) S (D)
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= f{lt]ll - f12J112 + f13<]113 ( 1)n flnjln
fudl = flodia + fisdly — -+ (=1)" T fin 3, +
f11J11 f12J12 + f13=]13 - ( 1)n+1 flnjln
o f T = fra +f13J3 L b (=)™ L i

= 1+ r2+B3+.4J N

Lema 2.1.2

;J(x £) = J(x,t) divu(p(x, ), ).

Demostracion. La prueba que aqui se presenta también se puede
consultar en [3] o [58]. Sean x = (z1,22,...,2,) y

@(Xﬂt) = (fl(x,t),fg(x,t), s 7£n(xﬂt))'

Por definicion del campo de velocidades del fluido

De aqui que

G(x,t) = w(p(x1),t),
o(x,t) = uz(p(x,1),1)
0 _
n0et) = unlp(x,1),1)
Y también
divu(p(x,t),t) = <g—z_11 + g—lg T g—z_:) i

El lema se demostrara por inducciéon sobre n.
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Para n =1, J(x,t) = 0&1/0z1, por lo que para x fijo se tiene que

Oy _ D06 006 _ 0 dplx
ot otoxy  Oxy Ot Ory Ot
B ou 851

= — t),t) = =———=—+ = (divu)J(x, t).
Gt ) = S = (divw) ()

Se supone que el lema se cumple para n — 1 con n > 2 y se demuestra
para n. Para x fijo y aplicando el lema 2.1.1 a J dada como en (2.10)
se tiene que

006 0 on | |08 006 ok
3t 8331 8331 o 8331 33)1 Bt 8331 o 8331
006 08 3 06 006 3
0J N Ot Oxy Oxy ~~ Oxy Oxy OtOxy ~~ Oxy
_( 7t) - +
ot
006 0& O 96 0 06 O
ot Ox, Ox,  Oxp 0x, Otdx, ~ Ox,
o o 0o
8331 8331 Bt 33)1
o6 08 0o
+et Oxy  Oxg Ot Oxo
o e 0on
0z, Or, OtOz,
Pero
008 0 0

N T r
0tdx;  Ow; Ot Qm; N TO0h

paral<i:<nyl<j<n.

Ademaés las componentes u; de u en esta expresién son funciones de
x1,%9,...,%, a través de p(x,t), por lo tanto

Ou; 0 Ou; 0 Ou; 0
w6 Ow0& | 0w,

8&1 8$j 8{2 8$j 8£n 8$j

0
ail‘jui(so(xv t)v t)
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Cuando estas ecuaciones son sustituidas en la expresién anterior para
0J/0t, se obtiene para los términos respectivos que

Ou 01 | Dur 06 O 06, Oy 9%y
851 8951 852 8951 8§n 8951 8951 o 8371
Ou 01 | Dur 06 | O 06, Oy 9%y
oJ | 8¢ Oz | Oy Dxo Oy Oxy  Omy ~ Omy
(x,1) =
ot
duy 061 | duy 852 0w 08 08 %
OE1 Oz, | OEs Oz 9, Oy Oxn  Oxn
06 w06 | Oup 0% | 0w 0 06 9%
83)1 851 83)1 852 83)1 agn 83)1 31‘1 o 31‘1
9 Qi Mde | Owds 0%
+ 83)2 851 83)2 852 83)2 852 83)2 31‘2 o 31‘2
06 Dy 06 | Dy 0% | Dwds 9 0%
Ox,, 0& Oz,  0& Ox, 9, Oy Oxn 7 Oxn
4.+
31‘1 83)1 o 31‘1 851 31‘1 852 31‘1 8fn 83)1
31‘2 83)2 o 31‘2 851 31‘2 852 31‘2 8fn 83)2
ox, Ox, Ox, 0& Ox, 0& Ox, &, Oy

Con esto, los sumandos que se han escrito de 0.J/0t se transforman
a su vez, cada uno de ellos, en n sumandos (puesto que la funciéon
determinante es multilineal en las columnas y en filas):
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6%‘1 6%‘1 o 6%‘1 8331 8331 o 8331
% - % Oxo  Oxg ~~ Oxo % Oxo  Oxo ~~ Oxo
ko R
0r, Ox, Oz, ox, Oz, O,
8331 8331 o 8331 8331 6%‘1 o 6%‘1
o6, e ok, o a0k
4. % Oxo  Oxa ~~ Oxo + % Oxo  Oxe ~~ Oxg
6§n . . . . 851
o, on o o6 o on
0x, Oz, O, ox, Ox, Oz,
06 e 0k o6 o6 0%,
6:v1 8x1 o 8x1 6;v1 6;v1 o 6;v1
Ous 0xo 0xo o 0xo Ous 0xo 0xo o 0xo
4= Rl
652 afn
00 06 o6 o o ok
or, Oz, Oz, ox, Oz,  Oxn
8331 8331 o 8331 8331 6%‘1 o 6%‘1
+ % Ory  Oxo o Oxs + Ouy, Ory  Oxo o Oxa
o | . S . 92
o v oa o 0 06
ox, Oz,  Oxn ox, Oz, Oz,
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8:81 8:81 o 8951
% 0xo 0xo o 0xo

+ + ¢,
oz, Oz, Oz,

Pero el determinante de cada sumando que tiene dos columnas iguales
vale cero, por lo que resulta

3{1,‘1 3{1,‘1 o 3{1,‘1 8%1 8%1 o 8%1
Q o % 0xo 0xo o 0xo % 0xo 0xo o 0xo
V= e | | T
ox, Oz,  Ozxn ox, Oz, Oz,
8x1 8x1 o 8x1
06 06 %n
4. % Oxry  Oxo o Oxa
o0&
0x, Oz, Oz,
Se concluye que
oJ ou;  Ou ouy,
—(x,t) = (74_74_...4_7){]’
o 0= oe, * oe, 0,

como se queria demostrar. m
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Al aplicar (2.12), (2.13) y el lema 2.1.2 en (2.11) se tiene que

o [oovav = [ ]S owen] 1+ wuenf) bav

dt Jy,

- /W HD%):) (so,t)] T+ (pu)(e, 1) [(V - 1) (,1)] J} oV

= [ {70 )+ e (7w (o} av

donde ¢ = ¢(x,t) y J = J(x,1).
Del teorema del cambio de variable, resulta

[ =] P ) (7w av

dt Jyy, Dt
0
= [P 9w+ o) (7w av
w, | Ot
B Ou op
_/Wt [pat tug +u V(pu)+ (pu)(V u)} av' .
Pero
_O(pu) = 9(pu) = I(pu)
u-Vipu) = Ox i Jy 0z
=u 8—u+@u+ @+@u+ @+@
R Pay T By Pa. "o
= ua—u—i-va—u—i- @ + @—H}@—F @
=f or oy 0z ox dy 0z
— p(u- V) + (u- Vp)u.,
luego
d
d thudV =

/W [,Oau —I—u@+p(u-Vu)+ (u-Vp)u+ (pu)(V-u)| dV
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:/Wt [,0 <aaltl+u-Vu> +u<g'§—|—u-Vp—|—p(V'u)>] av

Du Dp .
— —u P4 sd v .
/Wt [" bt " <Dt e ”“ﬂ

Al desarrollar la derivada material de p:

Dp , Op .
E—l—pdlvu— E—l—u-Vp—i—pdlvu_

dp .
o +div(pu).

Asi, de la ecuacion de continuidad (2.2) se concluye que

D
F’;—i—pdivu:(), (2.14)

que es otra forma equivalente a la ley de conservacion de la masa, por

lo tanto

4 pudV =

D
“av.
dt ),

P
w,| Dt

Este argumento prueba el siguiente teorema:

Teorema 2.1.1 (del transporte) Si f: D x [0,T] — R es continua-
mente diferenciable, entonces

d Df
— dV = —dV.
dt Jw, ! /Wt "Dt

De manera similar, se puede derivar una forma del teorema del trans-
porte sin incluir un factor de densidad de masa, a saber

Teorema 2.1.2 Si f: D x [0,T] — R es continua, entonces

d B of ..
o . fdv = /Wt <E +d1v(fu)> av .
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Demostracion. Del teorema del cambio de variable, se tiene que

d d 0
gl s = g [ seniav= [ Siennw

- o esen

N / {[Ff( ﬂ T+ f (e, )[divu(so,t)]J}dV
/W [%(w) - f(go,t)(divu(go,t))} Jdv

donde ¢ = p(x,t) y J = J(x,t). Aplicando de nuevo el teorema de
cambio de variable, se sigue que

d Df
a de = /Wt_D +fd1vu]dV

_ / -af+(u-V)f—|—fdivu} v
w, | ot

= / af—l—u-Vf—I—f,divu]dV
w, LOt

0
= /Wt _a—J;—i—div(fu)] av. m

Si Wy por lo tanto W; son arbitrarios, y los integrandos son conti-
nuos, se ha probado que la forma diferencial (2.5) y la forma integral
de balance de momentos (2.8) son equivalentes. De ésto y del teore-
ma del transporte 2.1.1 se tiene que las tres ecuaciones siguientes son
equivalentes:

i) Forma integral primitiva

d

— pudV:SaWt—l—/ pb dV .
dt Wy Wi
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ii) Forma diferencial

u
~ = _Vp+pb.
PDi pte

iii) Forma integral

d
— pudV:—/ [pn+(pu)(u‘n)]dA+/ pbdV .
dt Jw ow W

Demostracion. i) = ii): De (2.4) se sigue que

d
— pudV = — VpdV+/

pde:/ (=Vp + pb)dV
dt Wt Wt Wt Wt

y aplicando el teorema del transporte 2.1.1 al primer miembro de la
desigualdad anterior, resulta

D
p22av = | (—Vp+pb)av,
w, Dt Wy

para toda W, por lo tanto

u
e b.
P Dy Vp+p
ii) = i): Puesto que
D
/ p22aqy = —vpdv+/ pbdV,
w, Dt W W,

asi que aplicando de nuevo el teorema del transporte 2.1.1 y (2.4),
resulta que

d
— pudV:SaWt%—/ pbdV .
dt Wi Wi

ii) <= iii): Ya fue demostrado. m

Se puede usar el lema 2.1.2 para caracterizar la incompresibilidad de
un fluido.
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Definicion 2.1.1 Un fluido es incompresible si para cualquier subre-
gion W del fluido se tiene

volumen (W;) = / dV = constante en ¢ .
W

Se observa que

d
— dV = 0.
a) dt /Wt

b) Del teorema del cambio de variable resulta que

a dvzi/ Jdv .
dt Jy, dt )y

c) Del lema 2.1.2 se tiene

% JdV = /JdV / (divu)JdV .

d) De nuevo del teorema del cambio de variable se tiene que
/ (divu)JdV — / (divu)dV .
w Wi

Asi, la incompresibilidad de un fluido es equivalente a

/ (divu)dV =0,
Wi

para todas las regiones W; en movimiento.
De lo anterior, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) El fluido es incompresible,
i) divu =0,
i) J=1.



Ecuaciones de Movimiento 37

Demostracion. i) = ii): Dado que el fluido es incompresible, se
tiene que

/ (diva)dV =0, VW,
Wi

por lo tanto, divu = 0.

ii) = iii): Si divu = 0, entonces

d
— dV:/ (divu)dV =0,
dt We We

por lo que th dV es constante para todo t. Ahora del teorema del
cambio de variable se tiene que

/ dV:/ Jdv |
Wi w

para todo t, por lo tanto J = 1.
iii) = i): Si J = 1, entonces del teorema de cambio de variable se

sigue que
/ dV:/ JdV:/dV, Vt>0,
Wi w w

volumen(W;) = / av
w

luego

que es constante en ¢, asi el fluido es incompresible. m

De la ecuaciéon (2.14) y del hecho de que p > 0, se tiene que un fluido
es incompresible si y solo si Dp/Dt = 0, esto es, la densidad de masa
es constante a través del fluido. Si el fluido es homogéneo, es decir,
p = constante en el espacio, este serd incompresible si y sélo si p es
constante en el tiempo. Problemas que involucran flujos no homogéneos
incompresibles ocurren por ejemplo en la oceanografia. Enseguida se
obtendra la ecuacién de continuidad expresando p en términos de su
valor en ¢t = 0, del mapeo de flujo ¢(x,t) y del Jacobiano J(x, ).
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En efecto, al tomar f = 1 en el teorema del transporte 2.1.1, resulta

que
d D

1
dt i, " v /thDt V=0,

de donde
/ p(x,t)dV = constante :/ p(x,0)dV .
Wi WO
Por el teorema del cambio de variable,
[ obetav = [ pletxo.00x.0av
Wt WO
luego

/ plp(x,£), )] (x,£) dV = / p(x,0)dV
Wo

Wo
y dado que Wy es arbitrario

plp(x,1),t)J(x,t) = p(x,0), xe€D,t>0.

Esta es otra forma de la conservacion de la masa. Una consecuencia de
lo anterior es: Un fluido que es homogéneo ent = 0 pero es compresible,
generalmente no permanece homogéneo. Sin embargo, el fluido perma-
necerd homogéneo si es incompresible.

~—

Ejemplo 2.1.1 Sea ¢((z,y,2),t) = (L +t)z,y,2). Entonces
1

t

J((‘T7y7z)7t): :1+t,

o o+

0
1
0

—_ o O

por lo tanto el fluido es compresible.

1
Ejemplo 2.1.2 Sea p((z,y,2) ,t) = 77 en este caso se tiene homo-

geneidad para todo tiempo t, ya que la densidad no depende del punto
(z,y,2), es decir, es constante en el espacio. También se tiene conser-
vacion de la masa.
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2.1.3.

Conservacion de energia

Hasta el momento se han deducido las ecuaciones siguientes:

Du
_— = — b
Py Vp+pb,
Y D
Ff—l—pdiv(u) :0,

“Ecuacion de balance de momentos (2.5)”,

“Conservacion de la masa (2.14)”,

que expresadas en términos de sus componentes, resultan ser

ou ou ou ou
E—I—u%—l—va—y%—w&
v ov v v
a%—u%%—va—y—l—w@
ow ow ow ow
o s TPy TV
ap dp ap ap

oy TUF T U W

ot ox oy

0z

op

1
—=—=+b
P@:U+ 1

op

1

—2-= 4
ray 7

op

1
—2—=+b
POz +0s

(o, o
P or Oy

Lou
0z )’

Este es un sistema de 4 ecuaciones con 5 incognitas: las tres componen-
tes de la velocidad w,v,w, la presion p y la densidad p, asi que hace
falta por lo menos una ecuacién mas para describir completamente el
movimiento del fluido. La quinta ecuacién se obtendréa del principio de
conservacion de la energia.

Sea D un dominio donde se mueve el fluido con campo de velocidad u.
La energia cinética contenida en una region W C D esta dada por [11]:

1
Ecinética - 2/ P ”11”2 dv)
w

donde [lul|® = u2 + v? + w?. Se supone que la energfa total del fluido
puede ser escrita como

Etotal = Ecinética + Einterna )
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donde Fipterng €s la energia interna que no puede ser vista a escala
macroscopica, pero que nace de interacciones potenciales internas y las
vibraciones moleculares. Si se suministra energia al fluido o si el fluido
realiza algin trabajo, la energia total cambiara.

La tasa de cambio de la energia cinética de una porcién en movimiento
Wy del fluido se calcula usando el teorema del transporte 2.1.1 como
sigue

d d (1
_Eciné ica — S \3
dt= et < 2

Considerando que

1

2Dt H —5{& ul> 4+ u- V(HUH )]

_1 0 2 0 2 9 2 9 2

_5@ ol + gl ol 4 g )

y dado que

0 2 0,4 2 2 Ou 8” 8w Ou
5 Ilul™ = 5 (v? +0? +w?) = Yot T T T
0 2 0 2 2 2 Ou v dw Ou
v - 2 =2u_— +20 42w - =2u-
g 1017 = gy (707w wl) = 2up 2 2w =2
0 2 9 (9 2 2 Ou Ov ow Ou
Oz 2 =2t + 20 2wl = ou- 28
oy 107 = gy (W8 l) = 2ugy 2 & 2w = 2w
9 2 0 9 o9, o Ou 9y ow Ou
O a2 2 = 2ut 4202l o2l —ou. 22
5z 0" = g7 (w4 ) = 2upm e v o s = 2w 5

entonces
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Do = 0P (02 o (02 o (w2
2Dt - Y ar ) T\ " By 2
= u @+u ua—u+u 8—114—u 8—11
N ot or Yy 8z
= u‘@+u‘ ug—i-vg—i-w3
N ot ox y 0z
ou
= U‘E+u‘(u~V)u
= u [%;l—l—(u-V)u]
_ . Du
= u Dt -
Asi
d Du
(ﬁEcinética—/th<u Dt)dV (215)

Una discusiéon més general de conservacion de la energia requiere mas
termodinamica, pero lo expuesto basta para el tratamiento que se quiere
hacer aqui, que es determinar una quinta ecuaciéon a fin de tener un
sistema de 5 ecuaciones con 5 incognitas. Para esto, se limitara a dos
casos particulares:

1) Flujos incompresibles

Se supone que toda la energia es cinética y que la tasa de cambio de la
energia cinética en una porcion del fluido es iqual a la tasa a la cual la
presion y las fuerzas externas hacen un trabajo [11]:

d
Ecinética:_/ pu'ndA-i-/ pu-bdV .
dt oW, W,

De (2.15) y del teorema de la divergencia de Gauss, la ecuaciéon anterior
se convierte en
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D
/ p<u-—u> av = —/ div (pu)dV+/ pu-bdV
Wi Dt Wi Wi

= —/ [div (pu) — pu-b]dV
Wi

- _/ [pdiv(u) +u-Vp— pu-bldV .
Wi

Como el fluido es incompresible, divu = 0, por lo que

D
/ p<u‘—u>dV:—/ (u-Vp—pu-b)dv,
Wi Dt Wi

Du
/Wtu- [th—i-Vp—pb] dv =0.
La ecuacion anterior es también una consecuencia del balance de mo-
mento (2.5). Este argumento, ademés, muestra que si se supone que
Fiotal = Ecinética, entonces el fluido debe ser incompresible, al menos
que p = 0. En resumen, las ecuaciones de Euler para fluidos in-
compresibles? son

de donde

D

pﬁltl = —Vp+pb, en D

Dp

Ft == O, en D (216)
divu = 0, en D

u-n = 0, en 0D.

4Al no considerar las fuerzas externas b, resulta la ecuacién (?9—1; +(u-V)u =

1 . .
——Vp, que fue obtenida por primera vez por Euler en 1755, y es una de las ecua-

ciones fundamentales de la mecénica de fluidos (Landau y Lifshitz (1986) [27].
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2) Fluidos isoentropicos

Un fluido compresible se llama si existe una funcion w, que se le llama
la entalpia, tal que
Vw = }Vp.
p
Esta terminologia proviene de la termodinédmica, en donde se tienen las
siguientes cantidades béasicas, cada una de las cuales es una funcion de
x y de t, dependiendo del flujo dado:

p = presién

p = densidad

T = temperatura

s = entropia

w = entalpia (por unidad de masa)

e = w-2= energia interna (por unidad de masa).

Estas cantidades estan relacionadas por la primera ley de la termodi-
namica que se acepta como un principio bésico

1
dw =Tds + ;dp. (2.17)

La primera ley es una afirmacion de la conservacion de la energia. Una
afirmacion equivalente a (2.17) es

de = Tds + %dp. (2.18)

En efecto, puesto que e = w — p/p, entonces

de = dw—d<p>
p

I AC) —Z(dp)p
P
1 D
= dw——dp+—2dp,
p p
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de donde )
dw:de—l—;dp—%dp. (2.19)

Sustituyendo dw en (2.17) se tiene
1 1
de+—dp— L dp=Tds+ - dp
p p p

por lo que
de = Tds + % dp.

Reciprocamente, si se despeja de en (2.19) y se sustituye en (2.18) se
obtiene (2.17). W

Si la presion es una funcién tnicamente de p, entonces el flujo es cla-
ramente isoentropico con s como una constante (de ahi el nombre de
isoentropico) por lo que de (2.17):

1
dw = Tds+ ;dp(p)

1
dw = ;p/(p)dp
p ol
Lo /p(k)d/M
0o A

que es la version integral de dw = dp/p. Como antes, la energfa interna
€ = w — p/p satisface que

de =Tds+ 2 dp= " dp,
p p

o como una funcién de p:

o bien
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Para flujos isoentropicos con p como una funciéon de p, la forma integral
de balance de energia estda dada por: La tasa de cambio de la energia
en una porcion del fluido es igual a la tasa a la que el trabajo se realiza
sobre ésta:

d d 1
— Fiotal = — - 2 d
g ot 1 a w, (20”‘1H +P€> 4

(2.20)
= / pu-de—/ pu-ndA.
Wt 8Wt

Ahora como
Etotal = Ecinética + Einterna

y aplicando el teorema de la divergencia de Gauss al tltimo término del
lado derecho de (2.20), se sigue que

d d .
%Ecinética + %Einterna = /Wt pua- bdV — /Wt le(p 11) av,

de donde
d d
_Eciné ica - av =
gt cinética T g /th ¢

/pu-de—/ div(pu) dV.
Wi Wi

De (2.15), el teorema del transporte 2.1.1 y desarrollando el segundo
miembro de (2.21), resulta

Du
/ p(u >dV+/ p—dV / (pu-b—pdivu—u-Vp)dV,
Wi Dt Wi W,

o bien
D
/ P (u- u> dV =
W, 13
I8

(2.21)

(2.22)

1

De
pu-b— < E—l—pdlvu—l—u Vp)} dV.
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Como la energia interna € = w — p/p, entonces

De _ 9 p p
Dt 3t<w p>+uv(w p)

_ 0w 1p pd +H‘W—u'<w>
p

0 10 0 1
“ b %—p—ku-Vw—fu-Vp—F%u-Vp.
p p

ot pot ot
Luego
pg—;+pdivu+u-Vp =
%—j—%—i—%%—i—pu-Vw—i—%u-vaLpdivu
= p%—j—%vau-VWsz—;(%vadivu—l—u‘Vp)
= pu-vaLp(%—j—%%)+§(%+div(pu)>.

Dado que el fluido es isoentropico la diferencia del segundo sumando es
cero, y de la ecuacion de continuidad (2.2) se tiene que

D
pi—l—pdivu—i—u-Vp:pu-Vw.

Asi, (2.22) toma la forma

D
/ p(u-—u>dV:/ (pu-b—pu-Vw)dV,
W Dt Wi

y de la definiciéon de la derivada material se tiene que

/pu-(au—i-(u~V)u>dV:/ pu-(—Vw+b)dV.
W, ot Wi
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Asi que las ecuaciones de Euler para un flujo isoentrépico, resul-
tan ser

88—1;—1—(u-V)u = —Vw+b, en D
@—i-div(pu) = 0, en D (2.23)
ot

u-n = 0, en 0D.

O también

u-n=V-n,

si 0D se mueve con velocidad V.

Ahora éste es un sistema de 4 ecuaciones con 4 incognitas, el cual se
puede ver que es un problema bien planteado si p’(p) > 0 [11]. Esto esta
de acuerdo con la experiencia comun de que incrementando la presiéon
al volumen del fluido, decrecera el volumen ocupado y por lo tanto se
incrementaré la densidad.

2.2. Ecuaciones de Navier-Stokes

La ley de conservacion de la cantidad de movimiento afirma que la
variacion de la cantidad de movimiento se debe a la acciéon de fuerzas
[59], es decir,
Du
"Dt ~
donde el término F¢ es la fuerza debida a campos externos, como el
gravitatorio. La particularidad de los fluidos reside en la fuerza de
contacto F.. Identificar sus componentes llev) siglo y medio y en la
tarea participaron Johann Bernoulli (1667-1748) en su obra Hidraulica
que publico en 1743 y de su hijo Daniel Bernoulli (1700-1782) que tam-
bién publicé su obra Hidrodinamica en 1738 [30], asi como de Leonhard
Euler (1707-1783), que contribuyeron a describir la componente de pre-

Fe(x,t) + Fe(x,t), (2.24)

sibn como
F, =-Vp.



48 Ecuaciones de Movimiento

Digno de menciéon es Augustin Louis Cauchy (1789-1857) que anadi6
el anélisis del concepto de tensor de esfuerzos como forma general del
efecto de contacto, en 1822. En los decenios que siguen varios prominen-
tes cientificos identificaron el efecto que deba anadirse al gradiente de
presion para obtener el conjunto de fuerzas de contacto. Entre ellos la
posteridad ha seleccionado los nombres de Claude-Louis Navier (1785—
1836) que propuso en 1822 la formula del efecto viscoso [43], y sir George
Gabriel Stokes (1819-1903), que culminé en 1845 la modelizacion con
una deduccion racional y matematicamente elegante, al uso actual [52].
Segun estos autores, en los fluidos usuales, llamados newtonianos, el
esfuerzo de contacto toma la forma de una fuerza viscosa, de la forma

Fe(x,t) = AV(V - u) + pAu.

Este es un hito histérico de la modelizacién matemética de los proble-
mas de la Fisica. Aparecen nuevas variables o parametros cuyo signi-
ficado fisico ha de ser examinado: la presién p(x,t) es una variable
reconocida como relevante desde la antigiiedad. Los parametros de A\ y
1 describen la viscosidad, de hecho u se llama la viscosidad dinamica,
y se puede suponerlos en primera aproximacién constantes medibles
que dependen del fluido. Poniendo todo junto en (2.24), se llega a la ley
conocida como ecuaciones de Navier-Stokes:

p <%—1t1 +u-Vu> =—Vp+AV(V-u)+pAu+Fe(x,t). (2.25)

El término no lineal u-Vu se llama término convectivo o de transporte.
Su no linealidad, aunque sea solo cuadratica, es la razéon de que las
soluciones de la ecuaciéon puedan en principio desarrollar singularidades
y no se ha logrado decidir si este fendmeno ocurre o no tras incesantes
esfuerzos tedricos y computacionales durante todo el pasado siglo.
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2.2.1. Fluidos viscosos

La extremada simplificacién inherente a los fluidos perfectos, que no ad-
miten el arrastre lateral (jcontradiciendo a Newton y a la realidad!), fue
notada desde sus comienzos por los precursores y puesta muy de relieve
por D’ Alembert (1717-1783). Aunque segun esa teoria, un barco flota-
ria en el agua, jsin embargo los aviones no volarian, grave defecto que
retrasd el comienzo de la ciencia aeronautica! Remediar esta situacion
con “un modelo de nivel superior” nos ha llevado de la mano de Cauchy,
Navier y Stokes a considerar fluidos mas realistas que incluyen efectos
de viscosidad. Cuando se impone la incompresibilidad, el sistema de
Navier-Stokes (2.25), toma la forma

0 1
U Vu = ——Vu+vAu+ Fe(x,t)
ot p (2.26)
diva = 0.
Por costumbre, se usa la notacion v = pu/p para el pardmetro que

caracteriza la propiedad de viscosidad de cada fluido “real” y que se
conoce como la viscosidad cinematica. Se necesitan datos adicionales,
condiciones iniciales y/o de contorno, dependiendo del dominio donde
se plantea el problema y del tipo de datos que tengan interés para las
aplicaciones.

En el dltimo siglo y medio, estas ecuaciones han pasado la prueba de
la aplicacion siendo utilizadas por fisicos e ingenieros con notable éxito
en muy diversos campos, entre ellos la hidraulica, la meteorologia y la
aeronautica, y su rango de validez esta bien establecido. Pertenecen ya,
junto a las ecuaciones de Newton (1643-1727), Maxwell (1831-1879) y
Schrodinger (1887-1961), a las ecuaciones bésicas de la Fisica.
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2.3. Ecuaciones de Reynolds

El material que aqui se presenta esta basado principalmente en la refe-
rencia [20].

2.3.1. Flujo turbulento

Cuando un liquido fluye en un tubo y su velocidad es baja, fluye en
lineas paralelas a lo largo del eje del tubo, a este régimen se le conoce
como flujo laminar (véase figura 2.5(A)). Conforme aumenta la velo-
cidad y se alcanza la llamada velocidad critica, el flujo se dispersa
hasta que adquiere un movimiento de torbellino en el que se forman
corrientes cruzadas y remolinos; a este régimen se le conoce como flujo
turbulento (véase figura 2.5(B)). El paso de régimen laminar a turbu-
lento no es inmediato, sino que existe un comportamiento intermedio
indefinido que se conoce como régimen de transicion.

B

—
—>
—

(A) Flujo laminar

(B) Flujo turbulento

Figura 2.5: Imégenes: (A) flujo laminar y (B) flujo turbulento, obtenidos en
www.google.com.ma.

Los diferentes regimenes de flujo y la asignacion de valores numéricos
a cada uno fueron reportados por primera vez en 1883 por Osborne
Reynolds®. Reynolds observd que el tipo de flujo adquirido por un li-
quido que fluye dentro de una tuberia depende de la velocidad del flujo,
el didmetro de la tuberia y de algunas propiedades fisicas del fluido.

5Osborne Reynolds (1842-1912) fue un ingeniero y fisico irlandés que realizo
importantes contribuciones en los campos de la hidrodindamica y la dindmica de
fluidos, siendo la més notable la introduccion del Numero de Reynolds en 1883.



Ecuaciones de Movimiento 51

En general, el nimero adimensional de Reynolds en un determinado
flujo, se calcula como el cociente entre las fuerzas de inercia y las fuerzas
viscosas.

Como se vera en la formula (2.40) de la seccion 2.3.3, las tensiones
viscosas dependen de la variacion respecto al tiempo de la deformaciéon
angular de los elementos del fluido, lo cual se expresa en su forma mas
elemental como

ou
T=p—,
K By
siendo u la velocidad del flujo, y la distancia en la direccion perpendi-
cular a la del movimiento y p la viscosidad dinamica (constante para

cada fluido a una determinada temperatura). Para un volumen unidad,
la resultante de las fuerzas de friccién debidas a la viscosidad es

or d%u

Py
oy " 0y?
Por otro lado las fuerzas de inercia en una dimensién valen

du

u M
p@:ﬁ

de modo que el namero de Reynolds puede calcularse como

ou
P
Ro="0r
‘ 0%u
En la férmula anterior, las derivadas espaciales de u en el numerador y
en el denominador tienen dimensiones de
velocidad /longitud y velocidad /(longitud)?,

respectivamente, de donde se obtiene la expresiéon habitual de R.:

_ p*/L wL

Cow/L2 v

Re
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donde v es la velocidad media del flujo, L es la longitud caracteristica
del flujo y v = pu/p es la viscosidad cinemética. Se observa experimen-
talmente que para valores inferiores al llamado nimero de Reynolds
critico las capas adyacentes de fluido se deslizan unas sobre otras de
modo ordenado, lo cual constituye el régimen laminar. En un régi-
men laminar, si las condiciones de contorno no varian con el tiempo, el
flujo es permanente [20].

Para valores de Re superiores al critico el comportamiento del flujo
cambia, tornandose aleatorio y cadtico. El movimiento se vuelve no
permanente, incluso con condiciones de contorno constantes. Es lo que
se denomina régimen turbulento. El nimero de Reynolds critico no
estd exactamente determinado. Reynolds obtuvo los ntimeros 2000 y
12000 como valores inferior y superior respectivamente en el caso de
tubos, tomando como L el didmetro y como v la velocidad media. Para
tubos suele considerarse que el flujo es laminar por debajo de 2000, con
una zona de transicion entre 2000 y 4000 [37]. Para flujos en superficie
libre, se utiliza el radio hidraulico como longitud caracteristica por lo
que los valores criticos resultan menores: laminar por debajo de 500 y
turbulento por encima de 2000 [37].

La naturaleza aleatoria del flujo turbulento y la elevada frecuencia con
la que varian las diversas magnitudes, dificultan enormemente en la
practica los céalculos basados en una descripcion completa del movi-
miento de todas las particulas del fluido. Se puede descomponer una
magnitud (por ejemplo la primera componente u del vector velocidad
u) en la suma de su valor promedio turbulento @ y su fluctuacion tur-
bulenta u/. Se caracteriza entonces un flujo turbulento por los valores
promedios (u, 7, w,p) y las propiedades estadisticas de sus fluctuaciones
(v, 0", w',p"). Al hacer estas consideraciones en el modelo de Navier-
Stokes, se obtendra el modelo de Reynolds en tres dimensiones.

Incluso en flujos donde las velocidades y presiones promedio varian
solo en una o dos dimensiones espaciales, las fluctuaciones turbulentas
tienen siempre un caracter tridimensional. Si se logra visualizar un flujo
turbulento se encuentran porciones de fluido en rotacion que se llaman
remolinos turbulentos. Estos presentan un amplio espectro de tamanos



Ecuaciones de Movimiento 53

siendo el de los remolinos mayores comparable a las dimensiones del
dominio. Las fuerzas de inercia predominan en los remolinos de mayor
tamano, mientras que su efecto es despreciable frente al de las fuerzas
viscosas en los mas pequenos.

La energia necesaria para mantener el movimiento de los remolinos de
mayor tamano procede del flujo medio. Por otra parte, los remolinos
menores obtienen energia principalmente de otros mayores y més débil-
mente del flujo medio. De esta manera la energia cinética se va trans-
mitiendo a remolinos cada vez més pequenos, a través de un proceso en
cascada, hasta que es disipada por las fuerzas viscosas. Esta disipacién
produce las pérdidas de energia adicionales relacionadas con los flujos
turbulentos.

Los remolinos de mayor tamano tienen un comportamiento altamente
anisotropo y dependiente del flujo medio, debido a su fuerte interaccion
con éste. Sin embargo, durante el proceso en cascada, la acciéon difusiva
de la viscosidad va disminuyendo esta direccionalidad por lo que, para
numeros de Reynolds suficientemente altos, el comportamiento de los
remolinos mas pequenos puede considerarse isdtropo.

2.3.2. Valor promedio y fluctuacién

Como se ha mencionado en el apartado anterior, una magnitud ¢ como
las componentes del vector velocidad u o la presion p, se puede descom-
poner como la suma de su valor promedio turbulento ¢ més una
componente de fluctuaciéon ¢’ en torno a dicho valor, es decir

p(x,t) = p(x,t) + ¢ (x,t), xeDCR? t>0.

El valor promedio temporal $(x,t), en un punto fijo x, se puede definir
de diversos modos. Para flujos permanentes se utiliza la expresion [20]:

T—o00

1 (T
©= lim — X, t)dt,
7 = /0 o(x,1)
mientras que para flujos no permanentes utilizan

1

N
Pl ) = lim Zlcp(x,tn), 0<ty <t.
n=
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En el segundo caso, el promedio se calcula a partir de los valores obte-
nidos en un namero N de mediciones del fenémeno, en las que todas las
variables controladas son idénticas, N debe ser suficientemente grande
para eliminar los efectos de las fluctuaciones.

Para los casos que se van a estudiar, de flujo no permanente, es mas
adecuada la expresion [20]:

Sl

1 t+
O (2.27)
2

siendo T" un periodo tal que el valor promedio obtenido es indepen-
diente de este valor (véase figura 2.6). T es mucho mas pequeno que la
variacién del valor promedio de forma que éste ultimo podra depender
del valor del tiempo ¢ alrededor del cual se toma el promedio pero no
de la amplitud elegida para realizarlo. T' debe ser superior a la escala
temporal de la turbulencia e inferior a la escala temporal del flujo pro-
medio. Por ejemplo, en un estuario se puede considerar que el periodo
de oscilaciéon turbulenta de la velocidad es inferior a 1 segundo, mien-
tras que el de la marea es de unas 12 horas. Tras realizar el promedio
temporal (2.27), el flujo medio seguira oscilando bajo los efectos de la
marea.

Teorema 2.3.1 Propiedades del promedio temporal:

a) o+ =7+

b) o= =F—1.

c) ¢ =cp, para cualquier constante c.
d) p=2.

e) ¢ = 0. “El promedio de las fluctuaciones de una magnitud es
siempre nula”

f) o =0p+ Y.
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Figura 2.6: Tlustracion de la variacion de la magnitud ¢ con respecto al
tiempo ¢ en un punto fijo x en un régimen turbulento. Como antes, p(x,t) =
P(x,t) + ¢'(x,t), t > 0, donde B(x,t) es el valor promedio al tiempo ¢ de la
magnitud ¢ y ¢'(x,t) es la fluctuacion de ¢ al tiempo t.

0
g) Sipy 7v son continuas, donde s es el tiempo o cualesquiera de
s

las componentes de x, entonces

p _ 0p
ds  0Os’

h) Si ¢ es continua, entonces

S S
/ p(x1, 2, 23, t)dr; = / P(x1, X9, x3,t)dx;, i=1,2,3.
S S

0 0

i) Para toda funcion escalar ¢ y u funcion vectorial:

ou=pu+ 'u.

Demostracion. Es claro que c¢) se sigue directamente de la definicion.
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Para a) y b) se tiene de (2.27) que

1 [t
(pxd)x1) = - (¢ £ ) (x,7)dr
-2
1 % o 1[5 ;
- T t—% @(XvT) T T t—% w(x77) T

= @(Xa t) + E(X> t)‘
d) Puesto que p(x,t) es constante en el intervalo [t — T/2,t + T'/2], se
sigue que
1 t-‘r%

E(X,t) = T T @(th)dT
2

— t+L
_ Px 1) / 2
t

~

T T

?(x,1)
= 22y
T

= p(x,t).

2

O —p-p=P-F=p-p=0.

Hep=@+¢)@+¢) =00+ 3¢ + ¢+ ¢y
=P +TY + PP+ Y =T+ PP

g) De la definicion de promedio temporal dada en (2.27), se sigue que

7 1 1o i+F
et = 5 [ e = 2o [ e
2 2
0 1/t+§
= — |= p(x, 7)dT
Os | T -1 (x,7)
= aj(x,t).
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h) Aplicando una vez mas la definicion del promedio temporal dada en
(2.27) se tiene que

S t+ S
/ o(x1, 20, 3, t)dr; = / : </ SD(:EI’ZL‘Q’ZL‘S’T)dei) dr
S0 —=

5
/ o(z1, z2, 23, 7)dT | dx;
t—

Il
i~
/N

Nl =

i) Siu= (u,v,w) y ¢ es una funcién escalar, entonces

pu = p(u,v,w) = (pu, pv, pw) = (Pu, pv, pw)

W, U+ Qv pw + pw')

_l’_

(pu
= (pu,p0,2W) + (¢'u, o'V, Q')
2

|
~—

W) + (P!, @'V, ')
= puty¢ (W, vw)=putou. B
Teorema 2.3.2 Otras propiedades del promedio temporal:
a) V-u=V-u
b) Vo =Vp.
c) V.pu=V.-pu+V-ou.
d) Ap=Ap, donde A=V?=V.V.

Demostracion. Tomando u = (u,v,w) y haciendo uso del teorema
2.3.1 en cada caso, se tiene que

a)V~u—@+@+aﬂ
Cdxr dy 0z
ou Ov Ow Ou O0v Ow

:%+@+E:a$ 8*y+§_V'ﬁ.
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0p dp Op\ _ (9p Dp 09\ _ (0p 9% 0P
ox’ Oy’ Oz ox’ oy’ 0z ) \ox’ Oy’ 0z

Vo

=V-pu=V-(pu+¢u)=V-pu+V- ou.

4\
I

.4

c)
d)@:v-w:v-w:v-va:w. n

2.3.3. Ecuaciones de Reynolds en tres dimensiones

Las ecuaciones de Reynolds se obtendran de las ecuaciones de Navier-
Stokes para flujos incompresibles dado por (2.26), que se reescribe a
continuacién como

Du 1

— = F—--Vp+vAu

Dt p (2.28)
divu = 0,

donde F es la fuerza debido a campos externos Fe en (2.26). Desarro-
llando (2.28) se obtiene para la ecuacion de continuidad

%Jrg—ZJrz—Z:O, (2.29)
y para la ecuacién dindmica
R ;gpwm (2.30)
%4‘ g_v+ gZJr gZ:Fy ingr vAv, (2.31)
881;1 -l—ug—i}—i-vg—?:—sz—l: =F, - ;g]:-i- vAw. (2.32)

Al sumar a la ecuacion (2.30) la ecuacion (2.29) multiplicada por u, se
obtiene
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@+u@+v@+w@+ua—u+u@+ua—w = Fz—l@-i-vAu
ot Ox Ay 0z Ox Ay 0z p Oz ’
%+2ug—z+ug—;+vg—z+u%+w% = Fw—;gz—i-uAu,
%+V~uu = Fw—%g—i—i-uAu.

Similarmente, al sumar a las ecuaciones (2.31) y (2.32) la ecuacion
(2.29) multiplicada por v y w respectivamente, se obtiene el siguiente
sistema equivalente a las ecuaciones de Navier-Stokes para fluidos in-

compresibles
V-u = 0, (2.33)
%+V-uu _ Fm—;gz;—i—z/Au, (2.34)
%Jrv.vu - Fy—;?;—l—yAv, (2.35)
%’Jrv.wu - FZ—;?:—i—qu. (2.36)

Teorema 2.3.3 Las ecuaciones de Navier-Stokes (2.33)-(2.36) para flui-
dos incompresibles se transforman en el sistema

vV.ew = 0,
v =
10p o dud  duw (2.37)
F,— —— +vAu— ,
p O0x ox dy 0z
%—I—V-ﬁﬁ =
10p A A R T (2.38)
F -~ 4 Ap—
Y p6y+y Y (8.7} +6y 62)’
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g -
ot o - o
- 10p A ouvw W Ow? (2.39)
oz traws Ox + Oy + 0z )’

que se conoce como las ecuaciones de Reynolds en 3D.

Demostraciéon. Se sustituyen las componentes de la velocidad u, v, w
y la presion p que dependen del tiempo por sus valores promedio mas
los términos de fluctuacion definidos en la secciéon 2.3.2 como

u=u+u y p=p+p,

y se calcula el promedio temporal de cada ecuacién, aplicando las pro-
piedades que se dieron en los teoremas 2.3.1 y 2.3.2. Para la ecuacion
(2.33) se tiene

V-u=0 implica V-u=0.

Y para (2.34):

?Z—I—V-uu = Fx—;gfﬂ‘VAU
?ZJrM = Ex—;giJrMu
Z‘+V-ﬂu+v-w = Fx—;gffvﬁﬂ
%+v-uu+<8§+ag+a$ﬂ> = Fx—E%JrMU
o bien
ou 10p

0x+6y+02
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Operando de manera analoga (2.35) y (2.36), se obtienen las otras dos
ecuaciones a saber:

v o 10p (ol P v

— : = F,— - 4 uAv—

g tVovu v ooy TR T Tay T e )
ow o 19p (o v w?
E—Fku = FZ—;g‘i‘l/Aw— a:lj + 8y + az .

Los productos cruzados de las fluctuaciones turbulentas de la velocidad
multiplicados por la densidad tienen dimensiones de fuerza/superficie
y se denominan tensiones de Reynolds, ellos son:

— /' — /'
Tew = —pu'?, Ty = —pu'2,
— 12 — — 1,4/
Tzz = —PW=, Tgy =Ty = —PUV,
_ S S _ I S
Tor =Tag = —pulw, T,.,=1, = —pouw.

La ley de viscosidad de Newton establece que las tensiones viscosas
son proporcionales a la tasa o velocidad de deformaciéon angular de los
elementos de fluido lo que, para un fluido incompresible, se expresa en
notacion de subindices como

Ou;  Ou; .
i = — =1,2,3. 2.40
Tiyj H (8.%] + 8xz> ) y 4y ( )

Boussinesq® [9], propuso en 1877 una relacién analoga entre los prome-
dios temporales de las velocidades de deformacion y las tensiones de
Reynolds como

— ou;  Ouy 2
—puful; = pig <8;Ll + 8?) = gPkdiy, 4,5 =1,2,3, (2.41)
yi K3

3
donde 9;; es la delta de Kronecker” .

5Joseph Valentin Boussinesq (1842-1929) fue un matematico y fisico francés que
hizo importantes contribuciones a la teoria de la hidrodinadmica, vibracion, luz y
calor.

"Leopold Kronecker (1823-1891) fue un matemético alemén, reconocido por su
contribucién a la teoria de ecuaciones.
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El coeficiente de proporcionalidad p; se denomina viscosidad dinami-
ca turbulenta o de remolino, y a diferencia de la viscosidad dinamica
1, no es una propiedad del fluido sino del flujo, y por lo tanto es una
variable que depende precisamente de las velocidades del flujo; k es la
energia cinética turbulenta por unidad de masa dada por

1,
=3 (u'2 + 0?4 w/2) . (2.42)

Por otra parte, la energia cinética media es
N A S S
K= 5 (u +v° 4w ) .

Teorema 2.3.4 Si k; es el promedio temporal de la energia cinética
nstantdnea, entonces
ki=K+k.

Es decir, k; es la suma de la energia cinética media K vy la energia
cinética turbulenta k.

Demostracion. Aplicando el teorema 2.3.1(d) al calcular el promedio
temporal k; se obtiene que

lre—5 5 1
ki = 5 [u2 + v? +w2] =5 [(ﬂ+u’)2 + (U +0)2 + (@—i—w’)ﬂ

1
= 5 [Uz + 2uu’ + u? + 0% 4 200 + 0?2 + W + 20w’ + w’ﬂ

1 1 /— —
= K+k,
es decir, la suma de las energias cinéticas media y turbulenta. m

Es conveniente notar que el coeficiente u; empleado en (2.41) puede
en general depender de la direccién considerada, siendo realmente un
tensor de viscosidad turbulenta. En este estudio se supondra que tiene
el mismo valor en todas las direcciones del espacio.
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El término —%pkéij es una tensiéon normal y hace que la féormula sea
valida para las tensiones 7.z, T,y, T... En efecto, aplicando (2.41) a
1 =75 =1, se tiene

s ou Ju 2
Tou = (% * %) ~ gpkou,
— ou 2
—pu?2 = 2— | — =pk
pU Ht( 8x> 3/7 )
— ou 2
—u'? = 2— | — =k
" Vt( 8x> 3

donde v = ¢ /p es la viscosidad cinematica turbulenta. Similarmente,
parai=j=2et=75=3:

5 ov 2
—'1)/2 = It <28_y> — gk,

— ow 2
—w? = 2— | — =k
v Vt( 8z> 37

al sumar las tres ultimas expresiones y teniendo en cuenta la ecuaciéon
de continuidad (2.33) se comprueba que se verifica (2.42).
Al desarrollar (2.41) para i,j = 1,2,3, con i # j se tiene

o - yt<8“+a”>

oy Ox)’
T - yt<8“+aw>
0z Ox )’

—— dv  ow
—vw = It 5—1—% .

Sustituyendo las expresiones anteriores en la ecuacion (2.37):

ou . 10p _ 0 ou 2
E‘FV'UU = Fz—;a—m+VAu+%|:Vt<2%>—§k:|+
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oy, (o, o0\, o], (0w, ow
oy ! oy O 0z |""\ oz " oz
190p 20k

+2 0 +2 ,, 9t +ﬁ ,, 9t
ox \ "oz ) oy \toy) "9z "oz

+2 0 +2 9 +ﬁ 0w
ox \ "oz ) "oy \ oz ) " 92 \""ox
19p 2 0k o

= Fx—;%-FVAU—g%-FV‘VtVU-FV‘Vt%.

Dado que v es constante para cada fluido, entonces

vAu =V -vVu,
por lo que (2.37) toma la forma

o - 10p 20k B ot
E%—Vuu—Fx—;%—g%%—V(y—i—l/t)Vu—i—Vyt% (243)

Jv . 10p 20k _ ou

i . =-F - -2 _~-"" . v—, (2.44
8t+v 7a v L0y 38y+v (v4+uv)Vo+V Vtaya ( )
y

ow o 10p 20k o ou
E"‘V‘MU—FZ—;a-g&*ﬁ‘V'(V—FVOVU}—FV‘Vt%. (245)

Para simplificar las ecuaciones anteriores observamos lo siguiente:

a) Los términos que contienen 0k/dx, 0k/dy y Ok/0z, proceden de
la derivaciéon de las tensiones normales de Reynolds. Estas ten-
siones actiian, como la presién, perpendiculares a las caras del
volumen de control, por lo que se pueden incluir en los términos
que contienen dp/dz, Op/dy y 0p/dz, respectivamente [46].
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b) El valor de la viscosidad turbulenta 4 es normalmente muy su-
perior al de v, por lo que se considera despreciable v frente a vy,
es decir v 4+ 1 = 1.

Con estas consideraciones las ecuaciones (2.43)-(2.45), junto con la
ecuacion de continuidad para el promedio temporal u, forman el si-
guiente sistema

Vou = 0. (2.46)
%—Fv-ﬂﬁ = Fx—%g—erV-vtVquV-Vtg—;, (2.47)
%Jrv-@ﬁ = Fy—%g—erV-vthJrV-Vtg—z, (2.48)
%—erV-wﬁ = FZ—%%-FV'WVU}"‘V'WZ_S- (2.49)

Estas expresiones son similares a las ecuaciones de Navier-Stokes para
fluidos incompresibles (2.33)-(2.36), con la diferencia de que los valores
de la velocidad y la presion se han cambiado por sus promedios tem-
porales, la viscosidad cinemética por la viscosidad turbulenta y se ha
anadido un nuevo sumando al término fuente de las tres tltimas ecua-
ciones. Dicho sumando desapareceria haciendo la hipotesis adicional de
que la variacion espacial de 14 es muy pequena. En efecto, en (2.47)

V'I/t

ou ou <a2u 0*v o*w )
a Vi 9

83::l/tv'%: W+8x8y+8x82

y al suponer que las derivadas son continuas y de la ecuaciéon de conti-
nuidad (2.46), se obtiene

(P BT Yo g o omy
"\ox2 " 0z0y " 0x0z)  ox \ox oy ' 9z)

y lo mismo sucede en las otras dos ecuaciones. En la siguiente seccion
no se despreciara este término.



66 Ecuaciones de Movimiento

2.4. Ecuaciones de Saint-Venant en dos dimen-
siones

Un problema que acompana al sistema de ecuaciones formado por (2.46)-
(2.49) de la seccion anterior, es que dicho sistema cuenta con cuatro
ecuaciones y cinco incognitas, una por cada componente de la veloci-
dad u y dos adicionales correspondientes a la presion p y a la viscosidad
turbulenta v4; esto hace que el sistema sea muy dificil y hasta ahora,
imposible de resolver [59]. Sin embargo, en el caso que nos ocupa, las
ecuaciones dadas pueden ser llevadas bajo determinadas condiciones a
un nuevo modelo llamado ecuaciones de Reynolds en dos dimensiones,
el cual consiste de tres ecuaciones con tres incognitas, que si bien, no
puede ser resuelto analiticamente, si se cuentan con métodos numéricos
para resolverlas.

Las condiciones a las que se refiere el parrafo anterior se deben a la
naturaleza propia de los fluidos de aguas poco profundas y al entorno
en el que se estudian. En este sentido, se van a considerar flujos en
superficie libre, turbulentos y no permanentes en los que la profundidad
del fluido es pequena en relacion a las dimensiones horizontales. Se
tomara el plano x,y horizontal y el sentido ascendente del eje z como
positivo.

Las hipotesis fundamentales de este modelo son las siguientes [20]:

a) La pendiente del fondo es pequeiia, esto significa que el valor del
tirante medido en la direccién vertical y en la direccién perpen-
dicular al fondo es casi el mismo.

b) La curvatura de las lineas de corriente es pequena, por lo que la
distribucién de presiones puede considerarse hidrostatica.

¢) El movimiento principal de las particulas ocurre en planos hori-
zontales.

d) La distribucién en la vertical de las componentes en x e y de
la velocidad (w,v) es practicamente uniforme. Esto permite, al
integrar en la vertical, sustituir u y v por sus valores medios.
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°)

Las fuerzas de masa que acttian son la gravedad en direccién ver-
tical y la fuerza de Coriolis® en el plano horizontal, por lo que

F= (fia_fﬂa _g)Ta

siendo
f=2Qsen ¢, (2.50)

donde f es el parametro de Coriolis, = 7.292 x 10~°rad/s es la
velocidad angular de la Tierra y ¢ es la latitud.

Las dos primeras componentes de F son las componentes zonales
de la fuerza de Coriolis para movimientos meridional y vertical,
respectivamente [25].

La aceleracion vertical de las particulas se considera despreciable
frente a la aceleracion de la gravedad g.

La pérdida de energia por friccién en los contornos, en flujo no
permanente, puede evaluarse mediante la formulas empiricas vali-
das para flujo permanente, como las de Chézy” o Manning!®.

Se considera despreciable la variacion de la viscosidad turbulenta
14 con respecto a la profundidad.

8Gaspard-Gustave de Coriolis (1792-1843) fue ingeniero y matematico francés.
En 1836 describi6 el efecto que se observa en un sistema de referencia en rotacion
(y por tanto no inercial) cuando un cuerpo se encuentra en movimiento respecto de
dicho sistema de referencia, que se conoce como efecto de Coriolis.

9 Antoine de Chézy (1718-1798) fue un ingeniero hidraulico francés, conocido por
la formula de Chézy que estima la velocidad del flujo en una tuberia.

1R obert Manning (1816-1897) fue un ingeniero irlandés que mejor6 en 1889 la
féormula de Chézy para el calculo de la velocidad del flujo en canales abiertos y
tuberias.
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Al integrar sobre la vertical se aplicara la regla de Leibnitz'! dada por

92(N) 8f
(x,\)dx =

d 920
dX Jg 00

(2.51)
[, Ndz — f(g2(N), A) ga(A) + [ (g1 (M), A) g1 (N).-

Se denotara por z, el fondo del fluido, zs la superficie libre y h el tirante
o la profundidad del fluido, esto es h = z5 — 2p.- De la hipotesis d), se
denotan los promedios verticales de @ y v por u y v respectivamente, y
que a su vez se definen como

R 1 Zs R 1 Zs
UZE/Z udz 'y U:E/Z vdz . (2.52)

b

Teorema 2.4.1 El promedio en la vertical de la ecuacion de continui-
dad es igual a cero, es decir

ohu ahE oh

— . 2.
or "oy Tor 0 (2.53)

Demostraciéon. Desarrollando la ecuacion de continuidad (2.46) se
tiene
ou Ov Ow
or oy o2
Integrando (2.54) con respecto a z entre el fondo y la superficie libre,
se tiene

=0. (2.54)

Zs Ou Zs Ov Zs Ow
ot 9y M=o,
. 9 2z + oy 2z + . 92 Z
Zs Ou -
_dz+/ —dz+w(zs) —w(z)=0. (2.55)

" Cottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) fue uno de los grandes pensadores ale-
manes del siglo XVII y principios del siglo XVIII, se le reconoce como “El ultimo
genio universal”. Realiz6 profundas e importantes contribuciones en las areas de
metafisica, epistemologia, logica, filosofia de la religiéon, asi como a la matemética,
fisica, geologia, jurisprudencia e historia. Inventé el calculo infinitesimal, indepen-
dientemente de Newton y su notacion es la que se emplea desde entonces.
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Al aplicar la regla de Leibnitz (2.51) al primer y segundo sumando de
(2.55), resulta

Zs 8u 8 0z
— [ — 2.
. o dz = p / udz — 8 ® - (z) 9 (2.56)
Zs 81} 8 0z
—dz = . 2.
oy dz = oy / vdz — 8 4 0(z) oy (2.57)

El tercer sumando de (2.55), w (zs), es la velocidad del flujo en la di-
reccion z de los puntos de la superficie libre z; del fluido, y estd dada
por la derivada total de z4(x,y,t), esto es

_ dzs  Ozs  _ Ozs _ 0z
w(zs)—ﬁ— BT +u(zs) o + 7 (25) a9y

(2.58)

Por un argumento analogo

Bz = 2 =9 a2 ) 22
w(zb)— dt = ot +U(Zb) o +U(Zb) ay

. . L 0z
Como se esta considerando fijo el fondo, esto implica que 2 0,y

ot

asi, w (zp) toma la forma

W () = T (2) % 7 () %—"Z . (2.59)
Sustituyendo (2.56)-(2.59) en (2.55) se tiene
9 [ _ Ozs , Oz, 0O [*_
- Z dz — 1 (2g) 22 9% . 9 d
0 é)JU/Zbu;: u(z)8x+u(zb)8x+8y/2bvz
0z Oz, Oz 0z

—@(Zs)ﬁ—yJF@(Zb)a—er 5 +ﬂ(2s)%
0z

a—y—ﬂ(z’b)a—x —@(Zb)a—y7

2/Sudz+3/Svalz+825 =0. (2.60)
T b 2p

+v (2s)

de donde
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De la definicién de los promedios verticales u y  se tiene que
Zs . Zs =R
/ udz = hu 'y / vdz = hv. (2.61)
Zp Zp

Como la cota del fondo no varia con respecto al tiempo t, entonces

9z 0 on
o — TR =5

Al sustituir (2.52) y (2.62) en (2.60), se obtiene el promedio en la

vertical de la ecuaciéon de continuidad

ox oy ot

(2.62)

como se queria demostrar. m

Calculo del promedio en la vertical de las ecuaciones dinamicas
(2.47)-(2.49). Para ello, se observa que, por la hipotesis e):

F = (F,,F,,F.)" = (fv,—fu,—g)". (2.63)

Considerando (2.46) y (2.63) en la ecuacion (2.47), se sigue que

ou 10p ou
%-FU(Vﬁ)‘FﬁVﬂ:fﬁ—;a—i"'vVtVU+VI/t%,
ou ou ou ou 1dp ou
S U 4T +TWe = fT— —— +V -y VU+V 1y~ . (2.64
8t+u8m+v8y+w82 1o p8m+v uVu+V g (2:64)

Anélogamente al aplicar (2.46) y (2.63) a las ecuaciones (2.48) y (2.49),
se obtienen

ov _OJv _OJv _0v _ 10p _ ou

it i i R T . v (2.
8t+u8;v+v8y+w82 fu p8y+V Vo +V Yoy (2.65)
y

ow _OJw _OJw _Oow 10p _ oua
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Como

E_E—i—u@x 6y+ 0z

es la aceleracion vertical del fluido, las hipotesis ¢) y f) permiten consi-
derarla despreciable, al igual que el gradiente de la componente vertical
de la velocidad Vw y du/0z. Asi, (2.66) se transforma en

dw ow _ow _ow _Ow

1 9%
8p_0

pOz

O bien,
P _ _
az - pg'

Integrando esta ecuacion desde la superficie libre z; hasta z, con zp <

z < zg, resulta:
z aﬁ z
—d( =— d
Lo ¢ /Z pgdc,

de donde

por lo que
p(2) =p(2s) + pglzs —2), 2 <2< 2. (2.67)

Como el valor promedio de la presiéon sobre la superficie libre del fluido
D(zs) es la presion atmosférica, se puede suponer constante sobre la
superficie libre del fluido en el dominio. Asi que al derivar con respecto
a x, resulta

@ Oz

ar Moz’
luego

10p 0z

- = . 2.68

p Ox are (2:68)
Similarmente, si se deriva (2.67) con respecto a y, se tiene

10p 0

9P _ ¢ % (2.69)

poy  Toy
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Si se multiplica la ecuacion de continuidad (2.54) por w y se le suma a
(2.64), se tiene

ou -ou . ouw _ou _ou _Ov 0w _
ot " “or Yoy T Va: T ar "oy "0z T

10 _
6——@+V'VtVE+V'Vt8—u.
p Ox ox

Simplificando
ou ou ov ou _Ow _Ou

A A S T L L
ot T Ty Ty T T V5

1 0p _
fv—;g—i+V'VtVU+V'Vt8u

8_x )

de donde
ou 0@W?) o@v) o@w) , 19p 7 ou
a o ay -+ 02 —fv—ga—i—VVtVu—kVVt%
Considerando (2.68), la ecuacion anterior queda

o N o (u?) N 0 (uv) N o(uw) _

ot ox oy 0z (2.70)

_ 0z _ ou
fo—g +V-nwVau+V- -vyp—.

ox ox

Anéalogamente, al multiplicar (2.54) por v, sumarlo a (2.65) y aplicar
(2.69), se obtiene

ov  9(mv) 0(v*) O(vw)

— + - - =
ot ox oy ; 0z . (2.71)
By TR A VR R
dy Ay

Igual a como se trabaj6é para obtener el promedio en la vertical de la
ecuacion de continuidad (2.53), enseguida se integran (2.70) y (2.71)
con respecto a z entre el fondo z, y la superficie libre z:
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=Tou Ou?) Ouv)  Juw)
/Zb [E—i_ Ox + oy + 0z dz

. ) . o (2.72)
/ <fv—g Zs>dz+/ <V'VtVU+V‘I/t—u>dZ
2 ox % ox
y
=Togp Omwv) 0@ O(Tw) -
/Zb [afr or "oy e |¥ T
(2.73)

/S(—fu—gazs>dz+/s<V~Vth+V~Vta—u>dz.
Zp 8y Zp 8y

Al aplicar la regla de Leibnitz (2.51) a cada término del primer miembro
de (2.72):

= 0u a [* 0z 0z

=0 (u?) 2 R 9, 0% o 0%

Lb O dZ—a—mlb u‘dz —u (ZS)E—FU (Zb)%, (275)
/ZS 8(ﬁ5—)dz =
]
5 1 5 5 (2.76)
S _ _ Zs _ _ Zb

8_y /Zb uvdz — u(zs)v(zs) oy +u(zb)v(zb)a—y,

/ S 8((??) dz = T(2)(25) — T(2)0(2) (2.77)
2p

Sustituyendo (2.58) y (2.59) en (2.77):

0z
oy |’

—ﬂ(zb) [ﬂ(zb)% + E(Zb)
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de donde
/ k Uae = ae) G+ 5+ ula)o(2) 5
0z 0z
2 b _ b

Sumando (2.74)-(2.76) y (2.78) y considerando que 0z,/0t = 0, resulta

/ZS laﬂ . 0 (u?) L o@D | a(ﬂw)] b

ot ox oy 0z N

o [* o [ o [
— | udz+ — wdz +— | uvdz.
8t/2buz+8x/2bu z—i—ay/Zbuvz

Para integrar u2 y uv se tiene en cuenta la hipotesis d) y se sustituye
u y v por sus valores promedio T y 7 definidos en (2.52). Como la
distribucién de estas variables no es exactamente uniforme, los valores
promedio temporal @ y v se estan descomponiendo en

(2.79)

_ ~ —y _ = —I
u=u+u y v=0v+70,

lo que da lugar a la apariciéon de unos términos adicionales que se pue-
den considerar tensiones efectivas de un tipo distinto a las de Reynolds,
pero con un significado fisico similar [20]. En algunos casos su contri-
bucién puede llegar a ser considerable, pero en el presente trabajo no
se consideran estos términos. Asi pues se toma

s, ~2 B ~~
u“dz=hu vy uvdz = huwv,
Zb Zb

con lo que al considerar (2.52), la ecuacion (2.79) toma la forma

/ZS laﬂ o (w?) o(uv) 6(6@)]612 B

a+8x+8y+82

R (2.80)

awm+mﬁ%+mﬁa
ot Ox oy
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Para la primera integral del segundo miembro de (2.72) se observa que
la cota de la superficie libre no varia respecto a z, por lo que

s 0z B 0z
/Zb <fv—g8x)dz = fhv gha
= fhv—gh (690 + %

El integrando de la segunda integral del lado derecho de (2.72) se desa-
rrolla de la siguiente manera

(2.81)

_ ou 0 ou 0 ou
V- l/tVu—i— AV Vta_x = a_.CE (Vt%> + 8_3/ (Vta—y)
Lo (om0 ( ou
0z Vt@z ox Vt@a:

Por lo que

/ZbS<V'VtVﬂ+V'Vtg;> dz—/saax<21/tgu> dz
Lol (G )] e
5 Y

+/Zb a{ <gz+gw)]dz (2.82)

Para calcular las dos primeras integrales se aplica la regla de Leibnitz
(2.51):

_l’_
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%0 ou o [*. Ou
Lb 8_:1,’ <2Vta_:1j> dz = a—mlb 21/,58—:1:(12’

/Zs 0 [V (8@+8a>]dz 0 /ZSV <aﬁ+aa> I
L (EL 2 _ Y N
5 OY oxr Oy 0y J, dr Oy

(] o [ (o5 amY] on
"\oz " oy s, Oy "\oz " oy T

De la hipotesis h) 14 no varia con la profundidad, y de la hipotesis
d) la distribucion en la vertical de las componentes en z y en y de la
velocidad (u,v) es practicamente uniforme, esto implica que

oy (0
g o ~ "o i
(00 O] L, (0
"\ oz oy z:zs_ "\ oz oy Z:Zb'

Considerando el caso en que la lamina de agua es aproximadamente
paralela al fondo, se tiene que la pendiente en la superficie es aproxi-
madamente igual a la pendiente en el fondo, es decir

(2.84)

0z -~ 0z 0z ~ 0zp

or oz ° 8y oy

Asi, al aproximar & y v por sus valores promedios T y %, las ecuaciones
(2.83) vy (2.84) toman la forma

) ou ) ou
— | 2vy— | dz = — | 2vth— 2.
/Zb Ox < Vt@a:) * T or ( g 8:1:) ’ (2:85)
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y
= 9 { <au auﬂ ) [ (aﬁ aﬂ)]
- |Vt dz = — Vth — + = . (286)
/zb dy Oxr 0Oy Ay dr Oy
La ultima integral de (2.82) queda
/ZSa v. @4_@ d — v. @4_@
5 0% “\oz ' 0z T “\oz ' 0z J——
[, (o om
"Now "0z,

Ahora de la hipdtesis c) se tiene que 0w/dx = 0, y recordando que
vy = g/ p, entonces

[ ol (o @) o= (ool ).

Zs 0 ow Ju 1
. — , 2.
/ ol (e )| =t nmmy s

donde 75, y 73,, son las componentes en la direccién = de la tension
tangencial que actta sobre la superficie libre y el fondo respectivamente.
Luego, de (2.85), (2.86) y (2.87) la integral en (2.82) esta dada por

/5<V nvVu+ V- Vtg )dz =
Zba ou d o ou 1 (2.88)
u v u
890 <2Vtha ) a— h(a-ﬁ-a—y)] +;(T3Z—sz).

Al fin, de las ecuaciones (2.80), (2.81) y (2.88), la ecuacion (2.72) se
convierte en

o bien
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ot + oz + oy -
Oz, Oh ) ou
—gh [ L) L L ot 2.
gh < Ox i 81:) i Ox <2Vth(91:> (2.89)
) oo Ou 1
— |yh | =—+ =— “Nre. — ) .
+6y vy <8m+8y> +p(7‘z b, )

Con argumentos similares, la ecuacion (2.73) se transforma en

a(ns) o(nas) o(no ~
<6t)+ <837>+ <8y> = —fhu

Oz, Oh ) ov  ou
—gh [ 22422 ) 4+ 2 == 2.90
gh<8y+8y>+3$ !Vth<8x+8y>] (2.90)
) ov 1
—|—afy (2Vthay> —|— ; (Tsy — Tby) .

Enseguida se realizan algunas modificaciones a las ecuaciones (2.89) y

(2.90):

a) Se eliminan los simbolos Z., con lo que las variables u y v represen-
tan en lo sucesivo el promedio en la vertical de la media temporal
de las componentes del vector velocidad u.

b) Las tensiones tangenciales en la superficie 7, 75, debidas al vien-
to, se suelen despreciar a no ser que el tamano de la superficie
sometida a la accién del viento sea muy grande. En estos casos
hay diferentes expresiones que por lo regular son de la forma

%” = kW?cos#, y Tipy = kW? cos 0, (2.91)

donde k es un coeficiente empirico, W es la velocidad del viento
y 82,0, son los angulos que forma la direccién del viento con los
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ejes. Hay casos en que el exponente de W es distinto de 2 y se
ajusta de manera experimental.

Se denota por Sy, ,Sp, a las variaciones del fondo del cauce en
forma de pendiente y se llaman pendiente geométrica segin x
v y, respectivamente. Es positiva si el fondo desciende con respecto
a x o y y negativa si el fondo es creciente, es decir
0z 0zp

="y Y BT gy

(2.92)
Las tensiones en el fondo 7,, 7, se calculan por medio de la for-
mula de Chézy cuyo valor para las tensiones segin x e y son

uvu? + v? vvu? + v?

To, = PY o2 y To, = PY 2

El coeficiente C' de Chézy depende del coeficiente de Manning n
y estd dado por
1/6
C= By

n
de donde

n2uv/u? + v2 n?vvu? + v?

To = P9—1/3 y Toy =P9— 13 -
R;L/3 v R;L/3

Ry, es el radio hidraulico, que suele tomarse igual a h. El coe-

ficiente de Manning n se determina, en la practica, a partir de

medidas experimentales o se estima a partir de valores que ya

han sido almacenados en tablas (més informacion en el Glosario

de Términos o en la referencia [36]).

Se denotan por Sy, , Sy, a los términos (o pendientes) de friccion
del agua con el fondo del cauce en cada una de las direcciones
coordenadas x, ¥y, respectivamente:

g n2uvu2 + v2
.

n2vvu? + v?

v h4/3
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f) Se llama término turbulento a las siguientes expresiones:

0 ou 0 ov  Ou

0 ov  Ou 0 ov
o=y (o [+ 5 ]) + oy () - 09

Con estas modificaciones, las ecuaciones (2.89) y (2.90) toman la forma

8 (hu?
Ohu)  O(r) | B(hww) fho + ghSo, — gh2 1 8.,

ot T ox oy oz
S
P hl/3
= fhv+ gh(S’oz — sz) — ghg;l
5+ e
p

a(hv) O (huww) O (ho? oh
(hw) | 8 (huv) D7) — fhu+ ghSo, — gho + S,

ot ox oy oy
sy n2vvu2 + v2
+ p o B1/3
oh
= —fhu+ gh(Soy — Sfy) — gh@

.
+S, + L.
P

que corresponden el promedio en la vertical de las ecuaciones dinamicas
(2.47)-(2.49). De estas dos ultimas ecuaciones junto con el promedio en
la vertical de la ecuacion de continuidad (2.53), de acuerdo con las
nuevas notaciones, se obtiene el sistema:
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oh  O0(hu) ~O(hv)
o " or oy U (2.96)

0(hu) 9 o 1 9 d(huv) Tsy
o +8x <hu —|—2gh +78y = fhv + p +
gh(So, — Sp,) + Su,  (2.97)

I(hv)  O(huwv) O 2 1 o) _ Tsy
ot aa gy (gt ) = —fhut =

gh(So, — S5,) + Spy - (2.98)

Las ecuaciones (2.96), (2.97) y (2.98), forman el sistema que se conoce
como las ecuaciones de Reynolds en 2D, ecuaciones de Saint-
Venant en 2D'? o ecuaciones de las aguas someras en forma
conservativa.

La forma matricial del sistema (2.96)-(2.98) esta dada por

oU 0F; OF,

— 4+ = =G 2.99
ot "o oy (2.99)
donde
h hu h’U
1 h
U = hu N Fl = hu2 + 59}12 ) F2 = ug ,
hv hu hv? + igh2

12 Jean-Claude Barré de Saint-Venant (1797-1886) fue un ingeniero francés con-
temporaneo de Navier (1785-1836). Trabaj6 principalmente en elasticidad, hidros-
tatica e hidrodinamica. Aunque Navier no llegd a apreciar el significado fisico de sus
ecuaciones para flujo de fluidos, Saint-Venant si lo hizo y siete anos después de la
muerte de Navier, re-derivo las ecuaciones de Navier para un flujo viscoso conside-
rando tensiones viscosos internos y evitando por completo el desarrollo molecular de
Navier; aunque su nombre nunca se le asocio a estas ecuaciones. Se debe recalcar que
tanto Stokes (1819-1903) como Saint-Venant, derivaron correctamente la ecuacion
de Navier para flujo de fluidos, pero Stokes publico sus resultados en 1845, dos anos
después de que Saint-Venant publicara los suyos que fue en 1843 [4].
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y el término fuente es

0

G fhv+%”+9h(50z—5fz)+5t1

Ts
—fhu + 7-1’ + gh (So, — Sy,) + Siy

La variable h representa el tirante medido verticalmente, u y v son los
promedios en la vertical de las medias temporales de las componentes
horizontales del vector velocidad u, f es el parametro de Coriolis dado
en (2.50), y los valores de 7s,,7s,,50,,5,,5¢,,5,, St y St, estan
dados en (2.91)-(2.95).

Con frecuencia no se tienen en cuenta los términos de Coriolis f, ten-
siones del viento 7s,,7s,, ni los términos turbulentos S, , St,, que al no
considerarlos, el término fuente G se reduce a

G=| gh(So, —5;,) | . (2.100)

Si 2 es la elevacion del terreno con respecto al nivel medio del mar,
es decir, 2 = d(z,y) en cada punto (x,y) € Q como en la figura 1.1,
entonces las pendientes geométricas Sp, y So, dadas en (2.92) se ex-
presan en funcion de H(z,y), donde H(z,y) representa la distancia al
fondo desde un nivel de referencia fijo z = zg, con sentido positivo hacia
abajo. Asi, las pendientes son positivas si el fondo desciende y negativas
si el fondo asciende, esto es

_om
T dx

_0H

SO y—a—y

y  So
Las variables conservativas hu y hv representan los caudales unitarios,
o caudales por unidad de ancho en un canal rectangular. En la figura
1.1, se presenta una secciéon longitudinal del dominio ocupado por el
fluido en un plano vertical z = z.
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Son necesarias condiciones iniciales y de contorno para la resolucion del
sistema (2.99). En situaciones generales no es posible obtener soluciones
analiticas del sistema y se recurre a los métodos numéricos.

En el siguiente capitulo se revisa como se aborda este problema via vo-
limenes finitos, que es la que estd implementada en el software GUAD-
Flow 2D, que a su vez se usa en los capitulos 4, 5 y 6.






Capitulo 3

Método de Voliimenes
Finitos

El presente capitulo describe las ideas bésicas del método de voliime-
nes finitos para aproximar numéricamente la soluciéon de ecuaciones
diferenciales parciales hiperbolicas. En la primera seccion se revisa la
discretizaciéon del dominio que hace el método de voliumenes finitos para
resolver numéricamente ecuaciones en dos dimensiones espaciales con
condiciones iniciales y de frontera. Para esto, se mencionaran de manera
general tres de los diferentes tipos de volimenes finitos que se aplican
a este tipo de problemas: tipo arista, tipo vértice y tipo celda. Una vez
que se tiene la discretizacion del dominio, se discretiza en el tiempo y
en el espacio la forma integral de las ecuaciones en consideracion, que
en nuestro caso sera la forma integral de las de Saint-Venant. Se hara
ésto tultimo en la seccion 3.2.

85



86 Meétodo de Voluiimenes Finitos

3.1. Discretizaciéon del dominio. Tipos de volt-
menes finitos

3.1.1. Volumen finito tipo arista

Para formar la malla de volimenes finitos se parte de una malla forma-
da por triangulos, cada triangulo se parte en tres subtriangulos uniendo
sus respectivos vértices con su baricentro. Cada volumen finito se ob-
tiene al unir dos subtridangulos que poseen en comin una arista de la
malla inicial. El centro del volumen finito es el punto medio de la arista.
Una de las ventajas del método es que evita los problemas derivados
del célculo de la perpendicular a las aristas fronteras en los puntos an-
gulosos del contorno, en donde habria dos perpendiculares, pues dichos
puntos nunca son nodos de la malla. Hay que mencionar que no se
utilizan los nodos ni las celdas iniciales, véase la figura 3.1.

Figura 3.1: Construccion de volimenes finitos tipo arista, donde los puntos
que se muestran son los centros de los volumenes finitos correspondientes.
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3.1.2. Volumen finito tipo vértice

Los volimenes finitos tipo vértice (cell vertez) tienen la caracteristica
que los nodos de la malla original son los nodos de la malla de voltmenes
finitos, y en torno a cada uno de estos se construyen las nuevas celdas.
A los vértices de la malla se les asignan los valores de las variables en
cada celda. En este método es maés sencilla la aplicacién de condicio-
nes de contorno, pues se conoce el valor de las variables en cada nodo
frontera. Un problema del método es que se tiene que construir una
malla nueva (malla dual). La malla previa puede constar de triangulos
o cuadrilateros, aunque las mallas triangulares son mas recomendables
por su sencillez y flexibilidad para el tipo de problema que nos ocupa
[20]. Dado el nodo 4, se toman los baricentros de los triangulos que tie-
nen a ¢ como vértice coman. La frontera I'; del volumen finito C; se
obtiene uniendo un baricentro de un triangulo con los puntos medios
de las aristas que pertenecen a este triangulo y que confluyen en i, y asi
para todos los baricentros, a modo de cerrar el poligono. Asi, la frontera
I'; del volumen finito C; se compone de medianas de los tridngulos que
confluyen en el nodo i (véase la figura 3.2). Una variante de este méto-
do consiste en unir directamente centros de tridngulos (sin pasar por el
punto medio de la arista comun); otra en trazar la perpendicular por
cada punto medio de una arista, hasta que se corte con la perpendicular
por el punto medio de la arista siguiente.

Dadas las celdas C; y Cj, se denota por I';; a la frontera comin de
ambas celdas. En la figura 3.3, I';; es la union de los segmentos AM y
MB, donde A y B son los baricentros de los tridngulos que comparten
el lado 77 y M el punto medio de dicho lado. Se denota también por K;
al conjunto de todos los nodos que tienen al ¢ como vecino.

El vector normal a I';; dirigido hacia el exterior de la celda C; estd
definido como

_ ) ", en el segmento AM
g = o, en el segmento M B.

La magnitud del vector n;;, representado por ||n;;| coincide con la lon-
gitud de la arista correspondiente.
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Figura 3.2: Construccion de volimenes finitos tipo vértice, donde la malla
previa consta de triangulos. La subcelda T}; es la union de los triangulos i AM
e i1BM.

o

Figura 3.3: Vectores normales v1 y v a la frontera I';; = AM UM B, dirigidos
hacia el exterior de la celda C;, véase figura 3.2.
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También se define 7;; como

= (& B)T. 3.1

Se denomina subcelda Tj; a la unién de los dos triangulos AiAM y
AiBM. Como el AiAM tiene base ||v1]|, entonces su area esta dada
por

d;:
Aijl — ||V1||2ZJA1W , (32)
donde d;j,,, es su altura. Analogamente el drea del AiBM es
d;:
AijQ —_ ||U2||2U]WB ) (33)

3.1.3. Volumen finito tipo celda

Los volumenes finitos tipo celda (cell centered) coinciden con las celdas
de la malla inicial y los valores de las variables dependientes se almace-
nan en los centros de cada celda (centros de cuadrilateros o baricentros
de los triangulos, segin el caso). Este método tiene la ventaja de utilizar
la malla previa y el inconveniente de que los nodos a los que se asignan
los valores medios o representativos de las variables en las celdas no
coinciden con los nodos de la malla original, véase la figura 3.4.

El proceso para construir la malla de volumen finito a partir de una
malla inicial triangular es la siguiente: Cada triangulo 7; de la malla
inicial da lugar a un volumen finito Cj, se calculan los baricentros de
todos los triangulos o voliimenes finitos y esos son los nodos de la malla
del volumen finito. La frontera I'; del volumen finito C; son los lados del
triangulo T;. Si la celdas C; y Cj tienen frontera comun y esta consta
de mas de un punto se le denotara por I';; y al centro de la celda C; se
le llamara nodo vecino al nodo i, véase figura 3.4. Se denota también
por K; al conjunto de todos los nodos vecinos del nodo 1.

El vector que es normal a I';; dirigido hacia el exterior de la celda Cj,
esta definido como

Nijg = V1 -
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Figura 3.4: Malla de volumen finito tipo celda formado por triangulos, donde
los puntos que se muestran son los baricentros de los tridngulos o volimenes
finitos, y son justamente los nodos de la malla del volumen finito.

La magnitud del vector 7;;, coincide con la longitud de la arista corres-
pondiente. También se define 7);;, como

~ ij ~ 2\T
i = o= (a, )" (3.4)
il
Aqui la subcelda Tj; es el tridngulo definido por la arista comin a las
dos celdas C; y C; y el vértice 4, de tal modo que su area esta dada por

_ mlidi

Aij - 9 ) (3.5)

donde d;; es su altura.

En la siguiente seccion se aplica la discretizacion tipo celda para mostrar
c6mo el método de voliimenes finitos discretiza las ecuaciones de Saint-
Venant. En cada uno de estos voliimenes se realiza la discretizacion de
la forma integral de las ecuaciones, que expresan leyes de conservaciéon
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y que mediante la aplicacion del teorema de la divergencia de Gauss
se simplifican de manera significativa. Las expresiones resultantes es-
tablecen la exacta conservacion de propiedades relevantes del flujo en
cada celda. Los términos de las derivadas con respecto al tiempo se
sustituyen por aproximaciones del tipo diferencias finitas, obteniendo
ecuaciones algebraicas simples en el que el valor de las variables en el
tiempo t,1 dependen del valor de dichas variables en el tiempo ¢,. Los
célculos de la siguiente seccidn se hacen pensando en una discretizaciéon
tipo celda con malla inicial triangular para el dominio 2 (7j; y I';; son
més simples que en tipo vértice) ya que ésta es la usada por el modelo
computacional GUADFlow 2D al que haremos mencién més adelante.

Histoéricamente, muchas de las ideas del método de volimenes finitos
fueron desarrolladas para el caso especial de la dinamica de gases com-
presibles (ecuaciones de Euler), que se aplicaron en aerodinamica, as-
trofisica, ondas de detonacién y campos relacionados en donde aparecen
ondas de choque. En el estudio de las ecuaciones mas simples como la
ecuacion de advecciéon, ecuacion de Burger y ecuaciones de las aguas
someras, han jugado un papel importante en el desarrollo de estos mé-
todos, pero s6lo como problemas modelo, el fin Gltimo es la aplicacion
a las ecuaciones de Euler [29].

Las ecuaciones de Euler son no lineales. Esta no linealidad y la consi-
guiente formacion de choque observado en las soluciones, dieron lugar
a muchos desafios computacionales que motivaron el desarrollo de es-
te método. La teoria matematica de problemas hiperbélicos no lineales
es muy rica, y el desarrollo y anélisis de los métodos de volumenes fi-
nitos requiere de una rica interaccién entre esta teoria matemética, el
modelado fisico y el anélisis numérico.

El método de volumenes finitos esté estrechamente relacionado con el
método de diferencias finitas, y un método de voliimenes finitos a me-
nudo puede ser interpretado directamente como una aproximaciéon de
diferencias finitas para la ecuacion diferencial. Sin embargo, el método
de volimenes finitos discretiza la forma integral de las ecuaciones de
conservacion directamente en el espacio fisico, un punto de partida que
le da muchas ventajas [29, 54].
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El empleo del método de voltimenes finitos en la dindmica de fluidos
computacional es relativamente reciente. Lo introdujeron McDonald en
1971 y de manera independiente por McCormack y Paullay en 1972,
para la resolucion de las ecuaciones de Fuler bidimensionales, y exten-
dido en 1973 por A. Rizzi y M. Inouye para flujos tridimensionales [24].
Eymard et al. (2000) [19] atribuyen su introduccion a principios de los
sesentas del siglo pasado a Tikhonov (1906-1993) y Samarskii (1919-)
para la resolucion de las ecuaciones de conveccion difusion.

3.2. Discretizacion del modelo de Saint-Venant
en dos dimensiones

Enseguida se aplica el método de voliimenes finitos tipo celda con malla
inicial triangular para el dominio 2, para discretizar la forma integral
de las ecuaciones de Saint-Venant en dos dimensiones espaciales. Para
esto se hace una discretizacion hacia delante de la derivada temporal
y una discretizacion de los términos flujo y fuente, obteniendo asi, un
método iterativo explicito que permite calcular el valor de las variables
desconocidas en las ecuaciones de Saint-Venant en cada volumen finito
C; y en cada instante de tiempo t,.

A fin de transformar el sistema de ecuaciones (2.99) a una forma inte-

gral, se define
F(U) = (F1(U),F2(U)), (3.6)

por lo que el sistema de Saint-Venant (2.99) se puede escribir como

ouU
4 V-F=G T
ot ’ (3.7)

donde se considera el término fuente G como en (2.100).
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3.2.1. Integraciéon y discretizaciéon temporal

Si el dominio del sistema (2.99) esta dividido en un conjunto de volud-
menes finitos Cj, tipo celda descrito en la seccion 3.1.3, al calcular la
integral de superficie de (3.7) en cada uno de ellos, se obtiene

// —dA+// V. FdA= // G dA. (3.8)

Al aplicar el teorema de la divergencia de Gauss al segundo sumando
(término de flujo) del sistema (3.8), la integral de superficie se convierte
en una integral de linea sobre I'; (donde I'; es la frontera de la celda

Cy):
// v.fdA:/f.ﬁdz,
Ci Fi

que al sustituirlo en (3.8) se obtiene

T dA+ [ Feoyd= G dA. (3.9)
I o [ 7eaa= ],

Equivalentemente, se puede escribir como

/ —dA /}' “)dH—/ G dA.

Esta ecuaciéon dice que en cada volumen finito C}, la variacién de U en
el tiempo se debe al flujo neto de F hacia dentro de la celda mas la
variacion producida debido al término fuente G.
La solucion del sistema (2.99) por el método de volimenes finitos se
aproxima por medio de unos valores U}, constantes en cada celda C;
y cada instante de tiempo t,, que se asignan al nodo 7 correspondiente
a C;. La derivada temporal se discretiza aplicando el método de Euler
hacia adelante
ou
ot

LUt —ur
Citn o At ’

J o [

por lo que
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Pero como U?H, U7 y At toman valores constantes en cada celda Cj,
es decir a cada celda se asocia una funciéon base como la que se muestra
en la figura 3.5, entonces

St R R R NP

/ U;H—l —_yn U;H—l . §id
o At At

donde A; es el area de la celda C;. Asi, la ecuacion (3.9) toma la forma

urtt —un _
%ANL ]—"-ndl:/ G dA. (3.10)
t Fi Cz'

Figura 3.5: Una funcién base ¢;, con valor 1 en el volumen finito C; y 0 en
todo lo demas.

Como I'; es la frontera de C;, entonces
r=J Ty
JEK;

De aqui que

/]—'-ﬁdlzz / F-idl. (3.11)
r; Tij

JEK;
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Por otro lado, por ser C; la union de todas las subceldas T;;, j € K,
//GdA Z// G dA. (3.12)
JEK;
Sustituyendo (3.11) y (3.12) en (3.10) se tiene que

o - UnAJrZ/}‘ndl Z// GdA. (3.13)

JEK; JEK;

3.2.2. Discretizacion del flujo

El producto escalar F -7 en (3.13) se llama flujo en 2D a través de un
segmento de longitud unidad, y es igual por (3.1) y (3.6) a

Z=F fi=aF;+03Fs.

Para discretizar el flujo se utiliza el Q-esquema de van Leer |7, 55, 56,
57|, que son una familia de esquemas descentrados upwind [19, 24, 29,
54|, en los que el flujo numérico se obtiene de la siguiente forma

Z(U7,1i;) + Z(U7, 1ij)
! 2 (3.14)
~51Q(UL )T~ Up),

B(UL, UL 7)) =

donde U} y U;-"‘ representan los valores del vector de variables en los
nodos iy 7, y Q es la matriz Jacobiana del flujo

Q= @ dFl +B @ (3.15)

y la matriz |Q| se obtiene como
QI = X|AXT!,

donde |A| es la matriz diagonal de los valores absolutos de los auto-
valores de Q, y X es la matriz cuyas columnas son los autovectores
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correspondientes a cada autovalor. En el Q-esquema de van Leer, |Q]
se evaltua en el estado intermedio

Un — U + U7y ‘

Q 2
La expresion (3.14) que discretiza el flujo en 2D en un punto intermedio
entre 7 y j se obtiene como la semisuma de los flujos en ambos puntos
méas un término de descentrado.
Obsérvese que en (3.15), las derivadas de F1 y Fa con respecto al vector
de variables U son los factores que aparecen al escribir el sistema (2.99)
en la forma no conservativa

JU OFy OFy 08U dF10U  dF;0U

ot T or "oy ot T AU oz T AU oy

Es importante notar que las ecuaciones de aguas poco profundas for-
man un sistema estrictamente hiperbolico [53], por lo que la matriz
Jacobiana del flujo tiene tres autovalores distintos y en consecuencia
tres autovectores linealmente independientes, lo que garantiza la exis-
tencia de X~1. En efecto, denotando hu por ¢; y hv por ¢o, se tiene
que

q1 q2
h 2 q192
q 1
U=|a |, Fi=| 500" | vy Fa= h
q2 1
q192 q3 2
—— = 1+ —gh
h h + 2
Entonces
0 1 0
OF, @ 2q1
gr1 . h — 0
U p2 TI

_1q2 2 Q1
h? h h
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Yy
0 0
OF, N2 2 a
T h? h h
" LB o 22
w2 T h
O bien
0 1 0
OF 5
— = —u*4+gh 2u 0
ou —uw voou
Yy
OF 0 0 1
—= = —uw v
ou —v24+gh 0 2v
Sustituyendo en (3.15), resulta que
0 & B
Q = a(—u2 4 gh) + B(—uv) 2du + Bu Bu

a(—uv) + B(—v? + gh) av au + 28v
0 a B
= —au? + agh — Euv 2au + Bv Bu
—Quv — BUQ + th av ou + 25@

Denotando como c¢ a la celeridad de la onda dada por ¢ = +/gh, los
autovalores de Q que se obtuvieron con MATLAB, fueron

)\1 = &U—FE’U
)\2 )\1 +c
)\3 = )\l —C,
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y sus respectivos autovectores

0 1 1
Vi = _BC y Vg = U+ qc Yy Vi3 = u— qc
ac v+ fe v — Be
Por lo tanto,
[A1] 0
Al = 0 X O , (3.16)
0 0 | A3
0 1 1
X = Bc u+ac u—ac |, (3.17)
v+ Bc v — Bc
1 26u — 2av —25 2a
X1t = 9 | c-Au=pv @ B | (3.18)

c+&u+/§v - —E

Sustituyendo en (3.14) y denotando ®(U}, U7, 7;;) por @7
el flujo unitario discreto

ij» se obtiene

(GF1 + BF2)7 + (GF1 + fF2)"
2

1
— S (XIAX )y (U7 = U7

noo_
QL =

Asi, la sumatoria de las integrales de linea en (3.13) se discretiza como

/]—“ndl Z/@;;dz Z@/

JEK; JEK; JEK; Ly

de donde
3 / Foid= S [ngler. (3.19)

JEK; jEK;

Si alguno de los autovalores de la matriz Q se anula, entonces el término
de descentrado, que es el que garantiza que no se produzcan oscilaciones,
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disminuye considerablemente. Para evitar este problema se utiliza para
los valores absolutos de los autovalores la regularizaciéon parabolica de
Harten [23]:

IaNE
N 2<|6|+6>, si A <e

Al si[A] > e,

donde € es un parametro pequeno, que puede elegirse en cada caso. Con
esta regularizacion, si el |\| es superior a € no se modifica, pero si es
menor que € el valor mas pequeno que puede alcanzar es €/2 que es
precisamente cuando A = 0.

3.2.3. Discretizacion del término fuente

Se distinguen dos partes del término fuente G, la parte que contiene
la pendiente geométrica Sy, y la parte que contiene la pendiente de
friccién Sy. En la literatura se mencionan trabajos hechos considerando
descentrados ambos términos So y Sy, y descentrado para Sp y centrado
para Sy. Fe Marqués (2005) [20], dice que ha obtenido resultados muy
similares con ambas opciones, por lo que él opta por descentrar Sy y
centrar Sy. Para ello, se escribe G como

G =Gy + Gy,
donde
0 0
Go=| ghSp: y Gp= —ghSy, ,
ghSoy —gthy

la fuente discreta bidimensional en cada subcelda T;; se define como
U =X(I-|AJAHX 'Go + Gy, (3.20)

donde X, X! |A| y A~! dependen de (Ua,ﬁij), por lo que ¥ =
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Las matrices |A|, X y X! estan dadas en (3.16), (3.17) y (3.18) res-
pectivamente, y

/Ay 0 0
A= 0 1/x 0
0 0 1/X3

GO aproxima la pendiente geométrica en el término fuente y estd dada
por
0
gh? +hi H; — H,-a
Go = 2 d;j )
hi' +h} H; — H; 3
2 dij

y G ¢ aproxima la pendiente de friccién en el centro de cada celda que
a su vez esta dada por

Denotando por U} a \Il(Ni,Nj,U?,U?,ﬁij), se tiene que el segundo
miembro de (3.13) se discretiza como

Z// GdA%’Z// \I/%dA:Z\I/%// dA |
jek;” T jer; /i jEK; Tij
por lo tanto,

> //T GdA= )" A0}, (3.21)

JEK; JEK;

donde A;; se define en (3.2) y (3.3) para cada uno de los subtriangulos
que componen la subcelda Tj;, y Wi se calcula a partir de (3.20).
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3.2.4. Paso temporal y algoritmo

Sustituyendo (3.19) y (3.21) en (3.13) se tiene

urtt —ur
2th Ai + Z [7i 1935 = Z Ay Wi (3.22)
JjEK; JEK;

Como se puede observar en los elementos interiores del dominio, estas
evaluaciones se realizan a partir de los valores de las variables en el
nodo 7 y en los nodos vecinos j, j € K;. Sin embargo, en la frontera del
dominio de célculo habri unos nodos, de cada uno de los cuales parten
dos aristas, que por el lado exterior no tendran nodos vecinos. El siste-
ma que se sigue es suponer (para estas aristas) que el nodo vecino es el
mismo nodo i, lo cual equivale a no descentrar el flujo (pues el término
de descentrado se anula). Por otro lado, uno de los factores de cada
sumando de la fuente discreta es el drea del subtriangulo correspon-
diente. Como las aristas tienen area nula, parece l6gico no considerar
aportaciones de la fuente en las aristas frontera.

El paso temporal que propone Alcrudo (1992) [1] para el caso 2D,
corresponde a la condicién CFL (Courant-Friedrichs-Lewy)! y est4 dado
por

d. .
At < min Y
ki 2 (V¥ +e)
ij
donde d;; son las distancias entre el nodo 7 y nodos vecinos j € K;.
En casos de fuerte pendiente se producen inestabilidades, lo que ha
obligado al uso de un coeficiente corrector de 0.8 [20].

'Es una condicién necesaria para la convergencia de un esquema en diferencias
finitas cuando se le aplica para resolver ecuaciones diferenciales parciales hiperboli-
cas (no confundir con estabilidad numeérica). Como consecuencia de esta condicion,
el paso de tiempo debe ser inferior a un cierto valor, pues en caso contrario la si-
mulaciéon producird resultados incorrectos. Estd condiciéon se llama asi en honor a
Richard Courant (1888-1972), Kurt O. Friedrichs (1901-1982) y Hans Lewy (1904—
1988), que la publicaron en 1928 [15].
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Una vez que se ha definido el paso temporal, ya se esta en condiciones
de definir el algoritmo a partir de la ecuacion (3.22). Al despejar de
(3.22) el término U, se obtiene

At
UMt = U + o Z Aij U5 — Z (1751135
vt \jek; JEK;

Esta ecuacién proporciona un método iterativo explicito en el tiempo
para calcular el valor del vector de variables

h'f}—l—l
Ut = |t |

(hv)n—l-l

)

en cada nodo i y en cada instante de tiempo t,+1, a partir de los
valores de las variables en el instante t,, en el nodo ¢ y en todos los
nodos vecinos j, 7 € K;. Si en el nodo 7 se establece una condicién
de frontera en alguna de las variables h, hu o hv, se calculan solo las
variables desconocidas.



Capitulo 4

Validacion del Software
GUADFlow 2D

En este capitulo se presentan ejemplos de pruebas numéricas cuyo pro-
posito fue validar el software GUADFlow 2D, con la intencion de veri-
ficar que dicho software esta en condiciones de desarrollar las tareas es-
peradas, que es la de simular numéricamente la inundaciéon de la ciudad
de Villahermosa, Tabasco. Los ejemplos fueron previamente reportados
en la referencia [31].

103
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4.1. Ejemplo 1: Canal con bordo

Este ejemplo tiene como fin ilustrar como influye un obstaculo en el
fondo de un canal y coémo se alcanza el flujo permanente. Para esto
se considera un canal de 25 m de largo por 1 m de ancho con bardas
laterales de 0.1 m de ancho y 3 m de altura. El canal tiene un bordo
interno que inicia a los 8 m y termina a los 12 m, véase figura 4.1.

1.00

8.00 4.00 13.00
\ \ \ \

Figura 4.1: Terreno del canal con bordo interno. Dimensiones en metros.

El terreno

El terreno con el bordo considerado corresponde a tomar el fondo z de
acuerdo a la féormula

1) 0.2 —-0.05(x —10)2, si 8<ax<12,0<y<1
z(x,y) =
0 en otro caso,

siendo x medido a lo largo del canal.

La triangulacion

En este caso, para la triangulacion se tom6 un error maximo de cota de
0.01 y el lado méximo de tridngulo 0.25. La malla resultante consta de
6 024 tridngulos con 3277 nodos. En la figura 4.2 se muestra una parte
del terreno con la malla triangular.

Condiciones iniciales y de frontera

Como condiciones iniciales se considera un nivel de 2 m y velocidad
nula en las dos direcciones en todo el canal. Para las condiciones de
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Figura 4.2: Visualizacion de la triangulacion de una parte del terreno de canal
con bordo interno.

contorno se consideran los siguientes tres casos considerados también
por Fe-Marqués (2005) [20]:

i) Flujo subcritico. Se especifica una condicion de entrada en la parte
izquierda del canal fijando un caudal @ de 4.42 m3/s. En la parte
derecha del canal se establece una condiciéon de salida de 2 m para
el tirante.

ii) Flujo transcritico con resalto hidraulico. Se especifica una condi-
cion de entrada en la parte izquierda del canal fijando un caudal
Q de 0.18 m3/s. En la parte derecha del canal se establece una
condicion de salida de 0.33 m para el tirante.

iii) Flujo transcritico sin resalto hidraulico. Se especifica una condi-
cion de entrada en la parte izquierda del canal fijando un caudal
Q de 1.53 m3/s. En la parte derecha del canal se establece una
condicion de salida de 0.66 m para el tirante.

Fricciéon y Parametros de simulacién

En este caso se consider6 un pardmetro de fricciéon constante en to-
do el terreno de 0.01. El tiempo de simulaciéon fue de 120 segundos,
registrando datos cada segundo.

Resultados

i) Este es un ejemplo de flujo subcritico, es decir el nivel del agua
estd determinado por la condicion de frontera aguas abajo [20].



106 Validacion del Software GUADFlow 2D

También corresponde a un flujo lento con disminucion del tirante
sobre el bordo. Esto implica un aumento en la velocidad sobre
el bordo. Esto se refleja en las figuras 4.3, 4.4 y 4.5, donde se
muestra el nivel del agua a los 21 segundos, 30 segundos y 80
segundos a lo largo del canal, y en las figuras 4.6, 4.7 y 4.8, donde
se muestra la velocidad del agua a lo largo del canal a los 9 segun-
dos, 21 segundos y 80 segundos, respectivamente. La simulacion
mostré que el régimen permanente se alcanzo a los 80 segundos,
aproximadamente. Note que este ejemplo puede reducirse a un
problema en una dimensién, pues ni las condiciones de contorno
ni las condiciones iniciales varian con respecto a y. En la figura 4.9
se muestran dos vistas panordmicas del canal, donde la primera
vista representa el nivel del agua a los 19 segundos y la segunda
representa la velocidad del agua también a los 19 segundos.

Seccion animada

25

< ey

20 1

o 5 10 15 20 25
Distancia (metros)

o] Ee [Tiemee (g i1 0o Caayee) | |

A

Figura 4.3: Nivel de agua en el ejemplo de canal con bordo interno en el caso
del flujo subcritico a los 21 segundos.
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Figura 4.4: Nivel de agua en el ejemplo de canal con bordo interno en el caso
del flujo subcritico a los 30 segundos.

SR (7]
Seccion animada
— —_
30 ff 1 T o
| ]
25 |
20 4
15
1.0
0 5 10 15 20 25
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® v [EmaweeTEne— |
- [m] B - |

Figura 4.5: Nivel de agua en el ejemplo de canal con bordo interno en el caso
del flujo subcritico a los 80 segundos que es aproximadamente cuando el flujo
alcanza el régimen permanente.
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Figura 4.6: Velocidad del agua en el ejemplo de canal con bordo interno

también en el caso del flujo subcritico a los 9 segundos.

Seccion animada
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Figura 4.7: Velocidad del agua en el ejemplo de canal con bordo interno tam-
bién en el caso del flujo subcritico a los 21 segundos. Notese que la velocidad

es mayor sobre el bordo interno.
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Figura 4.8: Velocidad del agua en el ejemplo de canal con bordo interno tam-
bién en el caso del flujo subcritico a los 80 segundos que es aproximadamente
cuando el flujo alcanza el régimen permanente. Observa que la velocidad es
mayor sobre el bordo interno.

(B)

Figura 4.9: (A) Visualizacion del nivel del agua a los 19 segundos después
del inicio del experimento en todo el canal en el caso del flujo subcritico, el
azul intenso indica zonas donde es mayor el nivel del agua. (B) Visualizacion
de la velocidad del agua también a los 19 segundos del inicio del experimento
en todo el canal en el caso del flujo subcritico, el rojo intenso indica zonas
donde es mayor la velocidad. Se ha triplicado la escala vertical del canal para
una mejor visualizacion.
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ii) En este ejemplo de flujo transcritico con resalto hidraulico, se pro-
ducen dos cambios de régimen de lento a rapido y posteriormente
de rapido a lento, tal como lo afirma Fe-Marqués (2005) [20]. En
la figura 4.10 se muestran el nivel y la velocidad del agua una vez
que el flujo ha alcanzado el régimen permanente, donde también
se observan los cambios de régimen mencionados.

iii) Como en el caso anterior se produce un cambio de régimen al pasar
por encima del obstaculo, y dado que se modifico la condicion de
tirante aguas abajo, el fluido no recupera el régimen lento. En la
figura 4.11 se muestra el nivel y la velocidad del agua una vez que
se alcanza el régimen permanente.

4.2. Ejemplo 2: Compuerta con abertura

Al estudiar este ejemplo se quiere ver en qué medida los datos arrojados
por la simulacién satisfacen la conservacién de masa, que se puede re-
sumir como: El volumen que entra debe ser igual al que sale mads el que
permanece. El terreno corresponde al etiquetado como Ejemplo 3 que se
encuentra en www.inclam.com, pero con una pequeina modificacion: se
elimind un pedazo de barda cerca de la esquina inferior izquierda para
establecer alli una condicién de flujo de entrada. El pedazo eliminado
fue de 11 ¢m de largo por 50 cm de profundidad desde el nivel de la
barda, véase figura 4.12. Bésicamente es un terreno bardeado de 2.74
m por 2.80 m y casi partido horizontalmente a la mitad por una barda
interior que no es continua sino que permite comunicaciéon de flujo entre
las dos mitades del terreno.

La barda tiene una altura de 2 m y todo lo demaés es plano con una altura
de 1 m, asi que para llenar este espacio, se requiere aproximadamente
7 m? de agua.
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Figura 4.10: (A) Nivel del agua en todo el canal cuando el flujo ha alcanza-
do el régimen permanente en el caso transcritico con resalto hidraulico. (B)
Velocidad del agua en todo el canal cuando el flujo ha alcanzado también el
régimen permanente. Se observa que la velocidad se incrementa rapidamente
al cruzar el agua sobre el bordo interno y luego se produce una discontinuidad,
donde la velocidad cae bruscamente a un nivel constante después del bordo.
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Figura 4.11: (A) Nivel del agua cuando el flujo ha alcanzado el régimen per-
manente en el caso transcritico sin resalto hidraulico. Después del bordo el
nivel del agua se mantiene bajo. (B) Visualizacion de la velocidad del agua
cuando el flujo ha alcanzado el régimen permanente. Se observa que la ve-
locidad también se incrementa rapidamente al cruzar el agua sobre el bordo
interno hasta alcanzar un valor maximo, y después se mantiene casi constante
en dicho valor maximo después del bordo.
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La triangulacién

La triangulaciéon se genera de manera automatica tomando en cuenta
donde estéan situadas las condiciones de frontera y las variaciones del
terreno. Se debe proporcionar un error maximo de cota y el lado maximo
de tridngulo permitido. En la figura 4.13 se muestra una triangulacion
tomando error maximo de cota igual a 0.1 y lado méximo de tridngulo
igual a 1.0.

0.03

1.30

2.80
0.07

0.31

0.88

0.10

\‘0.10 2.62 0.02

!
2.74

Figura 4.12: Terreno del Ejemplo 2 (cortesia de www.inclam.com).
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Salida

Entrada
—>

Figura 4.13: Discretizacion del dominio del Ejemplo 2 por elementos trian-
gulares con un error maximo de cota igual a 0.1 y lado méximo de tridngulo
de 1.0, y zonas donde se especifican las condiciones de entrada y salida. Di-
mensiones en metros.

Condiciones iniciales y de frontera

Como condicién inicial se toma terreno seco. Se consideran dos condi-
ciones de frontera, una de entrada y otra de salida. En la de entrada
se establece un caudal de 0.02 m?/s durante los primeros 10 segundos,
el cual se hace descender linealmente hasta 0 durante los siguientes 10
segundos. A partir de los 20 segundos y hasta los 120 segundos que
tarda la simulacién, el flujo de entrada es nulo en esta condicién. La
condicién de salida se establece en la misma barda izquierda pero mas
arriba como se muestra en la figura 4.13, de tal manera que el flujo
salga de la mitad superior del terreno. En esta condicién se establece
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un flujo fijo nulo al nivel de la barda. Esta condicién mas bien tiene
fines operativos pues el ejemplo original en el que se estaba interesado
no consideraba salida, y sin embargo el paquete necesita al menos una
de entrada y una de salida. Asi que se establecié alli fijando el flujo en
0 m3/s.

Friccion y parametros de la simulaciéon

Se consideré un parametro de friccion de valor constante 0.1 en todo
el terreno. El tiempo de simulacion fue de 120 segundos, registrando
datos cada segundo. Este dato no corresponde al tamano de paso usado
para avanzar en el tiempo, el cual es mucho mas pequeno y se establece
mediante criterios internos tomando en cuenta la estabilidad del método
usado.

Resultados

Como ya se menciond, con este ejemplo se desea estudiar qué tanto
se satisface la conservacion de masa al aproximar numéricamente las
ecuaciones de Saint-Venant. De acuerdo al flujo de entrada durante la
simulacién lo que permanece més lo que sale debe ser igual a 0.3 m®. Las
simulaciones muestran que la cantidad de agua acumulada durante la
simulacion fue de 0.3014 m?, ya que el agua alcanzoé aproximadamente
una altura de 0.044 m. En la figura 4.14 se ilustra el avance global del
agua y el médulo de la velocidad en todo el terreno a los 11 segundos. En
la figura 4.15 se muestra el nivel del agua en una secciéon horizontal a la
altura de la abertura de entrada (véase figura 4.13), en los tiempos: 2, 14
y 118 segundos, respectivamente. En la figura 4.16 se muestra el nivel del
agua en una seccion que va de la esquina inferior derecha hasta la barda
superior pasando por la abertura que comunica las dos mitades (véase
figura 4.12), en los tiempos 15, 39 y 119 segundos, respectivamente. En
la figura 4.17 se muestra el comportamiento de la velocidad a los 2, 15
y 119 segundos, respectivamente, en la secciéon horizontal a la altura de
la abertura de entrada que (véase figura 4.13).
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Figura 4.14: Avance global del agua y médulo de velocidad en todo el dominio
a los 11 segundos.
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del Ejemplo 2

(©)
Visualizacion del nivel del agua durante la simulaciéon numérica
en una seccion horizontal a la altura de la abertura de entrada

(véase figura 4.12(B)): (A) a los 2 segundos, (B) a los 14 segundos y (C) a los

118 segundos.
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Figura 4.16: Visualizacion del nivel del agua durante la simulaciéon numérica
del Ejemplo 2, en una secciéon que va de la esquina inferior derecha hasta la
barda superior pasando por la abertura que comunica las dos mitades (véase
figura 4.12(A)): (A) a los 15 segundos, (B) a los 39 segundos y (C) a los 119
segundos.
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Figura 4.17: Visualizacion de la velocidad del agua durante la simulacion
numérica del Ejemplo 2 en una seccion horizontal a la altura de la abertura
de entrada (véase figura 4.12(B)): (A) a los 2 segundos, (B) a los 15 segundos
y (C) alos 119 segundos.
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4.3. Ejemplo 3: Rio ciudad

Con este ejemplo se pretende conocer como afecta el desborde de un
rio sobre una ciudad. En la figura 4.18 se tiene una vista del rio con la
ciudad. El archivo de datos de este terreno es cortesia de INCLAM, S.
A. En estos casos es importante saber qué tanto afecta y en qué tiempo
se lleva a cabo esa afectacion.

El terreno

En el terreno se muestra un rio con fondo de color verde que indica la
profundidad del mismo. Los colores amarillo, mostaza y café indican
niveles cada vez més altos de terreno, y en general el terreno muestra
una inclinaciéon de la esquina superior derecha a la esquina inferior iz-
quierda, de tal manera que el rio corre siguiendo esta inclinacion. Entre
el rio y la ciudad hay un bordo de contencién, y en la parte intermedia
del rio se muestra los pilotes de un puente.

Entrada del rio —

<— Bordo de
proteccion

<——— Pilotes de un
puente

! Rio
T— Salida del rio

Figura 4.18: Terreno de rio en ciudad del Ejemplo 3: El rio es el que se indica
de color verde que muestra la profundidad del mismo, bajo el supuesto de que
el rio esta seco. Entre el rio y la ciudad hay un bordo de protecciéon contra
inundaciones.
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La triangulaciéon

La triangulacion también se genera de manera automatica tomando en
cuenta déonde estén situadas las condiciones de frontera y las variacio-
nes del terreno. En la figura 4.19 se muestra una parte del terreno que
incluye el puente con su respectiva triangulaciéon, tomando error méxi-
mo de cota igual a 0.1 y lado méximo de triangulo igual a 10.0. Estos
parametros generaron en todo el terreno un total de 219265 nodos y
435819 triangulos.

ny g ny ey vy

]

i

Figura 4.19: Visualizacion de la discretizacion de una parte del dominio del
Ejemplo 3 con elementos triangulares. La zona es donde se encuentran los
pilotes del puente (véase figura 4.18).

Condiciones iniciales y de frontera

Las condiciones iniciales se obtuvieron de una corrida previa iniciada
en seco en la figura 4.20. En la tabla 4.1 se muestran algunos valores
iniciales de algunos puntos especificos. La condiciéon de frontera aguas
arriba se mantuvo constante en el tiempo con 20 m3 /s, y la condicién de
salida también se mantuvo constante en el tiempo con 0 m? /s (supuesto
con compuerta cerrada).

Friccion y Parametros de simulacion

Se consider6é un parametro de friccién con valor constante de 0.20 en
todo el terreno. El tiempo de simulacion fue de 7200 segundos (dos
horas), registrando datos cada 40 segundos.
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Longitud | Nivel de | Nivel de | Velocidad u | Velocidad v
(m) terreno agua (m/s) (m/s)
(m) (m)

0 417.870 | 420.212 —0.271 —0.260
200 416.369 | 420.020 —-0.171 —0.227
400 416.824 | 419.875 —0.163 —0.288
600 417.457 | 419.700 —0.141 —0.315
800 417.555 | 419.235 —0.200 —0.252
1000 417.045 | 418.796 —0.188 —0.283
1200 416.570 | 418.118 —0.213 —0.048
1330 415.800 | 417.918 —0.283 0.081
1400 415.841 | 417.834 —0.260 0.200
1600 415.911 | 417.594 —0.222 0.250
1850 415.299 | 417.052 —0.356 0.009
2150 414.239 | 416.828 —0.662 —0.067
2350 414.049 | 416.786 —0.030 —0.123
2660 413.833 | 416.770 —0.006 —0.006

Tabla 4.1: Datos de la condiciéon inicial para simular numéricamente el des-
borde de un rio sobre una ciudad del Ejemplo 3. El nivel del terreno y del
agua es con respecto al nivel medio del mar. La longitud del rio se mide a
partir del extremo superior derecho (véase figura 4.18).
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Figura 4.20: (A) Condicién inicial para simular numéricamente el desborde
de un rio sobre una ciudad del Ejemplo 3. (B) El tirante inicial en el rio en la
seccion observada es de aproximadamente 2.80 m.
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Resultados

Media hora después de iniciada la simulacién se alcanza aproximada-
mente el nivel méximo del rio en la parte final, como se muestra en
la figura 4.21. Después comienza el desborde del cual se muestran dos
momento que corresponden a una hora después de iniciada la simulacién
(véase figura 4.22), y a dos horas después (véase figura 4.23). A dos
horas del inicio de la simulacién el rio se ha desbordado en uno de
sus margenes, y el agua avanzé aproximadamente 250 m en la secciéon
observada.

4.4. Conclusiones

El software GUADFlow 2D y en particular el tratamiento numérico
del modelo con el esquema de voliimenes finitos, es un método exitoso
para la simulacion numérica de flujos de agua como los canales o rios,
pues los ejemplos numéricos muestran buenos resultados en cuanto a la
conservacion de la masa, y en cuanto al tratamiento de flujos con valo-
res pequenos como es el caso del ejemplo de la compuerta con abertura;
también en cuanto al manejo de cambios de régimen como se muestra en
el ejemplo del canal con bordo. Asimismo muestra un comportamiento
aceptable al simular con terrenos reales como el de la ciudad con rio, en
donde se ha usado un terreno extenso y una malla muy fina. Por el he-
cho de ser el método de volumenes finitos un método explicito y con las
capacidades de computo actuales, las simulaciones son en tiempo real si
los periodos de observacion de interés no son exageradamente pequenos.

Asi que se esta en condiciones de utilizar el software GUADFlow 2D pa-
ra simular numéricamente la inundacién de la ciudad de Villahermosa,
Tabasco, México, tarea que se realizara en los siguientes dos capitulos.
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Figura 4.21: (A) Situacion del rio 30 minutos después del inicio de la si-
mulacion, en estos momentos el rio ha alcanzado aproximadamente su nivel
méaximo en la parte final. (B) El tirante en el rio en la seccién observada es
de aproximadamente 3.90 m, lo que significa que el nivel del rio aument6 1.10
m en media hora.
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Figura 4.22: (A) Una hora después de iniciada la simulacion se observan los
primeros desbordes en el margen del rio. (B) El tirante en el rio en la seccion
observada es de aproximadamente 4.60 m, lo que significa que el nivel del rio

aument6 1.80 m en una hora.
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Figura 4.23: (A) Dos horas después de iniciada la simulacion, el rio se ha
desbordado por completo y el agua avanzé casi 250 m en la seccidén observada.
(B) El tirante en el rio en la seccion observada es de aproximadamente 5.20

m, lo que significa que el nivel del rio alcanz6 2.40 m en dos horas.






Capitulo 5

Modelacion de la Batimetria
del Rio Grijalva

En este capitulo, se aborda el problema de ajustar la topografia y la
batimetria del rio Grijalva y sus afluentes en su cruce por la ciudad de
Villahermosa, Tabasco, México, en la secciéon que se muestra en la figura
1.2 del Capitulo 1. El proposito es ajustar la elevacion del terreno en
el dominio bidimensional para realizar simulaciones numeéricas del flujo
del rio Grijalva y la inundacion de zonas de la ciudad de Villahermosa
provocada por el desborde de este rio.

5.1. Ajuste del valor del terreno

Como se dijo en el Capitulo 1, el dominio bidimensional {2 “compren-
de” la ortofoto E15D11A2 y parte de la ortofoto E15B81D4, donde se
disponen datos Tipo Superficie que muestran una mejor resolucion de
la infraestructura urbana, como son las calles y los edificios. Se dispone
de la elevacion del terreno con respecto al nivel medio del mar en celdas
de 5 x 5 m?. En dichos datos, se observan irregularidades asociadas con
la técnica de medicion en zonas de vegetacion densa y zonas urbanas,

129
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entre otras. La altura que se reporta en las celdas respectivas es apro-
ximadamente la elevacion de las copas de los arboles, la altura de los
edificios (nivel de las azoteas de los edificios), entre otras. De la misma
manera, sobre los afluentes, se reporta la elevacion de la lamina de agua
y no la elevaciéon del fondo de los rios.

El primer trabajo fue ajustar las irregularidades obvias que se mues-
tran el la figura 5.1, siguiendo la técnica usada por Gonzélez-Aguirre
(2010) [22] que consiste en modificar por sectores rectangulares. Se uso6
el programa modifica_en_archivoregion.m de Gonzalez- Aguirre pa-
ra separar los brazos del rio La Sierra y reducir el cauce del rio que se
muestran en la figura 5.1. El resultado se muestra en la figura 5.24.

5.2. Modelacion del cauce de los rios La Sierra
y Grijalva

En esta seccion se reporta el trabajo que se realizd para ajustar la bati-
metria de los rios La Sierra y Grijalva. Los datos batimétricos de estos
rios en secciones transversales fueron cortesia del Dr. José G. Fabian
Rivera Trejo de DATA-UJAT y del Ing. Victor Rubén Concha y Concha
de la CONAGUA. Las secciones transversales donde se midieron los da-
tos se muestran en la figura 5.2.

Los datos que corresponden a la seccion transversal G1 del rio Grijalva
se muestran en la tabla 5.1. Las unidades estdn en metros y la altura y
se midié con respecto al nivel medio del mar, es decir, y = 0 es el nivel
medio del mar.

Para ajustar y visualizar las secciones transversales se utilizé interpola-
cion por spline ctibico y de tensién, que son una poderosa herramienta
para suavizar datos experimentales. Con este proposito, se presenta un
breve resumen de los splines ctbicos y de tension en las siguientes tres
secciones. En particular, la seccién transversal G1 se ajusté y se visua-
liza en la figura 5.5 con los datos de la tabla 5.1.
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Irregularidades
obvias

Figura 5.1: Irregularidades obvias detectadas sobre el rio Pichucalco y sobre
el rio La Sierra.

T 0 2 239 | 25.70 | 61.34 | 66.27
Yi 7.50 7.49 5.94 4.99 5.21 3.52
z; | 83.84 | 91.70 | 108.84 | 118.31 | 131.34 | 136.08
yi | —2.50 | =250 | —=2.50 | —1.66 | —0.51 | —0.70
x; | 153.84 | 180.50 | 190.28 | 190.69 | 192.69
yi | —1.50 2.19 5.87 7.49 7.50

Tabla 5.1: Datos batimétricos de la seccion transversal G1 sobre el rio Gri-
jalva. Las unidades estan en metros y la altura y esta con respecto al nivel
medio del mar, es decir, y = 0 es el nivel medio del mar.
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Figura 5.2: Secciones transversales de los rios La Sierra y Grijalva, donde se
midieron los datos batimétricos.

5.2.1. Interpolacién por spline ctbico

Sea Il:=a = <xy <--+ <z, = b una particion del intervalo [a,b].

Definicion 5.2.1 Un spline cibico sobre la particion 11 es una fun-
cion s : [a,b] — R con las propiedades

A). s € C?a,b], es decir, s es continua sobre [a,b] y exvisten s' y s"
sobre [a,b] y son continuas.

B). s coincide sobre [z;,xi+1], i =1:n—1 con un polinomio cibico.
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Asi que un spline ctubico consta de n — 1 polinomios ctuibicos por piezas
cuyos valores y los de sus primeras dos derivadas coinciden en los nodos
o puntos de ruptura z;, 1 =2 :n — 1.

Si y1,y2,...,Yyn son n numeros reales arbitrarios, entonces un spline
cabico interpolante de los puntos (x;,y;), ¢ = 1 : n, es un spline
cubico s que satisface

s(z))=vy;i, 1=1:n.

Calculo del spline ciibico interpolante

Para determinar el spline cubico s(z) se parte del hecho de que es
un polinomio ctbico sobre [z, z;+1], lo que implica que s”(x) es un
segmento de recta sobre [z;, z;+1]. Por lo tanto

s"(iy1) — S”(%’)(

1 "
s (x)=5s"(x;) +
(z) (z:) P—

r—x;). (5.1)

Integrando sobre [z;, x], < x;41 se tiene

s"(zip1) — 8" () (z — l’i)z . (5.2)

s'(x) = &' (@) + 8" (@) (@ — x) + 2(wit1 — i)

Integrando de nuevo se obtiene

s(z) = yi+8(x)(x—x;)+ 5 (x — ;)2
(5.3)
s"(viy1) — 8" (21) 3
+ (x —x;)”°.
6(xit1 — )
Abreviando: h; = x4 — 2, ¢ =1 :n—1, s, = §(z;) vy s/ =

s"(x;), i =1:n, sesigue de (5.3) y de la propiedad de interpolacion
que
s s —s!
Yir1 = s(wig1) = yi + sthi + - hi +
2 6h;
de donde

1 Yl — Yi hi hi ,
$i= T T g% T g S
(]

i=1l:n—1. (5.4)
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Se puede demostrar que

1 Yn = Yn—1 hpn—1 hn-1
Sp = . + G Sn 5 Sn- (5.5)

Si se denota el spline cibico sobre [z;_1,z;] por z(z), entonces las ex-
presiones equivalentes a (5.2) y (5.3) para 2/(z) y z(z) son

Z(x) = Z(wi—1)+ 2" (i) (@ — xim1)
H(ine N (e
z (x'],) z (%z—l) (x _ $Z—1)2 ,
2(1‘1' — xi—l)
Yy
2 (i
2(x) = yio1+ 2 (i) (@ —zim1) + (21 ) (x— 961’—1)2
Z”(l‘i) o Z”(l‘z‘—l) 5
-+ 6(.%1 _ $i_1) (37 — «Tz—l) .
Evaluando ambas expresiones en x; resultan
Nwi) = 2(wi1) + 2" (@iz1)hiza )
Wi N M (e
+z (x;) 22 (:/Ul_l)hi_17
M (s (5.6)
2(x;) = yio1+ 2 (wi1)hio1 + %h?q
2N axy) — 2 (i
+ (Z) g (zl)h%_l‘ )

Por la continuidad de s(z), s'(z) y s”(x) en x; se sigue que
2(@i) = s(xi) = yi, #'(@s) = 8'(2:) vy 2"(wi) = s"(wi)

paratodoi=2:n—1.
Por lo que las igualdades en (5.6) se pueden escribir como
hie1 hic1

2 Sl—l + 2 Sl

r
Si_si—l+
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y
/ Yi —Yi—1  hi-1 hi—1

i—1 hi—l 3 i—1 6 i
que son equivalentes a

/ Yi —Yi—1 hi—l " hi—l "

= : . 5.7
5; hi—l + 6 Si—1 + 3 Si ( )

Igualando (5.4) con (5.7) se obtiene el sistema tridiagonal

hi_ls;'_l + Q(hi_l + hi)S;, + hisgq_l =

Yiel =Y  Yi —Yi-1 . (5.8)

6 — , 1=2:n—1.

( h; hi— >

El sistema (5.8) esta subdeterminado pues tiene n — 2 ecuaciones y n
incognitas sy, s5, ..., sl por lo que no se garantiza la unicidad del spline

ctibico. Hay varias alternativas para abordar el problema de unicidad,
las mas comunes son:

Teorema 5.2.1 Cada una de las condiciones siguientes:
A). §"(a) = §"(b) =0, “spline cibico natural”
B). s®)(a) =s®)(b), k=0,1y 2, “pline cibico periddico”
C). s'(a) =vyy, s'(b) =y, conyy y vy, dados, “spline cibico comple-
to”

garantizan la existencia y unicidad del spline cubico s(x) que interpola
los puntos ('rlv yl); (113'2, $2)7 ceey ('rnv yn)
Demostracion. Caso A). Si s”(a) = s”(b) = 0 entonces s{ = 0y
s/ = 0. Introduciendo las abreviaciones

A =0, di:=0, p,:=0, d,:=0,

hi hi—1
A= ————, =l N=
hia+th N hi—1 4+ h;
di = 6 Yirl —Yi  Yi — Yi-1 (5.9)
" his+hy h; hi—1 '
1=2:n—1.
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El sistema tridiagonal (5.8) se convierte en un sistema tridiagonal de n

ecuaciones con n incognitas s7, s, ..., sl dado por
2 X\ 17 s7 1 [ dy ]
to 2 Ao 8/2/ d2
U3 2 )\3 Sg d3
. Sol=1 T | (510
Hn—1 2 )\n—l 3;;_1 dn—l
I pn 2 ] L sy | L dn |

La matriz de coeficientes del sistema es tridiagonal y de diagonal do-
minante estricto por filas, por lo que es no singular. Asi, el sistema
tridiagonal (5.10) tiene una tnica solucion

_non " I/AVA
s = (817527---7571—17571)

Caso B). Si s*)(a) = s®)(b), k = 0,1y 2, entonces y; = yn, 8§ = s/, ¥
sy = s!. Estas tres condiciones junto con (5.4) para i =1y (5.5) dan

lugar a la ecuacion:

hn—15y 1+ 2(hp1 + h1)sy + hisy =

6 (V2" Yn Yo —Yn-1 (5.11)

hi hn—1 ‘

Definiendo
hl hn—l

Ap i= —————, ni=1—-A, = —,
hn—1 + hq a hp—1+ h1
Yy
g - (yz—yn_yn—yn_1>

" b1+ hi N1 ’

y junto con (5.9) se obtiene del sistema (5.8) y de la ecuacion (5.11) el
sistema lineal
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[ 2 X pe [ sy ] da
U3 2 )\3 Sg d3
pa 2 Mg sy dy
S I e G A )
Hn—1 2 >\n—1 S{,;_l dn—l
L A e 2 || sk | dy
de n — 1 ecuaciones con n — 1 incognitas s5,s4, ..., s.. La matriz de

coeficientes del sistema también es de diagonal dominante estricto por
filas, por lo que es no singular. Asi, el sistema lineal (5.12) tiene una
tinica solucion s = (sf, s4,...,sM)7T.

Caso C). Si §'(a) = y] entonces s =y}, y de (5.4) con i = 1 se obtiene
la ecuacion

9hys! + hisl) = 6 <y2h_ g y’1> . (5.13)
1
Y si s'(b) = y/, entonces s, =y}, y de (5.5) se obtiene la ecuacion
hn15"_| + 2hy_15" =6 <y; - %) . (5.14)
n—1

Ahora definiendo

6 —
)\1 = 17 dl = — <y2 yl _yi) ,

hy hy

6 Yn — Yn—1
= 1 d = / _——
Hn ) n 1 (yn By 1 )

y junto con (5.9), se obtiene del sistema (5.8) y de las ecuaciones (5.13)
y (5.14) el mismo sistema lineal dado por (5.10). Asi que también en
este caso, existe una tnica solucién s = (sf,s5,...,s" |, s/)7. m

Una ventaja de interpolar una funciéon f suficientemente suave con spli-
nes ciibicos, es que permite estimar también [/, f” y f” con aceptable

precision.
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Teorema 5.2.2 Sea f una funcion con derivadas continuas hasta de
orden 4 y s el spline cibico que interpola a f en n puntos dados por
a=mx <x9<-<x,=0>. Entonces para cada x € [a,b] :

7(@) = s@)] < € max /D) n', (5.15)
0 sea que
|f(x) —s(x)| =0 (h4) ,
Yy que

|[f'(@) = s'(2)| = O (n%),
|f"(x) = s"(2)| = O (h?) ,
1" () = s"(@)] = O(h),

donde C' en (5.15) es una constante y h = max |Tpr1 — 2k
=lin—

Demostracion. Una prueba se puede encontrar en Stoer and Bulirsch
(2002) [51]. m

5.2.2. Spline de tensiéon

En algunos problemas de ajustes de datos resulta tutil disponer de un
parametro 7, que se conoce como tensiéon. Cuando 7 tiene un valor
grande, la curva que pasa a través de los datos tendra una tensiéon
alta. Esto se puede interpretar como una fuerza que estira la curva,
tensandola entre los puntos. Cuando 7 — 0, la curva toma una forma
mas cercana al spline cubico. Cuando 7 — oo, la curva tiende a la
funcién lineal por pedazos, es decir, al spline de grado 1.

Como en la seccién anterior, se considera una particion a = 1 < 9 <
-+ < xp = b del intervalo [a, b] y datos y; para cada x;.

Definiciéon 5.2.2 Un spline de tension que interpola los datos (x;,y;),
i=1:n, es una funcion s : [a,b] — R con las siguientes propiedades

A). s € C?[a,b], es decir, s es continua en [a,b] y evisten s’ y s en
[a,b] y son continuas.
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B). s(x;) = y; para todo i =1:n.
(). s satisface la ecuacion diferencial

y W — 72y =0 (5.16)
sobre cada intervalo (x;,zi+1), i =1:n— 1.

Observacion 5.2.1 El spline de tension se reduce a un spline ciibico
cuando T = 0, pues en este caso las soluciones de la ecuacion diferencial
(5.16) resultan ser polinomios cibicos en cada intervalo (i, x;y1).

Para determinar s, se procede igual que en el caso de los splines ctibicos.
Para ello, se considera

" " . .
s; =8 (x;)) vy hi=wmip1—mx, i=1:n,

y se plantean las condiciones de frontera que debe satisfacer s en el
intervalo [x;, z;11], que son los siguientes:

sW 724" =,
s(zi) = i 5(Tiy1) = Yig1s
s'(zi) = s, (@) = si

La solucion a este problema de valores en la frontera sobre cada intervalo
[x;,2;41] esta dada por (Kincaid y Cheney (1994) [26]):

sy senh[7 (211 — x)] + s, | senh[r(z — x;)]

si(z) =
(@) 72 senh(7h;)
1 s
+o- (?Jz - 7_—22> (Tit1 — ) (5.17)
(2
1 sty
+o- (?Jz’+1 - :; (7 — ).
(2
Las incognitas s/, s5,..., sl se obtienen resolviendo el sistema tridia-
gonal:

i—18;_1 + (Bi—1 + Bi)si + cusiy1 =% — Yie1 (5.18)
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para ¢ = 2 : n — 1, donde los coeficientes «;, B; y i, se determinan
mediante las relaciones:

1 T
o = — = ——,
‘ hl SQHh(Thi)
5 = Tcosh(th;) 1
" senh(rh;)  h;’
N 72 (Yir1 — %)
% hz .
Se necesitan dos condiciones adicionales para determinar las incognitas
sty s, ..., sl Aligual que en el caso del spline ciibico natural, se impone

la condicion: sf = s/ = 0.

Algoritmo 5.2.1 Para calcular el spline de tension s que interpola los
datos (x;,y;):
1. Verificar que 21 <22 <:-- < @Tp.
2. Calcular h;, a;, Bi v v para i=1:n—1.
3. Hacer s/ =5/ =0.
4. Resolver el sistema tridiagonal (5.18) para s/ con
i1=2:n—1.
5. Usar la férmula (5.17) para evaluar s en el intervalo
[[L’Z‘,ZL'Z‘+1], 1=1:n—1.

6. Visualizar la grafica de s y de los datos.

Los splines de tension fueron presentados por primera vez por Schweikert
(1966) [47]. Otros articulos relacionados con esto son los de Cline (1974)
[12] y de Pruess (1978) [45]. Cline ha generado software para el calculo
de curvas y de superficies con la ayuda de splines de tensiéon. Una alter-
nativa a los splines ciibicos en tension es el spline ciibico rigido de C.
de Boor (2001) [17]. Estas funciones son splines ctibicos ordinarios con
nodos adicionales colocados en las regiones en donde se desea que la
curva cambie abruptamente de direcciéon. La ventaja de los splines rigi-
dos es que no necesitan de programas nuevos de computadora y evitan
la carga computacional derivada de usar funciones hiperboélicas.
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La siguiente funcion en MATLAB visualiza los splines de tension, cibico
completo y ctbico natural:

function SplineTeNaCol(x,y,tau)

% Variables de entrada:

% x: son las abscisas de los datos

% y: son las ordenadas de los datos

% tau: es el parametro para el spline de tensidn
n = length(x);

x2 = x(2:n); x1 = x(1:n-1); h = x2-x1;

y2 = y(2:n); y1 = y(1:n-1); yi = y2-yi;

/)

alpha 1 ./ h - tau ./ sinh(tauxh);

beta = -1 ./ h + tauxcosh(tauxh) ./ sinh(tauxh);
tauA2*yi ./ h;

gamma
/)
sb(1) = 0; sb(n) = 0;
/)
gamma? = gamma(2:n-1); gammal = gamma(1l:n-2);
b = gamma2-gammal;
for i = 1:n-2;
A(i,i) = beta(i)+beta(i+l);
end
for i = 1:n-3;
A(i,i+1) = alpha(i+l);
A(i+1,1) = A(Q,i+1);
end
h
b =b(:);
sbl = linsolve(A,b);
sb=[sb(1);sbl;sb(n)];
/)
% Calculo del spline de tensidn
/)
xx = [x(1):(x(@)-x(1))/1000:x(n)];
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for i = 1:length(xx);
if xx(1) < x(1);
st(i) = sb(2)*sinh(taw*r(xx(i)-x(1)))/ ...
(tau A2*sinh(tauxh(1)))+(y (1) *(x(2) -xx(i))+ ...
(y(2)-sb(2) /taun2) *(xx (i) -x(1))) /h(1);
elseif xx(i) > x(n);
st(i) = sb(n-1)#*sinh(tau*(x(n)-xx(i)))/..
(tau A2*sinh(tau*h(n-1)))+((y(n-1)- sb(n v/ .
tauA2) * (x(n) -xx (1)) +y(n) * (xx (1) -x(n- 1)))/h(n 1)
else for k = 1:n-1;
if xx(1) >= x(k) & xx(1) <= x(k+1);
st(i) = (sb(k)*sinh(tauw*(x(k+1)-xx(i))) + ...
sb(k+1) *sinh(taux (xx(i)-x(k))))/ ...
(tauA2*sinh(tauxh(k)))+((y(k)-sb(k)/ ...
tauA2) * (x(k+1) -xx (1)) +(y (k+1) -sb(k+1) /...
tauA2)* (xx (i) -x(k)))/h(k);
end
end
end
end
%
% Comparando con el spline clibico completo
s = spline(x,[0 y 0]);
%
% Comparando con el spline cGbico natural
csl = spline(x,y);
pA
plot(x,y,0k’,xx,st,’k’ ,xx,ppval(cs,xx),’-k’,xx,
ppval(csl,xx),’:k’,’linewidth’,1.5);
legend(’Datos’,’Spline de tensidn’,’Spline cibico ...
completo’,’Spline cibico natural’,2)
%
% Fin.
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5.2.3. Comparacion de los splines

Con el proposito de elegir cuél de los splines usar para modelar las
secciones transversales que se muestran en la figura 5.2, se hace una
comparacion entre los diferentes tipos de splines ciibicos con el spline
de tension. Para ello, se considera la funcion de prueba:

flz)= %(10 + tanh(x)), x€[-5,5]. (5.19)

La funcion f se interpola con el spline cubico natural, con el spline
cibico completo tomando s'(—5) = 0 = s/(5), y con el spline de ten-
sion eligiendo 7 = 0.91, en los nodos = = [-5,—-2,-0.5,0,1,2,5]. Los
resultados graficos se visualizan en las figuras 5.3 y 5.4. Se observa en
dichas figuras que el spline ciibico completo es la que mejor aproxima
a la grafica de (5.19), en este caso. Sin embargo, no siempre es asi, por
lo que se utilizaré el spline que mejor suavice los datos en cada caso.

5.2.4. Aproximacién por splines de las secciones trans-
versales

Ejecutando la funcion SplineTeNaCol.m, se visualiza en la figura
5.5 la grafica de los datos de la tabla 5.1 correspondiente a la seccion
trasversal G1 y de los splines que suavizan dichos datos. Se enfocaréa
ahora a los tres problemas siguientes:

1. Ubicar el lugar “exacto” donde se midieron los datos de la seccion
transversal G1 y de las demés secciones transversales.

2. Determinar la posicion del origen de coordenadas y la direccién
del eje horizontal x en que se midieron los datos.

3. Elegir cuél de los splines es el que mejor aproxima la seccion
transversal G1 y de los demés.

Se observa en la figura 5.5, que la grafica que mejor aproxima a los datos
de la seccion transversal G1 es el del spline de tension con 7 = 1.8, pues
tanto el spline ciibico natural como el spline ctubico completo tienen
oscilaciones grandes en zonas “relativamente planas”.
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f(x)=0.5*(10+tanh(x))
461 S — — = Spline de tension i
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Figura 5.3: Comparaciéon de los splines cubico natural y completo con el
spline de tension. Para el spline completo se consideran s'(—5) =0 = s'(5), y
para el spline de tension se tomé 7 = 0.91.

De hecho, el tramo que va de 0 a 60 metros tiene una pendiente muy
pequena (sugerida por haber pocos puntos en un tramo grande, véase
la figura 5.5); por lo que se tomara el spline de tension para aproximar
el fondo del rio.

De acuerdo con la informacién obtenida, los datos de G1 corresponden
a la seccion transversal del rio Grijalva frente a la estacion hidrométri-
ca Gaviotas, cuyas coordenadas de ubicacién que se encuentran en la
pared de la caseta de dicha estacion son: latitud norte = 17°58'03.50”
y longitud oeste = 92°54’42.90” (véase figura 5.6), y como la serie de
datos correspondientes a G2, G3, ..., G9, se midieron en la direccién
en que fluye el rio, se asumié que el origen de coordenadas esté en el
margen izquierdo del rio con respecto a la direccion del flujo. Como se
dijo antes, el nivel y = 0 corresponde al nivel medio del mar.
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f(x)=0.5*(10+tanh(x))
4621 = = = Spline de tension
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Figura 5.4: Ampliacion de la figura 5.3 en el intervalo [—5.5, —1], para una
mejor visualizacion y diferenciacion de los splines en este intervalo.

Una vez ubicado el lugar donde se midieron los datos de la seccién
transversal G1 (figura 5.7), se procedié a determinar el ancho del rio
que es aproximadamente de 121 m, por lo que se concluyd que el cauce
va desde x5 = 61.34 m hasta 15 = 190.69 m, que se muestra en la
figura 5.8. Después se procedié a generar una propuesta en celdas de
5x 5 m?, para modelar dicho cauce en la base de datos correspondientes
a la figura 5.2. Esta propuesta es la grafica escalonada punteada que se
muestra en la figura 5.9(A). El resultado del ajuste de la batimetria de
la seccion transversal G1, se muestra en la figura 5.9(B).

Un procedimiento similar se hizo con las secciones transversales G2 y
G3. Los resultados graficos para G2 se muestran en las figuras 5.10 y
5.11, y los resultados graficos para G3 se muestran en la figura 5.12.
Este mismo procedimiento se aplicé en las secciones transversales G4,
G5 hasta G18 del rio Grijalva, y secciones transversales S1, S2 hasta S7
del rio La Sierra, que se muestran en la figura 5.2.
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Figura 5.5: Visualizacion de los datos de la seccion transversal G1 y de los

splines que suavizan dichos datos. El spline de tension se calculé con pardmetro
T=138.

5.3. Ajuste de la batimetria de los tramos limi-
tados por las secciones transversales

En esta secciéon se modela el tramo del rio Grijalva que va de la seccion
transversal G1 a G2. De acuerdo con la base de datos que se obtuvo,
este tramo mide aproximadamente 50 m de longitud y es casi recto
como se puede observar en la figura 5.13. Comparando la figura 5.9 con
5.11, se nota que la seccién transversal G2 es menos profunda que G1,
de hecho hay una diferencia de aproximadamente 60 cm.

La forma en que se model6 el tramo del rio que va de G1 a G2 fue
uniendo ambas secciones transversales mediante lineas rectas (aproxi-
macion lineal), para generar una superficie que se muestra en la figura
5.14. Dicha superficie es la que se tom6 como modelo para ajustar los
datos correspondientes a este tramo.

Ahora, el tramo de rio que va de G2 a G3 mide aproximadamente 1391
m de longitud y es mucho més complicado de modelar debido a la curva
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Figura 5.6: Ubicacion de la estacion hidrométrica Gaviotas en el margen iz-
quierdo en la direccion del flujo del rio Grijalva. Coordenadas: latitud norte =
17°5803.50” y longitud oeste = 92°54’42.90".

que forma, como se puede observar en la figura 5.15. En este trabajo,
se hizo una primera aproximacién similar a lo que se hizo con el tramo
de G1 a G2.

5.4. Modelaciéon del cauce de los rios Viejo Mez-
calapa y Pichucalco

5.4.1. Ajuste de la batimetria de secciones transversales

Como no se encontré una fuente de datos batimétricos de los rios Viejo
Mezcalapa y Pichucalco, se realiz6 un trabajo de campo con el apoyo del
Ing. Adolfo Cornelio Palacio de DAIA-UJAT para obtener parte de es-
tos datos. Se midieron dos secciones transversales M1, M2, y 24 puntos
mi, Mo, ..., Moy donde se midieron los tirantes sobre el rio Viejo Mez-
calapa; as{ como una secciéon transversal P1 y 18 puntos pi,po,...,p1s
donde se midieron los tirantes sobre el rio Pichucalco. Las secciones
transversales y los puntos (aproximadamente en el centro del rio) don-
de se midieron los tirantes se muestran en la figura 5.16.
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Figura 5.7: Ubicacion de la seccion transversal G1 frente a la estacion hidro-
métrica Gaviotas, cuyas coordenadas aproximadas en el margen izquierdo del
rio son: latitud norte = 17°58’02.52" y longitud oeste = 92°54’40.03", con un
ancho aproximado de 121 m.

Los datos del levantamiento batimétrico de las secciones M1 y M2 del
rio Viejo Mezcalapa se muestran en las tablas 5.2 y 5.3, respectivamente;
y los datos del levantamiento batimétrico de la seccién transversal P1
del rio Pichucalco, se muestran también en la tabla 5.3.

En el lugar donde se midieron los datos de la seccion M1, existe un muro
de contencién en el margen izquierdo del rio que esta a 8.20 m sobre
el nivel medio del mar (véase figura 5.17). Como los puntos (z3,y3) y
(10,Y10), corresponden a ambos extremos del rio sobre el nivel de la
lamina de agua, la elevacion del nivel de la lamina de agua con respecto
al nivel medio del mar es

n3 = 8.20 — 3 = 8.20 — 4.50 = 3.70 m..

Las demés coordenadas de los puntos (&;,7;), ¢ = 1 : 11, en la figura
5.17 se calcularon como:

& = (@i i) — (z,m1)|l2

820 —¢;, i—1:3,10:12 (5.20)
i =

n3 — G, i=4:09,

y los resultados que se obtuvieron se muestran en la tabla 5.4.
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A continuacién se genera una propuesta en celdas de 5 x 5 m? que se
muestra en la figura 5.18(A) para modificar la seccion transversal M1
en la base de datos correspondiente a la figura 5.16. El resultado del
ajuste de la batimetria en la base de datos mencionado anteriormente,
se muestra en la figura 5.18(B).

De manera similar se procedié al ajuste de la batimetria de las sec-
ciones transversales M2 sobre el rio Viejo Mezcalapa y P1 sobre el rio
Pichucalco. Los resultados se muestran en la tabla 5.5 y los resultados
graficos se muestran en las figuras 5.19 y 5.20.

Los puntos (&,n;), ¢ = 1 : 12, de la tabla 5.5 que corresponde a la
seccion M2 se calcularon como

&= l(zisyi) — (z1,y1) ]2, i=1:12,

3704+¢3—¢, i=1:3
n =4 3.70 — ¢, 1=4:9
3.70+610*Ci, . =10:12.

También los puntos correspondientes de la secciéon P1 sobre el rio Pi-
chucalco, se calcularon de acuerdo con las féormulas

§ = (@i i) — (zry)ll2, i=1:9,

3704+c3—¢c, 1=1:2
i = 3.70 — ¢4, 1=3:6
370 +cg—c¢;, 1=7:9,

donde en ambas secciones, 3.70 es el nivel de la ldmina de agua con
respecto al nivel medio del mar que se obtuvo en la seccion M1, y se
consider6 el mismo nivel para las secciones M2 y P1, bajo el supuesto
de que la “variabilidad de dicho nivel es pequena’.
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O Datos
—— Spline de tension

|
N
T

Respecto al nivel medio del mar

_4 ! ! ! ! ! ! !

60 80 100 120 140 160 180 200

Cauce de la seccion transversal G1

Figura 5.8: Visualizacion de los datos y aproximacion del cauce del rio Gri-
jalva correspondiente a la seccion transversal G1 con el spline de tensiéon con
pardmetro 7 = 1.8 . El ancho de esta seccién es aproximadamente 130 m.

Datos
Spline de tension

Respecto al nivel medio del mar

55 60 65 70 75 80 85 90 95 1(‘)01(‘]51:01151201251301351401451501551601:551;01;518018519015‘)5200
(A)
Figura 5.9 (A) La grafica escalonada punteada que aproxima a la gréfica del spline de
tension, es la que se utilizd para modelar el cauce del rio en la seccién transversal Gl.
La particion del eje x se hizo con tamaiio de paso 5 porque los datos de la elevacion del
terreno se disponen en celdas de 5 x 5 m2




Modelacion de la Batimetria del Rio Grijalva 151

Respecto al nivel medio del mar

Figura 5.9 (B) Modelacion de la batimetria de la seccion transversal G1 sobre el dominio
del fluido en base a la propuesta que se muestra en la figura 5.9(A).

m O  Datos b
Spline de tension
6 = = = Spline cubico completo b
N~ e Spline cubico natural

Respecto al nivel medio del mar

|
)
T

|
)

560 580 600 620 640 660 680

Seccién transversal G2

Figura 5.10: Visualizacion de los datos de la secciéon transversal G2 y de los
splines que suavizan dichos datos. El spline de tension se calculd con parametro
7 = 0.8. Observa las oscilaciones que presentan los splines ciibico completo y
natural.
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Respecto al nivel medio del mar

Respecto al nivel medio del mar

Datos
Spline de tension

-3
555560565 570575 580 585 590 595 600 605 610 615 620 625 630 635 640 645 650 655 660 665 670 675 680 685 690 695

(A)

20 40 60 80 100 120

(B)

Figura 5.11: (A) La grafica escalonada punteada que aproxima a la grafica del
spline de tension, es la que se utilizé para modelar el cauce del rio en la seccion
transversal G2. La particion del eje x también se hizo con tamano de paso 5,
porque como se dijo antes, los datos de la elevacion del terreno se disponen
en celdas de 5 x 5 m?. La longitud de esta seccién es de aproximadamente
122 m. (B) Modelacién de la batimetria de la seccion transversal G2 sobre el
dominio del fluido en base a la propuesta de la figura 5.11(A).
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Respecto al nivel medio del mar

&0
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Figura 5.12: (A) La grafica escalonada punteada que aproxima a la grafica
del spline de tension (7 = 0.05), es la que se utilizo para modelar el cauce
del rio en la seccion transversal G3. La particion del eje  también se hizo
con tamano de paso 5 como antes. La longitud de esta seccién es también
de aproximadamente 122 m. (B) Modelacion de la batimetria de la seccion

transversal G3 sobre el dominio del fluido en base a la propuesta de la figura
5.12(A).
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Figura 5.13: Tramo del rio Grijalva de G1 a G2. Esta seccién es casi recta y
mide aproximadamente 50 m de longitud, de acuerdo con los datos que nos

fueron proporciona dos.

el medio del mar

Respecto al niv

Figura 5.14: Modelacién del tramo del rio Grijalva que va de la secciéon trans-
versal G1 a G2 mediante lineas rectas.
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S S e

r N

Figura 5.15: Tramo del rio Grijalva de G2 a G3. El meandro que se forma
en esta parte del rio es més complicado de modelar y mide aproximadamente
1391 m de longitud, de acuerdo con los datos proporcionados.

370 +c3—c¢;, 1=1:2
ni =< 3.70 — ¢, 1=3:6
3.704+cg—c;, 1=7T7:9,

donde en ambas secciones, 3.70 es el nivel de la ldmina de agua con
respecto al nivel medio del mar que se obtuvo en la seccion M1, y se
consider6 el mismo nivel para las secciones M2 y P1, bajo el supuesto
de que la “variabilidad de dicho nivel es pequena’”.
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Figura 5.16: Secciones transversales M1 y M2 sobre el rio Viejo Mezcalapa y
seccion transversal P1 sobre el rio Pichucalco. En los puntos my, mao, ..., moy
Yy p1,D2, ---, P18, fue donde se midieron los tirantes en el centro de los rios
Viejo Mezcalapa y Pichucalco, respectivamente, del dia 19 de febrero de 2011.

5.4.2. Interpolacién de las secciones longitudinales de los
rios Viejo Mezcalapa y Pichucalco

Debido a que no nos fue posible obtener datos de otras secciones trans-
versales de estos rios, se decidi6 hacer un primer estudio sobre la va-
riabilidad del fondo de dichos rios en los puntos que se muestran en la
figura 5.16. Se midieron datos que se presentan en la tabla 5.6 de la
profundidad del centro del rio Viejo Mezcalapa en un tramo de aproxi-
madamente 5.16 Km. Los datos que se midieron sobre el rio Pichucalco
en un tramo de aproximadamente 1.90 Km, se muestran en la tabla 5.7.
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Coordenadas xzy UTM Tirantes

? ‘ T ‘ Yi Ci

1 | 507253 | 1985178 | 0.500

2 | 507254 | 1985174 | 1.088

3 | 507256 | 1985167 | 4.540

4 | 507254 | 1985158 1.640
5 | 507258 | 1985148 5.160
6 | 507259 | 1985135 6.150
7 | 507263 | 1985117 8.700
8 | 507258 | 1985111 6.000
9 | 507254 | 1985105 2.800
10 | 507253 | 1985100 | 4.510

11 | 507258 | 1985097 | 2.520

12 | 507261 | 1985083 | 1.610

Tabla 5.2: Coordenadas xy UTM (Universal Transversa Mercator) de los
puntos donde se midieron las batimetrias de la seccion transversal M1 del rio
Viejo Mezcalapa del dia 19 de febrero de 2011. El primer punto corresponde
al nivel de la calle donde esté el muro de contencién que tiene una altura de
0.50 m, como se muestra en la figura 5.17. Los puntos (z3,y3) v (10, ¥10)s
corresponden a ambos extremos del rio sobre el nivel de la lamina de agua,
por lo que los valores de los ¢;, i = 4 : 9, son los calados o tirantes en los
puntos correspondientes. Todas las medidas estdn en metros.

Para tener una aproximacién sobre el comportamiento del fondo de
ambos rios a lo largo de su recorrido en la zona en que se midieron los
datos, se interpolaron los puntos (&;,7;) del fondo de los rios, donde

0 si 1=1
§i= ! o

S ) = @ion,y;-1)ll2 sioi>2,

=2

n=370-c¢;, i>1. (5.21)
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T T T T T T T T T
10r ! Nivel de la calle a 7.70 m con respecto al nivel medio del mar.
ﬁ Muro de contencién a 8.20 m con respecto al nivel medio del mar.
| S ) Wt i
C: |
- co) e 612,

|
! .

Nivel de la lamina de agua a 3.70 m
respecto al nivel medio del mar.
N3 4----- 1 T T |

Respecto al nivel medio del mar

-10 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Seccion transversal M1
Figura 5.17: Croquis de la seccién transversal M1. El bordo de contencion
esta en el margen izquierdo del rio Viejo Mezcalapa en la direccion en que fluye
el agua. El nivel de la lamina de agua (73 = 3.70 m con respecto al nivel medio
del mar) es el que se tomo el dia 19 de febrero de 2011, aproximadamente a las
12.00 PM. El ajuste se realizo con el spline de tension con parametro 7 = 0.5.

Asi que la ordenada del fondo de los rios se calculd con respecto al nivel
medio del mar, pues 3.70 es el nivel de la lamina de agua con respecto
al nivel medio del mar, que se obtuvo en la seccién M1. Los resultados
graficos que se obtuvieron en ambos tramos, se muestran en la figuras
5.21 y 5.22. En la figura 5.21, se observa que hay una variabilidad muy
grande que va desde —5.00 m hasta 1.00 m sobre el nivel medio del mar;
y en la figura 5.22, se observa también una gran variabilidad en el fondo
del rio Pichucalco que va desde —4.00 m hasta —1.60 m sobre el nivel
medio del mar. La razén se debe a que en el rio hay dos flujos, uno de
agua y en el fondo uno de sedimento. Aunque los dos flujos interacttan,
por ser el flujo de sedimento méas denso, se acomoda segin las presiones
hidraulicas del flujo de agua.
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Respecto al nivel medio del mar
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Respecto al nivel medio del mar
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Figura 5.18: (A) La grafica escalonada punteada que aproxima a la grafica
del spline de tension (7 = 0.5) que interpola los puntos de la tabla 5.4, es la
que se utiliz6 para modelar el cauce del rio en la secciéon transversal M1. La
particién del eje x se hizo con tamano de paso 5 como antes. La longitud de
esta seccion es de aproximadamente 95 m. (B) Resultado de la modelacion de
la batimetria de la seccién transversal M1 sobre el dominio del fluido en base
a la propuesta de la figura 5.18(A).



160 Modelacién de la Batimetria del Rio Grijalva
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Respecto al nivel medio del mar

Figura 5.19: (A) La grafica escalonada punteada que aproxima a la grafica del
spline de tension (7 = 0.05) que interpola los puntos de la seccion M2 que se
muestran en la tabla 5.5, es la que se utiliz6 para modelar el cauce del rio Viejo
Mezcalapa en dicha seccion. La particion del eje x se hizo también con tamano
de paso 5 como antes. La longitud de esta seccidon es de aproximadamente 90
m. (B) Modelacion de la batimetria de la seccion transversal M2 del rio Viejo
Mezcalapa sobre el dominio del fluido en base a la propuesta de la figura
5.19(A).
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Figura 5.20: (A) La grafica escalonada punteada que aproxima a la grafica
del spline de tension (7 = 0.8) que interpola los puntos de la seccion P1 que
se muestran en la tabla 5.5, es la que se utilizdé para modelar el cauce del rio
Pichucalco en dicha seccion. La particion del eje = se hizo con tamano de paso
5 como antes. La longitud de esta seccion es de aproximadamente 51 m. (B)
Modelacion de la batimetria de la seccion transversal P1 del rio Pichucalco
sobre el dominio del fluido en base a la propuesta de la figura 5.20(A).
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Asi dichas presiones modifican el fondo constantemente, avanzando el
flujo de sedimento mas lento en comparacion con el flujo de agua. Este
altimo moldea en forma casi aleatoria el flujo de sedimento. En el en-
tronque de los rios Viejo Mezcalapa y Pichucalco, se not6 que el fondo
del rio Viejo Mezcalapa se levanta un muro que es el pico més alto que
se observa en el lado derecho de la figura 5.21. Dicho muro es el choque
de flujo de sedimento con el rio Pichucalco. La forma en que se disipa
la energia es mediante el levantamiento del flujo de sedimento del rio
Viejo Mezcalapa (véase figuras 5.21 y 5.23). Dicho muro no detiene to-
talmente el flujo de sedimento si no que este sigue fluyendo hacia el rio
Pichucalco. Por eso no se hace un tapon en el entronque de estos rios.

Muro en el fondo del rio

Respecto al nivel medio del mar

_5 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
-200 0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 180020002200 2400 2600 2800 3000 3200 3400 3600 3800 4000 4200 4400 4600 4800 5000

Tramo del rio Viejo Mezcalapa de my a maoy

Figura 5.21: Variabilidad del fondo del rio Viejo Mezcalapa interpolado con
el spline de tension con parametro 7 = 0.018. Observa el muro que se eleva
en el fondo del rio en el entronque con el rio Pichucalco.

La modelaciéon del cauce de los rios Viejo Mezcalapa y Pichucalco en
los tramos donde se midieron los datos mencionados anteriormente, se
hizo de manera similar a lo descrito en la secciéon 5.3. El resultado se
presenta en siguiente seccion.
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Respecto al nivel medio del mar
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Tramo del rio Pichucalco de p a pis

Figura 5.22: Variabilidad del fondo del rio Pichucalco también interpolado
con el spline de tension con pardmetro 7 = 0.018.

Muro en el fondo del rio
(Azolvamiento)

Rio Viejo Mezca o

Rio Pichucalco

Figura 5.23: Esquematizacion del fondo en el entronque de los rios Viejo
Mezcalapa y Pichucalco. Observa el muro que se levanta al final del rio Viejo
Mezcalapa debido al choque del flujo de sedimentos en el fondo de ambos rios.
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| Seccion Transversal M2 |

Coordenadas xy UTM Tirante
1 | 507485.2 | 1985879 | 0.466
2 | 507489.2 | 1985879 | 1.730
3 | 5074924 | 1985878 | 3.729
4 507497 1985878 2.030
5 507 505 1985871 3.740
6 507518 1985874 6.060
7 507 528 1985871 7.260
8 507541 1985871 6.780
9 507 552 1985870 3.700
10 | 507576 1985873 | 3.710
11 | 507569 1985871 | 1.668
12 | 507573 1985872 | 1.237
| Seccion Transversal P1
Coordenadas xy UTM Tirante
1 508 369 1983130 | 1.692
2 508373 1983136 | 2.263
3 508 375 1983 144 1.740
4 508 374 1983150 6.000
5 508 378 1983159 6.680
6 508 393 1983172 2.300
7 508 394 1983174 | 2.272
8 508394 | 1983174.2 | 1.302
9 508 404 1983187 | 1.322

Tabla 5.3: Coordenadas zy UTM de los puntos donde se midieron las bati-
metrias de las secciones transversales M2 del rio Viejo Mezcalapa y P1 del
rio Pichucalco del dia 19 de febrero de 2011. En este caso, también los puntos
(3,y3) y (z10,y10) de la seccion M2, corresponden a ambos extremos del rio
sobre el nivel de lamina de agua, por lo que los valores de los ¢;, i =4 : 9,
son los tirantes en los puntos correspondientes; y los puntos (z2,y2) y (7, y7)
corresponden a ambos extremos del rio Pichucalco en la seccion P1 sobre el
nivel de la lamina de agua, por lo que también los valores de los ¢;, i = 3 : 6,
son los tirantes correspondientes. Todas las medidas estan en metros.
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& 0| 3.16 | 11.40 | 20.02 | 30.41 | 43.42 | 61.81
M 770 711 3.70 | 2.06 | —1.46 | —2.45 | —5.00
& | 67.19 | 73.01 | 78.00 | 81.15 | 95.34
n | —2.30 | 090 | 3.70 | 5.68 6.59

Tabla 5.4: Resultados de la batimetria de la seccion transversal M1 extraidos
de la tabla 5.2. El valor de 3 = 3.70 corresponde al nivel de la lamina de
agua con respecto al nivel medio del mar, n = 0 y £&; = 0 se tomaron a partir
del muro de contencién que se localiza en el margen izquierdo en la direcciéon

en que fluye el rio, véase figura 5.17.

& 0| 400| 7.27| 11.84 | 21.35 | 33.18
Vi M| 696 | 570 | 370 | 167|004 236

& | 43.54 | 56.37 | 67.40 | 81.02 | 84.18 | 88.08

ni | —3.56 | —3.08 0| 370 574 6.17

& 0| 7.21|1523| 20.62 | 30.36 | 48.37
py M| 42T | 370 | 196|230 | 298 | 140

& | 50.61 | 50.78 | 66.89

m | 370 467 | 4.65

Tabla 5.5: Resultados de la batimetria de las secciones transversales M2 y P1
extraidos de la tabla 5.3. El valor de n = 3.70 en ambas secciones, corresponde
al nivel de la lamina de agua con respecto al nivel medio del mar (n = 0),
y & = 0 también en ambas secciones, se tomd en el margen izquierdo en la
direccion en que fluyen los rios.



166 Modelacion de la Batimetria del Rio Grijalva

; Coordenadas xy UTM | Tirantes "
Zi Yi Ci

1 | 507460 1985215 6.85 -3.15
2 | 507675 1985479 3.75 —0.05
3 | 507613 1985641 3.94 —0.24
4 | 507538 1985822 8.21 —4.51
5 | 507525 1986 100 3.40 0.30
6 | 507542 1986245 5.00 —1.30
7 | 507582 1986 342 2.80 0.90
8 | 507735 1986 493 4.10 —0.40
9 | 508058 1986 620 3.07 0.63
10 | 508 238 1986592 3.59 0.11
11 | 508468 1986 540 3.44 0.26
12 | 508675 1986 469 7.57 —3.85
13 | 508 803 1986417 5.74 —2.04
14 | 508720 1986018 4.36 —0.66
15 | 508415 1985603 7.29 —3.59
16 | 508 354 1985489 6.88 -3.18
17 | 508 286 1985320 6.38 —2.68
18 | 508 238 1985082 5.66 —1.96
19 | 508359 1984949 3.68 0.02
20 | 508492 1984 846 2.80 0.90
21 | 508625 1984798 2.27 1.43
22 | 508755 1984761 3.46 0.24
23 | 508813 1984 768 3.65 0.05
24 | 508 853 1984775 6.19 —2.49

Tabla 5.6: Coordenadas xy UTM de los puntos m;, i = 1 : 24, donde se
midieron los tirantes ¢; sobre el rio Viejo Mezcalapa (véase figura 5.16), el
dia 19 de febrero de 2011. Aqui, 7); es la ordenada del fondo del rio donde se
midieron los datos y esta calculada con respecto al nivel medio del mar por
(5.21). Como antes las medidas estan en metros.
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. | Coordenadas xy UTM | Tirantes

Z T Yi Ci "

1 | 508334 1983196 6.29 —2.59
2 | 508296 1983371 7.31 —3.61
3 | 508350 1983420 6.36 —2.66
4 | 508404 1983525 5.76 —2.06
5 | 508397 1983625 6.16 —2.46
6 | 508330 1983722 6.74 —-3.04
7 | 508325 1983821 7.63 —-3.93
8 | 508449 1983858 7.50 —3.80
9 | 508516 1983948 7.36 —3.66
10 | 508 486 1984058 7.18 —3.48
11 | 508481 1984 158 6.34 —2.64
12 | 508520 1984231 6.94 —3.24
13 | 508 596 1984272 6.00 —2.30
14 | 508725 1984 340 5.45 —1.75
15 | 508813 1984439 6.34 —2.64
16 | 508 869 1984581 5.86 —2.16
17 | 508872 1984687 5.72 —2.02
18 | 508870 1984710 5.95 —2.25

Tabla 5.7: Coordenadas xy UTM de los puntos p;, ¢ = 1 : 18, donde se
midieron los tirantes ¢; sobre el rio Pichucalco (véase figura 5.16), el dia 19
de febrero de 2011. También en este caso, 7; es la ordenada del fondo del rio
donde se midieron los datos y esta calculada con respecto al nivel medio del
mar por (5.21). Como antes las medidas también estan en metros.
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5.5. Producto final

A continuacion se presenta el producto mas importante de este capitulo
que es la modelacion del cauce de los rios Viejo Mezcalapa, Pichucalco,
La Sierra y Grijalva, en el dominio de interés. Asi mismo se ajustaron
las irregularidades obvias descritas en la secciéon 5.1. En este terreno
final es donde se realizaran las simulaciones numéricas en el proximo
capitulo.

Figura 5.24: Producto final que se obtuvo en este capitulo, y que sera el do-
minio del fluido donde se realizaran las simulaciones numeéricas en el Capitulo

6 proximo.



Capitulo 6

Simulacion de una
Inundaciéon de Villahermosa

En este capitulo se hace uso del producto que se obtuvo en el Capitulo
5, que fue el ajuste de la batimetria del rio Grijalva y sus afluentes en
la zona de interés, para realizar los siguientes experimentos numéricos:

Experimento 1. Generar una situaciéon aproximada que se tuvo en la
zona de interés del dia 1 de octubre de 2007.

Experimento 2. Mostrar un escenario aproximado de la inundacién
que sufri6o la ciudad de Villahermosa, Tabasco, en la zona de interés
durante el mes de octubre de 2007, en particular, de los dias 23, 28, 29,
30 y 31 de octubre.

Para ello se hard uso de la informacion que la Direccion Local de
Tabasco de la CONAGUA proporciona en las estaciones hidrométricas
Pueblo Nuevo, Gaviotas, Porvenir y Gonzélez. La ubicacion de estas
estaciones se muestran en la figura 6.1.
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Figura 6.1: Ubicacion de las estaciones hidrométricas donde se han registrado
las mediciones del caudal y nivel del agua en los rios La Sierra, Grijalva y
Carrizal, que son de interés para la simulaciéon numérica.

6.1. Experimento 1

Para generar una situacién aproximada a la que se tuvo en la zona
de interés el dia 1 de octubre de 2007, se utilizaran los datos que se
muestran en la tabla 6.1 y que son los que reporta la Direccion Local

de Tabasco de la CONAGUA [13].

6.1.1. Condiciones iniciales y de contorno

Con el proposito de generar una simulaciéon numérica que reproduzca
aproximadamente la situaciéon del dia 1 de octubre de 2007 con el soft-
ware GUADFlow 2D, se hara uso del terreno final (véase figura 5.24)
que se obtuvo en el Capitulo 5, y el coeficiente de rugosidad de Manning
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B nivel: | 4.84
Estacion Pueblo Nuevo gasto: | 266
B . nivel: | 3.18
Estacion Gaviotas gasto: | 316

B ) nivel: | 5.17
Estacion Gonzalez gasto: | 211

Tabla 6.1: Datos del dia 1 de octubre de 2007 en las estaciones hidrométricas.
El nivel que estd en msnm se refiere al nivel del agua que tenian los rios con

respecto al nivel medio del mar, de hecho msnm significa metros sobre el nivel
del mar. Cortesia de la Direccion Local de Tabasco de la CONAGUA [13].

dado por
n(x,y) = 0.03 para todo (z,y) € Q

y que fue validado por Cruz-Véazquez (2012) [16].

Condiciones de contorno aguas arriba

Estas se especificaron en las entradas de los rios Viejo Mezcalapa, Pi-
chucalco, La Sierra y Carrizal, como se muestra en la figura 6.2. Los
hidrogramas @Q(t) correspondientes se muestran en la figura 6.3. Estas
inician desde 0 y crecen gradualmente hasta alcanzar la situaciéon apro-
ximada que tenfan los rios el dia 1 de octubre de 2007, de acuerdo con
los datos de la tabla 1.1 del Capitulo 1.

Condiciones de contorno aguas abajo

Esta se especifico en la salida del rio Grijalva como se muestra en la
figura 6.2, con la condicién de vertedero con una cota superior de 2.50
m sobre el nivel medio del mar, con el propésito de impedir que saliera
todo el agua que llegaba y con ello permitir que se llenara el rio. Mas
detalles en el Capitulo 1.

Condiciones iniciales

Como se dijo en el Capitulo 1 éstas se iniciaron en seco.
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v— Entrada rio Carrizal

Y

Y« Salida
rio Grijalva

Entrada
rio Viejo Entrada rio
Mezcalapa Pichucalco

Entrada
rio La Sierra

Figura 6.2: Las condiciones de contorno aguas arriba para la simulacion se
especificaron en las entradas de los rios Viejo Mezcalapa, Pichucalco, La Sierra
y Carrizal.

6.1.2. Triangulaciéon y terreno interpolado con GUAD-
Flow 2D

Para generar la triangulacion del terreno se tomé un error méximo de
cota de 0.20 m y lado maximo de tridngulo de 20 m. Con estos parame-
tros se genera una malla de 1 287 574 nodos y 2 571 162 triangulos. Una
seccion del terreno triangulado se muestra en la figura 6.4. El terreno
interpolado se muestra en la figura 6.5. La comparacién entre el terreno
inicial y el interpolado en una secciéon transversal del rio La Sierra, con
la cota méxima de error de 0.20 m, se muestra en la figura 6.6. Como
puede observarse la diferencia entre ambos es razonablemente pequeno.
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Figura 6.3: Hidrogramas Q(t) que especifican las condiciones de contorno
aguas arriba de los rios Viejo Mezcalapa, Pichucalco, La Sierra y Carrizal de
acuerdo con la figura 6.2. El intervalo de tiempo es de 0 a 43200 segundos,
equivalente a 12 horas de simulacion.

6.1.3. Situacion aproximada del 1 de octubre de 2007

Después de 9 horas de simulacion, GUADFlow 2D alcanzo la estabilidad
y se mantuvo durante 3 horas de simulacién. La estabilidad corresponde
a la situacion aproximada de los rios del dia 1 de octubre de 2007. Los
resultados se muestran en las figuras 6.7(A) y 6.7(B). En la figura 6.7(B)
se observa que el nivel que alcanzé el agua en la estacion hidrométrica
Gaviotas es aproximadamente 3.18 m sobre el nivel medio del mar, que
coincide con el dato reportado en la tabla 6.1.
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Figura 6.4: Visualizacion de la discretizaciéon de una parte del dominio con
elementos triangulares.

6.2. Experimento 2

Como se dijo antes, este experimento consiste en generar un escenario
aproximado de la inundacién que ocurri6 en la ciudad de Villahermosa,
Tabasco, por el desborde del rio Grijalva en la zona de interés durante
a finales del mes de octubre de 2007.

6.2.1. Condiciones iniciales y de contorno
Condiciones de contorno aguas arriba

Los hidrogramas de entrada Q(t) de los rios Viejo Mezcalapa, Pichu-
calco, La Sierra y Carrizal, se muestran en la figura 6.8. Estos inician
con caudales desde 20 m?3/s, 30 m?3/s, 266 m?/s y 211 m3 /s, respecti-
vamente, y crecen gradualmente hasta alcanzar los caudales reportados
de los dias 23, 28, 29, 30 y 31 de octubre de 2007 de acuerdo con los
datos de la tabla 1.2 del Capitulo 1.
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Figura 6.5: Terreno interpolado con una cota méxima de error de 0.20 m.

Condiciones de contorno aguas abajo

El hidrograma de salida Q(t) del rio Grijalva en la zona de interés se
muestra en la figura 6.9. Paralelo a las condiciones de contorno aguas
arriba, ésta inicia con un caudal de 389 m? /s y crece linealmente pasan-
do por los caudales reportados de los dias 23, 28, 29, 30 y 31 de octubre
de 2007 de acuerdo con los datos de la tabla 1.3 del Capitulo 1.

Condiciones iniciales

Estas corresponden a las condiciones de estabilidad que alcanzé el mo-
delo en el experimento 1 y es la que se muestra en la figura 6.7.
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Figura 6.6: Comparacion entre el terreno inicial e interpolado en una seccion
transversal del rio La Sierra, con una cota méxima de error de 0.20 m.

6.2.2. Resultados de la simulaciéon numeérica

Se reportan resultados de la simulacion numérica cada 24 horas, que
corresponden a la situaciéon aproximada que se tuvo en los dias 23, 28,
29, 30 y 31 de octubre de 2007 en las figuras 6.10 al 6.14. En la tabla 6.2,
se muestra la altura que alcanzo el agua (tirante) en cinco puntos de
interés, en particular se compara con el nivel del agua en el rio Grijalva
que reporta la Direccion Local en Tabasco de la CONAGUA en la esta-
cion hidrométrica Gaviotas [13]. El error cometido en los resultados de
la simulacion con respecto a los datos que reporta CONAGUA en dicha
estacion son razonables, lo que muestra la exactitud de los resultados
obtenidos. Sin embargo, es conveniente decir que el nivel que alcanzo
el agua en la simulacion en los dias 30 y 31 estédn sobre estimados con
respecto a los datos de la CONAGUA, debido a que en el experimento
no se esta considerando el flujo de agua en la frontera del dominio, salvo
en la entrada y salida de los rios. Esto probablemente provocod que se
acumulara mas agua en el dominio, y por consiguiente su nivel subio
mas de lo que realmente alcanzo.
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Oct. Nivel en Gaviotas (msnm) Tirante en puntos de interés
2007 CONAGUA | Sim. | Error % P | 1) | Ps | Py | Ps
dia 23 5.41 5.70 | 5.36 || 3.42 | 0.77 | O 0 0
dia 28 6.27 5.60 | 10.69 || 3.50 | 3.95 | 1.14 | O 0
dia 29 6.54 6.12 | 6.42 || 4.27 | 4.40 | 3.83 | 1.86 0
dia 30 6.77 7.75 | 14.48 || 5.55 | 5.58 | 5.53 | 3.55 | 2.57
dia 31 7.15 9.02 | 26.15 || 6.71 | 6.74 | 6.70 | 4.72 | 4.69

Tabla 6.2: Resultados de la simulacién numérica. El error en la comparaciéon
del nivel que alcanz6 el agua en la simulacion con el nivel que reporta la Direc-
cion Local en Tabasco de la CONAGUA, en la estacion hidrométrica Gaviotas
[13], es razonablemente bueno; lo que muestra la exactitud de los resultados
de la simulacién numeérica. Como se dijo antes, la sobre estimacion del nivel
del agua en los dos ultimos dias es debido a que no se esta considerando el
flujo del agua en la frontera del dominio, salvo en la entrada y salida de los
rios. También se muestra la altura (tirante) que alcanzo el agua en la simula-
cion numérica en 5 puntos de interés, mismos que se muestran en las figuras
6.10 al 6.14.

6.3. Conclusiones

Se logro el proposito de modelar la batimetria de los rios Viejo Mez-
calapa, Pichucalco, La Sierra y Grijalva, en la zona de interés limitada
por la ortofoto E15D11A2 y parte de la ortofoto E156B81D4 (véase la
figura 5.24), ajustando la base de Datos Tipo Superficie del INEGI.

También se alcanzo el objetivo de simular numéricamente la inundacién
de la ciudad de Villahermosa, por el desborde del rio Grijalva en la zona
de interés, y que reproduce aproximadamente la situacion que se vivio
en la ciudad a finales de octubre de 2007. En particular, la simulacién
del quinto dia reproduce un escenario aproximado de la situacién que
se vivio el dia 31 de octubre de 2007 (véase la figura 6.14), casi el 70 %
de nuestra zona de interés esta bajo el agua, y esta situaciéon es lo que
ocurrié no solamente en la ciudad de Villahermosa, sino en todo el Es-
tado de Tabasco. El nivel que alcanzo el agua en la simulacién numérica
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en el rio Grijalva frente a la estaciéon hidrométrica Gaviotas fue aproxi-
madamente de 9.02 msnm, mientras que su nivel critico es de 5.42 m y
su nivel maximo es de 7.85 m [14]. Es decir, el agua subié 3.60 m por
encima del nivel critico y 1.17 m por encima del nivel maximo.

Es muy importante resaltar que en este experimento numérico, tinica-
mente se consider6 una pequena parte del rio Carrizal (véase por ejem-
plo la figura 6.10) y atn con eso, se inunda la ciudad de Villahermosa por
el desborde del rio Grijalva, por lo que ante otro evento extremo como
el de 2007, es muy probable que el centro de la ciudad de Villahermosa
se vuelva a inundar.

Para obtener diagnoésticos més precisos sobre la inundaciéon de la ciudad
de Villahermosa ante eventos extremos como el de 2007, se recomienda:

1. Estimar periodos de retorno de 6, 12, 25, 50, 100 y hasta 500
anos, de los caudales que cruzan en las estaciones hidrométricas:
Pueblo Nuevo, Gaviotas, Gonzalez y Porvenir.

2. Incorporar los puentes, mejorar la topografia urbana y ampliar el
dominio del fluido a toda la ciudad de Villahermosa, Tabasco.

3. Definir escenarios de simulaciéon numérica para cada uno de los
periodos de retorno, es decir, definir lo méas razonable posible los
hidrogramas de entrada de los rios Viejo Mezcalapa, Pichucalco,
La Sierra y Carrizal, asi como el hidrograma de salida del rio
Grijalva en la zona de interés.

4. Generar un fichero con coeficientes de rugosidad de Manning en
la zona de interés (en este trabajo se consider6 constante este
coeficiente en el dominio de interés).

5. Realizar experimentos numéricos de cada uno de los escenarios
definidos en el punto 3 para cada uno de los periodos de retorno.
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6. Elaborar un mapa de riesgo (peligrosidad) de inundacion de la ciu-
dad de Villahermosa en base a los resultados de los experimentos
numeéricos.

Una vez alcanzado el proposito de replicar la inundacién de 2007 con
la simulaciéon numérica y con una tolerable aproximacion, se dice que el
modelo numérico esta validado. Este modelo validado se puede utilizar
para realizar hipoétesis varias, tales como: modelar obras de proteccion,
elaborar mapas de riesgo, simular diferentes grados de inundacion, si-
mular bloqueo de los rios por elevacién del mar, entre muchas otras.
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Figura 6.7: (A) Situaciéon aproximada del dia 1 de octubre de 2007. La estabilidad de los
rios corresponden a los caudales que reporta la Direcciéon Local en Tabasco de la CONAGUA
para esa fecha (véase la tabla 6.1). El caudal del rio La Sierra en la entrada de la zona de
interés es el que se reporta en la estacion hidrométrica Pueblo Nuevo, el caudal de entrada
del rio Carrizal es el que reporta en la estacion hidrométrica Gonzélez y el caudal de salida
del rio Grijalva es el que se reporta en la estaciéon hidrométrica Porvenir. La suma de los
caudales de entrada de los rios Viejo Mezcalapa, Pichucalco y La Sierra es el que se reporta
en la estacion hidrométrica Gaviotas. (B) Nivel de estabilidad que alcanzé el agua en el rio
Grijalva en la estacion hidrométrica Gaviotas, que es aproximadamente de 3.18 msnm y
que coincide con el dato que se reporta en la tabla 6.1.



Simulacién de una Inundacién de Villahermosa 181

1500 ! —
- = LaSierra )
- = - Carrizal ,
-+ Pichucalco ,
— Viejo Mezcalapa ‘/
. ./
o LA S
2 (N S N S AP e T
g 1000 -7 K *
= -7 /
5 . .
~— // "
-~ - ’
~— Phd .
& e ,
= .7 .
g 2 :
= 500- /7 :
O ,? SRS R

Tiempo en segundos

Figura 6.8: Hidrogramas de entrada Q(t) de los rios Viejo Mezcalapa, Pichu-
calco, La Sierra y Carrizal sobre el intervalo de tiempo de 0 a 453 600 segundos
equivalente a 5 dias con 6 horas de simulacién. Estos inician con 20 m?/s, 30
m? /s, 266 m®/s y 211 m? /s, respectivamente, y crecen gradualmente pasando
por los caudales reportados de los dias 23, 28, 29, 30 y 31 de octubre de 2007,
cada 24 horas, de acuerdo con los datos de la tabla 1.2 del Capitulo 1.
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Figura 6.9: Hidrograma de salida Q(t) del rio Grijalva sobre el intervalo de
tiempo de 0 a 453 600 segundos equivalente a 5 dias con 6 horas de simulacion.
Inicia con 389 m?/s y crece linealmente pasando por los caudales reportados
de los dias 23, 28, 29, 30 y 31 de octubre de 2007, cada 24 horas, de acuerdo
con los datos de la tabla 1.3 del Capitulo 1.
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Figura 6.10: (A) Primer dia de simulacion que representa un escenario apro-
ximado del dia 23 de octubre de 2007. Se visualiza el desborde de los rios Viejo
Mezcalapa, Pichucalco, La Sierra y comienza a desbordarse el rio Grijalva. (B)
Campo de velocidad que muestra la direccion en que estéa avanzando el agua.
(C) El nivel del agua en el rio Grijalva en la estacion hidrométrica Gaviotas
es de 5.70 msnm aproximadamente, mientras que su nivel critico es de 5.42 m
y su nivel maximo es de 7.85 m [14].
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Figura 6.11: (A) Segundo dia de simulacion que representa un escenario apro-
ximado del dia 28 de octubre de 2007. Avanza el desborde del rio Grijalva,
pero sobre todo el desborde del rio La Sierra inunda toda la Colonia Gaviotas
Sur y La Manga. (B) Campo de velocidad que muestra la direccion en que
estd avanzando el agua. (C) El nivel del agua en el rio Grijalva en la estacion
hidrométrica Gaviotas es aproximadamente 5.60 msnm, mientras que su nivel
critico es de 5.42 m y su nivel maximo es de 7.85 m [14].
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Figura 6.12: (A) Tercer dia de simulacion que representa un escenario apro-
ximado del dia 29 de octubre de 2007. La zona limitada por los rios Viejo
Mezcalapa, Pichucalco y La Sierra se ha llenado totalmente de agua. Avanza
la inundacion en las colonias La Manga y Gaviotas Norte. (B) Campo de
velocidad que muestra la direccion en que estid avanzando el agua. (C) El
nivel del agua en el rio Grijalva en la estacion hidrométrica Gaviotas es de
6.12 msnm aproximadamente, mientras que su nivel critico es de 5.42 m y su
nivel méximo es de 7.85 m [14].
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Figura 6.13: (A) Cuarto dia de simulacién que representa un escenario aproximado
del dia 30 de octubre de 2007. Las colonias La Manga, Gaviotas Sur y Gaviotas Norte
estan a méas de 3.50 m bajo el agua. Lo méas dramatico es el desborde del rio Grijalva
hacia el centro de la ciudad Villahermosa, donde al agua alcanza en el punto Ps una
altura de casi 2.50 m. (B) Campo de velocidad que muestra la direccién en que esta
avanzando el agua. (C) El nivel del agua en el rio Grijalva en la estacion hidrométrica
Gaviotas es aproximadamente 7.75 msnm, mientras que su nivel critico es de 5.42
m y su nivel maximo es de 7.85 m [14]. Se observa el desborde de este rio hacia las
zonas aledanas.
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Figura 6.14: (A) Quinto dia de simulacién numérica que representa un escenario
aproximado del dia 31 de octubre de 2007. Es sorprendente ver que casi el 70 %
de nuestra zona de interés estd bajo el agua, y esta situacion es lo que ocurrié6 no
solamente en la ciudad de Villahermosa, sino en todo el Estado de Tabasco. (B)
Campo de velocidad que muestra la direccion en que esta avanzando el agua. (C) El
nivel del agua en el rio Grijalva en la estacion hidrométrica Gaviotas es de 9.02 msnm
aproximadamente, mientras que su nivel critico es de 5.42 m y su nivel maximo es
de 7.85 m [14]. Se sigue incrementando la inundacion hacia las zonas aledanas de la
estacion hidrométrica Gaviotas.
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Figura 6.15: Ampliaciéon del campo de velocidad en cinco sectores del dominio. En
cada sector, se muestra la direccién en que va avanzando el agua. (A) Direccion del agua
en la confluencia de los rios Viejo Mezcalapa y Pichucalco (figura 6.10(A)) del primer
dia de simulacién. (B) Desborde del rio La Sierra en el segundo dia de simulacién, en el
sector que se indica en la figura 6.11(A). (C) Desborde del rio Grijalva por la estacion
hidromeétrica Gaviotas (figura 6.12(A)). (D) Direccién del desborde del rio Grijalva sobre
la Av. Coronel Gregorio Méndez Magana (figura 6.13(A)). (E) Avance del agua entre las
avenidas Coronel Gregorio Méndez Magafnia y Francisco Javier Mina, y entre las calles
Eusebio Castillo y Andrés Sanchez Magallanes, en el centro de la ciudad de Villahermosa
(véase figura 6.14(A)).



Apéndice A
(Glosario de Términos

Anisotropia e isotropia. La anisotropia es una propiedad general de
la materia segin la cual determinadas propiedades fisicas como
elasticidad, temperatura, conductividad, velocidad de propaga-
cion de la luz, entre otras, varfan segtn la direccién en que son
examinadas. La isotropia es lo opuesto a la anisotropia y es la ca-
racteristica de los cuerpos cuyas propiedades fisicas no dependen
de la direccién en que son examinadas.

Caida hidraulica. Este fendémeno ocurre cuando hay un cambio rapi-
do en la profundidad de un flujo de nivel alto a un nivel bajo, la
cual resultara en una depresion abrupta de la superficie del agua.
Por ejemplo, en un canal este fendémeno es consecuencia de un
cambio brusco de pendiente o de la seccién transversal del canal.
En la regién de transicién de la caida, suele aparecer una curva
invertida que conecta las superficies del agua antes y después de
dicha caida. El punto de inflexién de la curva, indica la posicién
aproximada de la profundidad critica para la cual la energia es
minima y el flujo pasa de ser subcritico a supercritico.

Caudal. También se dice gasto y es el volumen de fluido que circula
por unidad de tiempo en una seccién transversal de la corriente.

189
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Su formulacién més simples es
Q= Av

donde A es el area de la seccion transversal que atraviesa el flujo
con velocidad uniforme v. En el caso de cuencas de rios o arroyos,
los caudales generalmente se expresan en “metros ctbicos por se-
gundo o miles de metros cibicos por segundo”. Varian en el tiempo
y en el espacio y esta evolucion se puede representar por medio de
hidrogramas. El caudal de un rio es fundamental para el disenio
de presas, embalses y obras de control de avenidas. Dependien-
do del tipo de obra, se emplean los caudales medios diarios, con
un determinado tiempo de recurrencia o tiempo de retorno, o los
caudales maximos instantaneos. Los caudales medios diarios se
pueden obtener a partir de los valores registrados en una estacion
de hidrométrica, durante un nimero considerable de anos, mien-
tras que para los caudales maximos instantaneos, frecuentemente
se deben calcular a través de modelos matematicos.

Coeficiente de Manning. En 1889 el Ing. irlandés Robert Manning
propuso una formula para el calculo de la velocidad media del flujo
en canales abiertos y tuberias, que en forma simplificada resulta
ser

v(h) = CRY*VS

donde v es la velocidad media del flujo, C' es un factor de re-
sistencia al flujo, Ry el radio hidraulico que esté en funcion del
tirante hidraulico h y S la pendiente de la linea de agua (linea
de corriente que esta en contacto con el aire). Esta formula fue
modificada por otros autores y expresada en términos del Sistema
Internacional de Magnitudes como

v(h) = %Rff”\/ﬁ

donde n se le llama el coeficiente de rugosidad de Manning [37].
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En una primera aproximacion se puede usar un valor constante de
n para todo el cauce de un rio bajo estudio o bien diferenciando
areas con distintas caracteristicas. Los valores globales van desde
un minimo de 0.025 (rios rectos y limpios) hasta un méaximo de
0.075 (rios meandrosos y con maleza) [36]. Por ejemplo, el Servicio
Geologico de Estados Unidos ha publicado una amplia colecciéon
de fotografias de lugares en que se ha calculado el coeficiente n
a través de los niveles de aguas en crecidas, con valores que van
desde 0.024 hasta 0.075 [28]. Sin embargo, pese a esta clase de
intentos, resulta dificil extraer conclusiones, debido a que en la
estimacion global del valor de n, se mezclan el cauce, las orillas
y las llanuras (boscosas), no se puede ver el fondo del rio y el
tamano de los rios es muy variable. En el caso de diferenciar areas
se proponen los siguientes valores para n:

Tipo de terreno n

Hierbas y prados 0.035
Campos de cultivo y huertas 0.040
Arboles espaciados (por ejemplo frutales) 0.050
Arboles como en un parque urbano 0.060
Bosque de ribera y canaveral 0.075
Zona urbana (segun la obstruccion al flujo), minimo | 0.010

Tabla A.1: Algunos valores recomendados del coeficiente de rugosidad de
Manning [36].

Densidad. La densidad p de un fluido es la cantidad de masa m con-
tenida en un determinado volumen V' del fluido, es decir

p = V
La unidad en que se mide en el Sistema Internacional de Magni-
tudes es el kg/m?3.
Derivada material. El cambio con el tiempo de una variable de cam-
po en un flujo se puede expresar en forma Lagrangiana y Euleria-
na.
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La rapidez de cambio siguiendo una particula (punto de vista
Lagrangiano) se llama derivada material (total o sustancial) y se
define como el operador

% = 815 +u- V

donde u es la velocidad del flujo. El primer término del lado dere-
cho representa la variacion de la propiedad del fluido bajo estudio
en un punto fijo del espacio y por ello se le llama derivada local,
mientras que el segundo representa la variacion de dicha propie-
dad asociado al cambio de posicion de la particula fluida, es decir,
el cambio a consecuencia del movimiento del fluido, y se le llama
derivada convectiva.

Divergencia. La divergencia de un campo vectorial F : D ¢ R3 — R3
de clase C1(D) esta definida por

oFy 0F, OF
1 2, 9%

ivF=V-F =
div \Y (‘3x+(‘9y 92

donde F = (Fl,FQ,Fg).

Un significado completo de la divergencia se puede ver en Marsden
y Tromba (1991) [35] paginas 226-228.

Energia cinética. La energia cinética es la energia asociada con el
movimiento de un cuerpo de masa m que se mueve con una velo-
cidad v, y esté definida por

1
E.= imv?

Energia potencial. Es la energia asociada con la posicién de un obje-
to dentro de algtn sistema. Un sistema es un conjunto de objetos
o particulas que interactian por medio de fuerzas o procesos que
son internos al sistema. Por ejemplo, en un sistema formado por
la Tierra y objetos pequenos puestos cerca de la superficie terres-
tre, los objetos interacttian con la Tierra por medio de la fuerza
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gravitacional. La energia asociada con la posicién relativa de un
objeto en el espacio cerca de la superficie terrestre se llama ener-
gia potencial gravitatoria, y se define por

E, = mgh

donde m es la masa del objeto, g la aceleraciéon de la gravedad
y h la coordenada vertical donde esta posicionado el objeto. El
producto mg es el peso del objeto. Esta relacion es valida solo
para objetos cercanos a la superficie de la Tierra [50|. La energia
mecanica total del cuerpo en movimiento es la suma de sus ener-
gias cinética y potencial.

Energia interna. Es otra cantidad importante que describe el estado
de un fluido. Trabajo y calor se consideran como formas equiva-
lentes de energia, y el cambio de la energia interna de una masa
de fluido en reposo como consecuencia de un cambio de estado,
se rige por el primer principio de la termodinédmica (conservacion
de la energia). Asi, si el estado de una masa uniforme de fluido
se modifica por un aumento de calor en la cantidad @) por unidad
de masa y por la realizaciéon de un trabajo sobre el fluido en la
cantidad W por unidad de masa, entonces el incremento en la
energia interna F por unidad de masa es

AE=Q+W.

La energia interna F es una funciéon de los pardmetros de estado
(presion p y volumen especifico V., = 1/p donde p es la densidad
del fluido) y el cambio AE depende solamente de los estados final
e inicial, pero @ y W son medidas de efectos externos y pueden por
separado (pero no en la suma) depender también de la trayectoria
particular en que se realiza la transicién entre los dos estados. Si
la masa del fluido esta térmicamente aislado de su entorno de
tal manera que ningin intercambio de calor se produce, entonces
@ = 0y el cambio de estado del fluido se dice adiabatico [6].
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Entalpia. Es una funcién de estado que también se le llama funcién
de calor, y al igual que la energia interna y entropia, es muy ttil
en la mecanica de fluidos, particularmente cuando los efectos de
compresibilidad del fluido son importantes. La entalpia de unidad
de masa del fluido esta definido por

I=FE+pV,

donde E es la energia interna del fluido por unidad de masa, p la
presion del fluido y V. su volumen especifico. La entalpia I tiene
dimensiones de energia por unidad de masa [6].

Entropia. El segundo principio de la termodindmica es la ley de la
entropia, asi como el primer principio es la ley de la energia. Todo
proceso que tiene lugar en la naturaleza ya sea mecanico, eléctrico,
quimico o biolégico, debe ajustarse a estas dos leyes. La entropia o
mejor dicho un cambio de entropia, puede definirse considerando
dos estados de un sistema y un ntmero cualquiera de trayectorias
reversibles (cuasi estéticas) que establezcan su conexion. El calor
suministrado al sistema es distinto a lo largo de las diferentes
trayectorias y se ha determinado experimentalmente que si el calor
() suministrado en cada punto de la trayectoria se divide por la
temperatura absoluta 1" del sistema en dicho punto y se suman
los cocientes para todas las trayectorias, esta suma tiene el mismo
valor para todas las trayectorias (reversibles) que unan los mismos
extremos, es decir

2 @ | Constante para todas las trayectoria reversibles
. T | comprendidas entre los estados 1y 2.

Es posible entonces introducir una funcion de estado cuya diferen-
cia entre los estados 1 y 2 quede definida por la integral anterior.
Puede asignarse un valor arbitrario a esta funcién en cierto esta-
do de referencia tipo, con lo que su valor en cualquier otro estado
serd una cantidad definida. Dicha funcién de estado se denomina
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entropia del sistema (entropia por unidad de masa de un fluido)
y se representa por la letra S. Asi

24dQ
Sy — S —_/ —
SR A

a lo largo de una trayectoria reversible.
Si la variacién es infinitesimal, entonces

_dQ

s T

Las unidades de la entropia son “calorias/grados Kelvin” u otra
analoga (mas detalles en Sears (1978) [48]).

Fluido. Un fluido es una sustancia que se deforma de manera con-
tinua cuando sobre ella actia un esfuerzo cortante de cualquier
magnitud [38]. Cuando esta en equilibrio, no puede soportar fuer-
zas tangenciales o cortantes. Todos los fluidos son compresibles en
cierto grado y ofrecen poca resistencia a los cambios de forma. Los
fluidos pueden dividirse en liquidos y gases. Las diferencias esen-
ciales entre liquidos y gases son: a) los liquidos son practicamente
incompresibles y los gases son compresibles y b) los liquidos ocu-
pan un volumen definido y tienen superficies libres mientras que
una masa dada de gas se expande hasta ocupar todas las partes
del recipiente que lo contiene.

Fluido ideal. Es aquel cuyo flujo es constante (todas las particulas
del fluido tienen la misma velocidad al pasar por un punto dado y
dicha velocidad es baja), irrotacional, no viscoso e incompresible.
Los modelos que se obtienen para flujos de fluidos ideales sirven
para aproximar un flujo real, que en general es mucho mas dificil
de describir [61].

Fluido homogéneo. Un fluido homogéneo es aquel que existe como
una especie tnica en toda la regiéon de interés. Por ejemplo, el aire
puede experimentar cambios de densidad, velocidad, temperatura,
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pero se mantiene identificable como una mezcla estable de gases
que llamamos aire. Del mismo modo, el agua o el mercurio pueden
ser calentados o acelerados, pero a menos que ocurra su cambio
de fase siguen siendo liquidos, los liquidos pueden considerarse
homogéneos.

Fluido newtoniano y no newtoniano. Un fluido se dice que es new-
toniano si el esfuerzo cortante esté relacionado linealmente con la
razon de deformaciéon de corte, es decir

du
T = /’Ld_y7

donde T es el esfuerzo cortante, p es una constante que se llama
viscosidad absoluta (viscosidad dindmica o simplemente viscosi-
dad), u la velocidad del fluido e y la distancia en la direcciéon
perpendicular del movimiento. El término du/dy se llama gra-
diente de velocidad (razon de deformacion de corte o velocidad
de deformacion angular). La mayor parte de los fluidos comunes,
tanto liquidos (agua, aceite y gasolina) como gaseosos (aire) son
newtonianos. Los fluidos no newtonianos son aquellos donde el
esfuerzo cortante no esta relacionado linealmente con la razoén de
deformacion de corte [38].

Una forma de estudiar el movimiento de un fluido es fijar la atencion en
un punto en el espacio que ocupa el fluido en un instante ¢ y especificar
en dicho punto la densidad p del fluido, velocidad v y presion p. En
ese punto se examina lo que sucede con el fluido que pasa por él. El
estudio del movimiento de un fluido se llama flujo y dependiendo de las
caracteristicas de este se les puede clasificar en:

Flujo bidimensional. Un flujo es bidimensional si vector velocidad
so6lo depende de dos variables espaciales. En este tipo de flujo se
supone que todas las particulas fluyen sobre planos paralelos a
lo largo de trayectorias que resultan idénticas si se comparan los
planos entre si, no existiendo, cambio alguno en direccién perpen-
dicular a los planos.
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Flujo incompresible y compresible. Un flujo se dice incompresible
si la densidad permanece aproximadamente constante a lo largo
de todo el flujo. Por lo tanto, el volumen de todas las porciones
del fluido permanece inalterado sobre el curso de su movimiento
cuando el flujo o el fluido es incompresible. En esencia, las den-
sidades de los liquidos son constantes y asi el flujo de ellos es
tipicamente incompresible. Por otro lado, la compresibilidad de
un flujo es basicamente una medida en el cambio de la densidad.
Los gases son en general muy compresibles, en cambio, la mayoria
de los liquidos tienen una compresibilidad muy baja.

Flujo laminar y turbulento. Un flujo se llama laminar si el fluido se
desplaza en laminas o capas paralelas. Un flujo se dice turbulento
si las particulas del fluido se mueven siguiendo trayectorias muy
irregulares.

Flujo permanente y no permanente. Un flujo se llama permanen-
te o estacionario si las propiedades como densidad, velocidad y
presion no cambian en el tiempo en un punto del espacio, o bien
si las variaciones en ellas son muy pequenas con respecto a los
valores promedios; aunque las propiedades pueden cambiar de un
punto a otro del espacio. Una particula de fluido, en un punto de-
terminado, tiene siempre la misma velocidad independientemente
del instante en el que llegue a dicha posiciéon. Es claro que un
flujo serd no permanente o no estacionario si no cumple con la
definiciéon de un flujo permanente.

Flujo rotacional e irrotacional. Si el campo de velocidad
vV = (Ula V2, U3)

de un fluido es de clase C*, su rotacional definido por

i j k
0 0 0
rotv=V X v:= oz 6—y 92

v V2 U3
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(2 )i (2 2) (20
oy 0z 0z ox or oy
se llama el campo de vorticidad del flujo. Un flujo se denomina
flujo potencial o flujo irrotacional (que no tiene rotaciones)
si el campo de vorticidad rot v =0 en todo punto del dominio y
para cualquier instante ¢. Esto significa que el flujo no presenta
remolinos en el dominio de estudio. En cambio, si el campo de

vorticidad no es nula en todos los puntos del dominio, el flujo se
llama rotacional [11, 27].

Flujo tridimensional. Un flujo se dice tridimensional si el vector ve-
locidad depende de tres coordenadas espaciales. Es el caso més
general en que las componentes del vector velocidad v dependen
de las coordenadas espaciales x, ¥y, z, y del tiempo t.

Flujo unidimensional. Un flujo se dice unidimensional si el vector
velocidad s6lo depende de una variable espacial, es decir que se
desprecian los cambios de velocidad transversales a la direccién
principal del escurrimiento. Dichos flujos se dan en tuberias largas
y rectas o entre placas paralelas.

Flujo uniforme. Un flujo se llama uniforme cuando cualquier mag-
nitud que se considere del flujo (profundidad hidraulica, tirante,
area de la seccion transversal o velocidad media) permanece in-
variante entre todas las secciones del canal en un instante dado.
Una particula de fluido, en un instante determinado, tiene siem-
pre la misma velocidad independientemente del punto del espacio
al que llegue. Si el canal es largo y prismatico, es decir, ni la for-
ma de la seccidon transversal ni la pendiente de fondo del canal
cambian con la distancia, entonces el flujo se acelera o desacelera
a lo largo de una cierta distancia, hasta que las fuerzas motoras y
resistivas se equilibran. De ahi en adelante la velocidad del flujo y
el tirante se mantienen constantes, configurandose la situaciéon de
flujo uniforme. La condicién de flujo uniforme rara vez ocurre en
la practica, sin embargo el concepto de flujo uniforme es central
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para la comprensiéon de muchos problemas y en ocasiones permi-
te aproximar a una solucién simple y satisfactoria para diversos
problemas practicos.

Flujo viscoso y no viscoso. Un flujo se dice viscoso si presenta re-
sistencia al avance. Todos los fluidos reales son viscosos. Es claro
que un flujo no viscoso es aquel que no presenta resistencia al
avance.

Foérmula de Chézy. Fue presentada en 1769, por el ingeniero francés
Antoine de Chézy. Es la primera férmula de friccién que se conoce.
La férmula permite obtener la velocidad media del flujo en un

canal y establece que
v=C\RpS

donde v es la velocidad media del flujo, Ry es el radio hidrauli-
co, S es la pendiente longitudinal del fondo del canal y C es el
coeficiente de Chézy.

Fuerza de Coriolis. Es una fuerza ficticia que aparece cuando un
cuerpo estd en movimiento con respecto a un sistema en rota-
cion y se describe su movimiento en ese sistema de referencia. La
fuerza de Coriolis es diferente de la fuerza centrifuga y siempre
es perpendicular a la direccion del eje de rotacion del sistema y a
la direcciéon del movimiento del cuerpo vista desde el sistema en
rotacion (méas informacion en Holton 2004 [25]).

Gradiente. El gradiente de una funcién diferenciable f : D C R — R
en un punto (z,y,z) € D, es el vector

VI.2) = (G2 o 02, S w2 )

Numero de Froude. El ntumero de Reynolds y los términos laminar
y turbulentos no son suficientes para caracterizar todas las clases
de flujo en los canales abiertos. Ademas de la viscosidad versus los
efectos inerciales, también es importante la relacién de las fuerzas



200

Glosario de Términos

inerciales a las gravitacionales, dada por el nidmero de Froude®

F,., definido por
v

vV I9Yh

donde v es la velocidad media del flujo en m/s, g es la aceleracion
de la gravedad en m/s? y yj, es la profundidad hidraulica, dada por
yn = AJT, donde A es el area mojada en m? y T es el ancho de la
superficie libre del fluido en la parte superior del canal en m [37].
El mecanismo principal que sostiene el flujo en un canal abierto es
la fuerza de gravitacion. Por ejemplo, la diferencia de altura entre
dos embalses hara que el agua fluya a través de un canal que los
conecta. El pardmetro que representa este efecto gravitacional es
el Niimero de Froude, que resulta util en los célculos del resalto
hidraulico, en el diseno de estructuras hidraulicas y en el disefio
de barcos. El flujo se clasifica en términos de este niimero como
sigue:

F =

Flujo subcritico. También se le llama flujo tranquilo y se pre-
senta cuando F,. < 1. En este caso, el fluido tiene velocidad
relativa baja, su profundidad es relativamente grande, pre-
valece la energia potencial y predominan las fuerzas gravi-
tacionales.

Flujo critico. Se presenta cuando F, = 1. El flujo corresponde
a un estado tedrico en corrientes naturales y representa el
punto de transicién entre regimenes subcritico y supercritico.

Flujo transcritico. Se presenta cuando 0.7 < F,. < 1.3. Es un
flujo bastante inestable en el sentido que suele formar resal-
tos o discontinuidades, pero es casi siempre el que se adapta
a un cauce.

Flujo supercritico. Se presenta cuando F, > 1. También se le
llama flujo rapido, el fluido tiene una velocidad relativamente

"William Froude (1810-1879) fue un ingeniero hidraulico y arquitecto naval in-
glés. Fue el primero en establecer leyes confiables respecto a la resistencia que el
agua ejerce al avance de los navios y en calcular su estabilidad.
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alta y poca profundidad, prevalece la energia cinética y pre-
dominan las fuerzas inerciales. Propios en cauces de gran
pendiente o en rios de montana.

Numero de Reynolds. El comportamiento de un fluido, en particu-
lar en lo que se refiere a las pérdidas de energia, depende de que
el flujo sea laminar o turbulento. Una forma de predecir el tipo
de flujo sin tener que observarlo directamente (por ejemplo para
fluidos que van por tubos opacos) es mediante la estimacion de
un nimero que se conoce como nimero de Reynolds, que para el
caso del flujo en un canal abierto toma la forma

R

1%

R. =

donde v es la velocidad media del flujo, R el radio hidraulico y
v la viscosidad cineméatica del fluido. Resultados experimentales
muestran que en canales abiertos pueden ocurrir los siguientes
tipos de flujos [37]:

Flujo laminar. Ocurre cuando R, < 500, por lo que se tiene
un flujo con viscosidad dominante. En el movimiento de las
particulas, las altas interacciones por viscosidad las ordenan
en la direccion del flujo, con lo que sus trayectoria no se
cruzan.

Flujo transcritico. Se presenta en la region de transicion 500 <
R. <2000.

Flujo turbulento. Se presenta normalmente cuando R, > 2000,
por lo que en principio los efectos viscosos son despreciables
frente a los efectos de inercia, salvo en las zonas del flujo
donde se tengan altos gradientes de velocidad, las particulas
se mueven aleatoriamente, entrecruzdndose continuamente
las trayectorias.

Con la combinacion del significado de los ntiimeros de Froude y
Reynolds, es posible que en canales abiertos puedan darse las
clases de flujos siguientes:
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Flujo subcritico-laminar: R, < 500 y F, < 1.
Flujo subcritico-turbulento: R, > 2000 y F, < 1.
Flujo supercritico-turbulento: R. > 2000 y F,. > 1.
Flujo supercritico-laminar: R, < 500 y F,. > 1.

Ademas, los flujos pueden ocurrir en la region de transicion, pero
tales flujos son inestables y muy dificiles de caracterizar [37].

Presion. Es la cantidad de fuerza que se ejerce sobre una unidad de
area de alguna sustancia, es decir

p: A

donde F' es la fuerza normal a la superficie y A es el area donde
se aplica la fuerza. En el Sistema Internacional de unidades la
unidad de presion es el pascal = 1N/m?. Un sélido es un cuerpo
rigido y puede soportar que se le aplique fuerza sin que cambie
sensiblemente su forma, un liquido solo puede soportar que se le
aplique fuerza en una superficie o frontera cerrada, si el fluido no
esta restringido en su movimiento empezara a fluir bajo el efecto
del esfuerzo cortante en lugar de deformarse elasticamente. La
fuerza que ejerce un fluido sobre las paredes del recipiente que lo
contiene actta siempre en forma perpendicular a las paredes.

Presion hidrostatica. Es la presion que ejerce el peso de un fluido
en reposo sobre el fondo y las paredes del recipiente que lo con-
tiene, y sobre la superficie de cualquier cuerpo sumergido en él.
La presion hidrostatica genera en fluidos en reposo, una fuerza
perpendicular a las paredes del recipiente o a la superficie del ob-
jeto sumergido sin importar la orientaciéon que adopten las caras.
Cualquier fuerza tangencial que se ejerza sobre el fluido por las
paredes constituirfa un esfuerzo cortante y produciria un desliza-
miento del fluido paralelo a la pared, por lo que si el liquido estéa
en reposo, no hay tal desplazamiento, no hay fuerza tangencial, y
la fuerza es normal a la superficie en cualquier punto. Si el liquido
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es incompresible, su densidad p es constante, por lo que la presion
hidrostética p(h) en un punto situado a una profundidad h por
debajo de la superficie libre esta dada por

p(h) = pgh + po

donde g es la aceleracion de la gravedad y pg es la presion en la
superficie del liquido. Si la presién pg aumentara, por ejemplo,
ajustando un piston sobre la superficie superior y ejerciendo una
presion hacia abajo sobre él, la presion p a determinada profun-
didad h, aumentaria exactamente en la misma cantidad py. Este
hecho fue enunciado por el cientifico francés Blas Pascal (1623
1662) en 1653, y se conoce como el principio de Pascal (mas
detalles en Sears (1978) [48]).

Radio hidraulico. Es un parametro importante en las obras hidrauli-
cas de canales abiertos (artificiales o naturales), y se define como
la relacion entre el area A de la seccion transversal neta de una
corriente de flujo y el perimetro mojado Pp; de dicha seccién

transversal. Esto es 4

Rh:E.

En un canal semicircular de radio 7, A = mr2/2 y Py = 7r, por
lo que el radio hidraulico Rj, = r/2. Si el tirante h es muy inferior
a la anchura del canal, entonces Ry, = h.

Resalto hidraulico. Este fenémeno ocurre cuando el cambio de pro-
fundidad del flujo es desde un nivel bajo a un nivel alto. Si el
cambio de profundidad es pequeno, se denominaré resalto ondu-
latorio, puesto que el agua no subird de manera abrupta y obvia,
sino que pasara de un nivel a otro, a través de una serie de ondu-
laciones que van disminuyendo gradualmente de tamano. Si por
el contrario el cambio de profundidad es grande, se conoce como
resalto directo. Este involucra una pérdida de energia relativa-
mente grande mediante la disipacién en el cuerpo turbulento de
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agua dentro del resalto. En consecuencia el contenido de energia
en el flujo después del resalto es considerablemente menor que
el contenido antes del mismo. El resalto hidraulico es el ascenso
brusco del nivel del agua que se presenta en un canal abierto a
consecuencia del retardo que sufre una corriente de agua que fluye
a elevada velocidad. Este fenémeno presenta un estado de fuerzas
en equilibrio, en el que tiene lugar un cambio violento del régimen
de flujo, de supercritico a subcritico.

Tirante de agua. También se dice calado y es la profundidad h del
agua desde cualquier punto de su superficie libre.

Viscosidad. Es una medida de la fricciéon interna del fluido, es decir,
caracteriza su resistencia a la deformacién por corte. Las fuerzas
viscosas se oponen al movimiento de una porciéon del fluido relati-
vo a otra. A causa de la viscosidad es necesario ejercer una fuerza
para obligar a una capa liquida a deslizar sobre otra, o para obli-
gar a una superficie a deslizar sobre otra cuando hay una capa de
liquido entre ambas. La viscosidad es pequeno para liquidos que
fluyen facilmente, como el petréleo, y grande para liquidos como
las melazas o la glicerina [48].
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